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Organizacni zalezitosti

@ Prednaska:
o moodle https://dll.cuni.cz/course/index.php?categoryid=337

@ login jako do SIS

e video nahravky prednasek z roku 2019
https://is.mff.cuni.cz/prednasky/prednaska /NTINO71/1

@ login jako do SIS
@ Cviceni:
e vyzkousite si prakticky sestrojit automaty a gramatiky
e zazijete priklady, coz je néco jiného, nez je precist,
e potrebujete zapocet, ktery udéluji vyhradné cvicici.

@ /kouska:

e Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce.
e Moodle test i Ustni ¢ast
@ Porozuméni latce 4+ schopnost formalizace
@ Orientace v Chomského hierarchii, automatech, gramatikach, (ne)determinizmu,

@ Napiste definici, formulujte vétu, popiste ideu dikazu, algoritmus,
@ zaradte jazyk do Chomského hierarchie a svou odpovéd dokazte.
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Pozadavky ke zkousce

@ Zapocet je nutnou podminkou ucasti na zkousce.

/ VvV 7/

@ Zkouska sestavd z moodle testu a ustni ¢asti. Moodle test predchazi Casti
Ustni, jeji nesplnéni znamena, ze celd zkouska je hodnocena znamkou
nevyhovél(a) a Ustni Casti se jiz nepokracuje.

e K moodle testu miizete byt vyzvani k Zoom pripojeni véetné kamery.

@ Neslozeni Gstni Casti znamena, ze pri pristim terminu je nutno opakovat obé
casti zkousky, pisemnou i Ustni. Znamka ze zkousky se stanovi na zakladé
bodového hodnoceni moodle i Gstni ¢asti.

@ Moodle test bude sestavat z dvanacti otazek, které koresponduji sylabu
prednasky, ovéruji schopnosti ziskané na cviceni a znalost definic, vét a
algoritmii z prednasky.

@ Pozadavky ustni casti odpovidaji sylabu predmétu v rozsahu, ktery byl
prezentovan na prednasce. Zpravidla se jedna o detailnéjsi rozbor zadaného

problému, napr. zdvodnéni zarazeni daného jazyka do Chomského hierarchie
i dikaz klicovych vét. Schopnost formulovat definice a véty je zkousena také.
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/droje a literatura

e J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory,
Languages, and Computations, Addison—Wesley

@ M. Chytil: Automaty a gramatiky, SNTL Praha, 1984
@ moodle https://dl1.cuni.cz/course/index.php?categoryid=337

@ cviceni.

Automaty a gramatiky Uvod, lteraéni lemma pro reg. jazyky 1 February 8, 2023 4 /1-24



Pohled do historie

@ Pocatky
e prvni formalizace pojmu algoritmus Ada, Countess

of Lovelace 1852

@ intenzivnéji az s rozvojem pocitaci ve druhé
Ctvrtiné 20. stoleti

@ co stroje umi a co ne?

@ Church, Turing, Kleene, Post, Markov

@ Polovina 20. stoleti

e neuronové sité (1943)
o konecné automaty (Finite Automata) (Kleene 1956
neuronové sité ~ FA)

@ 60. léta 20. stoleti

o gramatiky (Chomsky)
e zasobnikové automaty
e formalni teorie koneCnych automati.
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Cil prednagky

@ Osvojit si abstraktni model vypocetnich zarizeni,

@ vnimat, jak drobné zmény v definici vedou k velmi odlisSnym tridam,

@ zazit skutecnost algoritmicky nerozhodnutelnych problémi,

@ priprava na prednasku o slozitosti a NP-Uplnosti.

Automaty a gramatiky — dva zpisoby popisu

Turingovy stroje

A

Vicepaskové, nedeterministické

Y

A

linedrné omezené automaty

Y

A

zasobnikové automaty

koneCné automaty

Y

gramatiky Typu O

kontextové gramatiky
monoténni gramatiky

bezkontextové gramatiky

A

DFA, NFA, ANFA

Y

regularni gramatiky
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Praktické vyuziti

@ Zamysleni nad korektnosti programu, algoritmu, prekladace,
@ zpracovani prirozeného jazyka,
@ prekladace:

o lexikalni analyza,
e syntakticka analyza,

@ navrh, popis, verifikace hardware

@ integrované obvody
e stroje
@ automaty
@ realizace pomoci software

o hledani vyskytu slova v textu (grep)
o verifikace systémi s konec¢né stavy.
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Jednoduché priklady koneCnych automati

@ Navrh a verifikace integrovanych obvodi.

Konecny automat modelujici spinac on/off .

Push

pOWCO)

Push

@ Lexikalni analyza

KoneCny automat rozpoznavajici slovo then.
_)( > t < > h < > e . n
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Definition 1.1 (Deterministicky konecny automat)

Deterministicky kone¢ny automat (DFA) A= (Q, %, 0, qo, F) sestava z:
kone¢né mnoziny stavii, zpravidla zna¢ime Q — > /45//4;’&/4/
konecné neprazdné mnoziny vstupnich symbolii (abecedy), zna¢ime ¥
prechodové funkce, zobrazeni @ X X~ — Q, znacime 9, kterd bude
reprezentovana hranami grafu nebo tabulkou ~“—>/wus” %% hobstn” (v12.)
pocatecniho stavu gy € @, vede do néj sipka 'odnikud’,
a neprazdné mnoziny koncovych (pfijimajicich) stava (final states)

F C Q, oznacenych dvojitym kruhem ¢i Sipkou 'ven'.
Umluva: Pokud pro nékterou dvojici stavu a pismene neni definovany prechod, priddme novy
stav fail a prechodovou funkci doplnime na totalni pridanim sipek do fail.

Pokud je mnozina F prazdna, priddme do ni i Q novy stav final do kterého

vedou jen prechody z néj samého Vs € ¥: §(final,s) = final.

t.,h,en t.h,en
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Popis konec¢ného automatu

Automat A prijimajici L = {x01y : x,y € {0,1}*}.

@ Stavovy diagram (graf) Automat A = ({qo0,91,92},{0,1},6, g0, {q1}).

1 0 0,1
OanOn
tabulka o 0 |1
e radky: stavy + prechody — qo || 92 | 9o
e sloupce: pismena vstupni *q1 || 91 | 41
abecedy q2 g2 | q1

10/1-24
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Abeceda, slova, jazyky

Definition 1.2 (Slovo, A6, X*, X7 jazyk)

Méjme neprazdnou mnozinu symbold 2.

@ Slovo je konecna (i prazdnd) posloupnost symboll s € ¥, prazdné slovo se
znaci A nebo e.

@ Mnozinu vsech slov v abecedé > znacime 2%,

@ mnozinu vSech neprazdnych slov v znaéime X 7.

@ jazyk L C 2* je mnozina slov v abecedé 2.

Definition 1.3 (operace zfetézeni, mocnina, délka slova)

Nad slovy 2* definujeme operace:

@ zretézeni slov u.v nebo uv

L= u"u)

e mocnina (poet opakovani) u" (v =\, u! = u, u™
o délka slova |u| (|A\| =0, |auto| = 4).

@ pocet vyskyti s € ¥ ve slové u znadime |u|s (|zmrzlina|, = 2).
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Rozsirena prechodova funkce

Definition 1.4 (rozsitena prechodova funkce)

Méjme prechodovou funkci 0 : Q X X — Q.
Rozsitenou prechodovou funkci 6*: Q@ x ¥* — @ (tranzitivni uzavér §)

definujeme induktivné: - o . Y fro acL:
> it t Sojuy S #
0 5*(G,X) = 97 prcda slvo S(4,) = S(ye)

@ 0"(q,wx) =96(6*"(q,w),x) prox € L, w e X",

Pozn. Pokud se v textu objevi 0 aplikované na slova, mini se tim 0*.

0*(qo,1100) = g2, 6*(qo,1100111111111001) = g1
1 0 0,1

~(@)—(®)
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Jazyky rozpoznatelné koneCnymi automaty

Definition 1.5 (jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty, regularni jazyky)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, prijimanym) konecnym
automatem A = (Q, X, 9, qo, F) nazveme jazyk
L(A) = {W ‘ w & > & 5*(q0, W) c €}/7/5(%‘ 2 Cé/a/m b éoqgmféa g%éﬂm

@ Slovo w je pFijimano automatem A, pravé kdyz w € L(A).

@ Jazyk L je rozpoznatelny koneCcnym automatem, jestlize existuje koneCny
automat A takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazykl rozpoznatelnych koneCnymi automaty oznacime F, nazveme
regularni jazyky.

Example 1.2 (regularni jazyky) 0

o L={w|w=xux,we{0,1}*,x€{0,1},u € —

{0,1}*}. 1 @»\
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Priklady regularnich jazyki

Example 1.3 (regularni jazyk)

o L ={w | w = ubaba, a b b
w e {a,b}*, ue{a b}*}

Example 1.4 (regularni jazyk)

o L={w|lw € {0,1}*&w je binarni
zapis Cisla délitelného 5}.

Example 1.5 ( NEregularni jazyk)

o [ = {Onln\w € {0,1}*,n € N}
NENI regulani jazyk.
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lteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Theorem 1.1 ( Iteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky)

Méjme regularni jazyk L. Pak existuje konstanta n € N (zavisla na L) tak Ze
kazdé w € L;|w| > n miZeme rozdélit na tFi casti, w = xyz, Ze:

@y % )\ M%f///h/// V74 #S/qﬂ/f 94/44 seerty/ She /ﬂ//l/y,t;/or/_
o |xy|<n —— ,?;,@;/64/;,/ '

e Vk € Ny, slovo xy*Xz je také v L.

Example 1.6 Automat A

@ Lemma reklo: n = 3. b b b
@ abbbba = a(b)bbba;

Vi > 0; a(b)'bbba € L(A). a a @
@ aaaaba = (aaa)aba;
Vi > 0; (aaa)'aba € L(A).

@ aa nelze pumpovat, ale |aa| < n.
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Dikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Proof: iteracniho lematu pro regularni jazyky

@ Méjme regularni jazyk L, pak existuje DFA A 's n stavy, ze L = L(A).

@ Vezméme libovolné slovo ajay...a,, = w e Ldélky m>n, a; € L.

@ Definujme: Vi p; = 6*(qo,a1a2 ... a;). Plati pp = qo.

@ Mame n+ 1 p; a n stavil, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
tj. (3,/)(0<i<j<n& pi=pj)

@ Definujme: x = a1ax...a;, y = @j41di42...3j, Z = aj4+13j42 .- am, tj.

w=xyz, y # A\ |xy| < n. T fe s, Gt
Y = dit+1dij42...4dj -

@ Smycka nad p; se mize opakovat libovolné krat a vstup je také
akceptovany. -

.
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Pouziti pumping lemmatu

Example 1.7 (Pumping lemma jako hra s oponentem)

Jazyk Leg = {w;|w|op = |w|1} slov se stejnym poctem 0 a 1 neni regularni.

Proof: Jazyk Leq neni regularni.

e Predpokladejme ze L., je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
@ Zvolme w = 0"1" € L.

@ Rozdélme w = xyz dle pumping lemmatu, y # A, |xy| < n.

@ Protoze |xy| < n je na zacatku w, obsahuje jen 0.
)

Z pumping lemmatu: xz € Loy (pro k = 0). To ma ale méné 0 nez 1,
takze nemize byt v L. o

Example 1.8

Jazyk L = {01";i > 0} nenf regularnf.
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Aplikace pumping lemmatu 2

Example 1.9

Jazyk L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni.

Proof: L, slov 1P kde p je prvocislo neni regularni.

@ Predpokladejme ze L, je regularni. Vezméme n z pumping lemmatu.
Zvolme prvocislo p > n+ 2, oznaCme w = 1°.

@ RozloZme w = xyz dle pumping lemmatu, necht |y| = m. Pak
xz| = p— m.

@ xyP~"z € L, z pumping lemmatu, ale
xyP™"z| = |xz| + (p — m)ly| = p— m+ (p— m)m = (m+1)(p — m)
neni prvocislo (zadny z Cinitell neni 1). A
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Dnes jsme probrali

@ definice

o deterministického kone¢ného automatu A = (Q, X, d, qo, F)
o jazyka LC X~
e jazyka rozpoznavaného koneCnym automatem

LA ={w |weX” & i (q,w)eE F}

@ itera¢ni (pumping) lemma pro regularni jazyky
e priiklad diikazu ne—regularnosti jazyka 01

e priklady regularnich jazykd.
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Priklad - 'soucin’ automatu

Example 1.10

L={w | we{0,1}* |w|lg=2k&|w|; =20, k,{ € Ny}, tj.
@ sudy pocet 0

@ a zaroven sudy pocet 1.

5| o 1
«— [0,0] || [1,0] | [0,1
0,1] || [1,1] | [0,0
1,0] || [0,0] | [1,1
1,1] [ [0,1] | [1,1
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Priklad (Spatného) protokolu pro elektronicky prevod penéz

@ [ri zucCastnéni: zakaznik, obchod, banka.

@ Pro jednoduchost jen jedna platba (soubor 'money’).

Example 1.11

Zakaznik poskytne obchodu cCislo kreditni karty, obchod si vyzada penize od banky
a posle zbozi zakaznikovi. Zakaznik ma moznost zablokovat kartu a zadat zruseni

transakce.
Pét udalosti:

e Zakaznik mize zadat Cislo karty pay.
e Zakaznik muze kartu zablokovat cancel.
e Obchod miize poslat ship zbozi zakaznikovi.

e Obchod miize vyzadat redeem penize od banky.

e Banka miize prevést transfer penize obchodu.
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(Nelplny) konecny automat pro bankovni priklad

_)( > redeem transfer
ship ship ship

< >redeem< >tra nsfer‘

Obchod
cancel @
Py cancel
cancel
s _)( >redeem< >transfer@
Zakaznik Banks
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Hrana pro kazdy vstup

@ Miizeme vyzadovat, aby automat provedl akci pro kazdy vstup. Obchod prida
hranu pro kazdy stav do sebe samého oznacenou cancel.

@ Zakaznik by nemél shodit bankovni automat opétovnym zaplacenim pay,
proto priddme smycku pay. Podobné s ostatnimi akcemi.

pay,ship

pay,redeem, cancel, ship

cancel

transfer

redeem

pay,ship pay,redeem, cancel, ship

Uplné&jsi automat pro banku.
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Soucin automatdu

@ Soudin automatd pro banku a obchod ma stavy dvojice B x S.
@ Hrana v soucinu automati provadi paralelné akce v bance a obchodé. Pokud
jednomu chybi akce, bude chybét i sou€inu automatd.

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages, and Computations, Addison—Wesley

H@ pay fb\redeem q transfer
ship ship ship

redeem @transfer

Start

()5 (5

pay,ship

o

pay,redeem, cancel, ship

cancel
redeem%transfer
oy

N
pay,ship pay,redeem, cancel, ship
c__pPC_PC PC PC PC PC
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KoneCné automaty, Regularni jazyky

e Deterministicky konec¢ny automat (DFA)
A= (Qa 2767 do, F)

e Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
prijimanym) konecnym automatem
A=(Q,X,9,qo, F) nazveme jazyk 0

L(A) = {w|w € ¥*&*(qo, w) € F}.

@ Jazyk L je rozpoznatelny koneCnym

automatem, jestlize existuje koneCny automat A 1
takovy, ze L = L(A).

@ Tridu jazyk( rozpoznatelnych deterministickymi
kone¢nymi automaty oznacime JF, nazveme
regularni jazyky.

@ Typicka otazka na cviCenich i zaskrtdvaci Casti zkousky:
Je dany jazyk regularni (CFL, ...)?
ANO Setrojite automat (deterministicky Ci nedeterministicky).

NE Najdete spor s Myhill-Nerodovou vétou nebo s Pumping lemmatem.
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definition 2.1 (kongruence)

Méjme konecnou abecedu X2 a relaci ekvivalence ~ na 2*
(reflexivni, symetricka, tranzitivni). Potom:

@ ~ je prava kongruence, jestlize ARE ™
(Vu,v,w € X*)u ~ v = uw ~ vw. —

@ je konec¢ného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ ma konecny
pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znac¢ime [u], resp.

] j
Example 2.1

@ Relace ~g,q 'konci stejnym pismenem’ je prava kongruence,

@ pokud ux ~eng VX, pak i UXW ~eng VXW.

@ Relace ~g 'kondi stejné jako zacinad’ je ekvivalence, aa ~y bb, ale
aaa s bba, tedy neni prava kongruence.

@ Relace ~ || 'maji stejny pocet znaki' neni konecného indexu.

o

Redukovany DFA a ekvivalence automatd, stavi 2 February 8, 2023 26 / 25 - 46



Myhill-Nerodova véta

Theorem 2.1 (' Myhill-Nerodova véta)

Necht L je jazyk nad koneCnou abecedou 2.. Potom nasledujici

tvrzeni jsou ekvivalentni: { ;‘\%

" 7 v Ve u > UwW \
a) L je rozpoznatelny konecnym automatem, v

b) existuje prava kongruence ~ konecného indexu nad ¥* tak, J

Ze L je sjednocenim jistych trid rozkladu L/ ~.

Proof: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=>b); tj. automat = prava kongruence konecného indexu
o definujeme u ~ v = §*(qo, u) = 0*(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)
@ je to prava kongruence (z definice §*)

@ ma konecny index (kone¢né mnoho stavii)

L ={wl|6"(qo, w) € F} = U {w[6*(qo, w) = q} = U [w[6%(qo, w) = q]~.
qgeF qgeF
Redukovany DFA a ekvivalence automatd, stavi 2
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Theorem (Myhill-Nerodova véta - 'kopie’)

Necht L je jazyk nad koneCnou abecedou .. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje prava kongruence ~ konecného indexu nad ¥* tak, Ze L je
sjednocenim jistych tfid rozkladu ¥*/ ~.

y

Proof: Dikaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence konecného indexu = automat

@ abeceda automatu vezmeme X
" R
@ za stav volime tridy rozkladu 2*/ ~
y Q y / /Z*/~ L ‘\t\ \

@ pocatelni stav gp = [A] e
@ koncové stavy F ={c1,...,cpt, kde L=J._; ¢ -
@ prechodova funkce 6([u], x) = [ux] (je korektni z def. pravé kongruence).
o L(A)=1L

w€L<:>W€UI_:1 ,,,, nc,-<:>w€cl\/...WGcnﬁ[w]:cl\/...[w]:cn{:}[w]€F<:>w€L(A)

5 (IA], w) = [w] []
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automatil

Sestrojte automat prijimajici jazyk
L ={w|w e {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k 4+ 2 symboli a.

lu|x znali pocet symboll x ve slové u
definujme u ~ v = (Ju|;mod 3 = |v|,mod 3)
tridy ekvivalence 0,1,2

L odpovida tFidé 2

a — prechody do nasledujici tridy

b — prechody zachovavaji tridu.

b b b

a a @
—>

d
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'Pumpovatelny’ ne-regularni jazyk

Example 2.3 (Ne—-regularni jazyk, ktery lze pumpovat)

Jazyk L = {u|lu = atb'c’' V u= b'c/} neni reguldrni (Myhill-Nerodova véta), ale
vzdy lze pumpovat prvni pismeno.

@ Predpokladejme, ze L je regularni
— pak existuje prava kongruence ~; konecného indexu m, L je sjednoceni
nékterych t¥id ¥*/ ~;
@ vezmeme mnozinu slov S = {ab, abb, abbb, . .., ab™" 1}

@ existuji dvé slova i # j, kterd padnou do stejné tridy
i % j ab' ~ ab/
pfiddme ¢’ ab'c’ ~ ab/c’ ~ je kongruence
spor ab'c' € L & ab/c' ¢ L s 'L je sjednoceni nékterych t¥d ¥*/ ~,
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lteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Theorem ( Iteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky)

Méjme regularni jazyk L. Pak existuje konstanta n € N (zavisla na L) tak Ze
kazdé w € L;|w| > n miZeme rozdélit na tri casti, w = xyz, Ze:

@ yF# A\
@ |xy| <n

e Vk € Ny, slovo xy*z je také v L.
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lteracni lemma a nekonecnost jazykil

Regularni jazyk L je nekonecny pravé kdyz existuje u € L;yn < |u| < 2n, kde n je
cislo z iteracniho lemmatu.

< Pokud du € L; n < |u] < 2n, potom lze slovo u pumovat, ¢imz
dostaneme nekonecné mnoho slov z jazyka L.

= Jazyk L je nekonecny, obsahuje slovo w takové, ze n < |w].

o Pokud |w| < 2n, madme hledané slovo.
e Jinak, z iteracniho lemmatu w = xyz a xz € L, tj. zkraceni.

e Pokud 2n < |xz|, zkracujeme dal xz.

o Zkracujeme maximalné o n pismen, tedy interval [n,2n) nelze pFeskocv:iE

Pro urceni nekoneCnosti regularniho jazyka staci prozkoumat vsechna slova
u takova, ze n < |u| < 2 % n, tj. kone¢né mnoho slov.

/
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Definition 2.2 (Dosazitelné stavy)

M&jme DFA A= (Q,X,6,qo, F) a g € Q. Rekneme, Ze stav g je dosaZitelny,
jestlize existuje w € ¥* takové, ze 6*(qo, w) = q.

Algorithm: Hledani dosazitelnych stavi

Dosazitelné stavy hledame iterativné.
e Zacatek: My = {qo}.
o Opakuj: Mi11 = M;U{qglge Q,(3p e M;, 3x € ) 6(p,x) = q}
@ opakuj dokud M;, 1 # M,;.

Proof: Korektnost a Uplnost

@ Korektnost: My C M; C ... C ® a kazdé M; obsahuje pouze
dosazitelné stavy.

e Uplnost:
e necht g je dosazitelny, tj. (Iw € ¥*)é"(qo, w) = g
o vezméme nejkratsi takové w = x1...x, tZ. 6" (qo, x1...%n) = q
o ziejmé 0*(qo, x1 ...x;) € M; (dokonce M; \ M;_1)
o tedy 0"(qo,x1...xn) € My, tedy g € M,. o
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Nejednoznacnost

Automat prijimajici dany jazyk neni urcen jednoznacné.

o Jazyk L = {w|w € {1}*&|w| = 3k}.
O

Y

O

Definition 2.3 (automatovy homomorfismus)

Necht A;, Ay jsou DFA. Rekneme, Ze zobrazeni h: Q; — Q> Q; na Q5 je
(automatovym) homomorfismem, jestliZe:

h(qo,) = qo, 'stejné’ pocatecni stavy
h(61(qg,x)) = d2(h(qg),x) ’stejné’ prechodové funkce
g€ FL < h(q) € F, 'stejné’ koncové stavy.

Homomorfismus prosty a na nazyvame isomorfismus.
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Ekvivalence automatu a homomorfismus

Definition 2.4 (Ekvivalence automati )

Dva konecné automaty A, B nad stejnou abecedou X jsou ekvivalentni, jestli ze
rozpoznavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).

Theorem 2.3 (Véta o ekvivalenci automati)

Existuje-li homomorfismus konecnych automatii A1 do A,, pak jsou Ay a A
ekvivalentni.

@ Pro libovolné slovo w € 2* koneCnou iteraci
o h(d1(q,w))=45(h(q),w)

@ dale: IR
5f(q017 W) S Fl

h(d1(qo,, w)) € F2
5;(h(q01)7 W) € F> h

B URTERERE .
< 05(q0,, W) € F
2 q02 ’ —> qu —> qOQ
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Redukce a ekvivalence automatud, Tranzitivita

Definition 2.5 (Ekvivalence stavii)

Rikame, Ze stavy p, g € Q kone¢ného automatu A jsou ekvivalentni pokud:

@ Pro vsechna vstupni slova w; 6*(p, w) € F iff §*(q,w) € F.

Pokud dva stavy nejsou ekvivalentni, rikdme, ze jsou rozlisitelné.

Example 2.4
Automat na obrazku:

@ C a G nejsou ekvivalentni, 6*(C,\) € F a
0*(G,\) ¢ F.

e A G: 0*(A,01) = C je prijimajici,
0*(G,01) = E neni.

@ A,E jsou ekvivalentni — A\, 1x zrejmé, 0
vede do ne—prijimajicich stavi, 01 a 00 se
sejdou ve stejném stavu.

v

Ekvivalence na stavech je tranzitivni. \
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Algorithm: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavi v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
e Zaiklad: Pokud p € F (ptijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, q}
rozlisitelna.

@ Indukce: Necht p,g € Q, a € ¥ a o dvojici r,s;r = d(p, a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozlisitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.

e opakuj dokud existuje nova trojice p,g € Q, a € X.

B X
. C X X
D X X X
E X X X
] F X X X X
1 1 G X X X X X X
e 0 G H | x X X x | x | x
A B C D E F G
0 0

Krizek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime tti ekvivalentni dvojice stavi.
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Algoritmus hledani rozlisitelnych stavi

Ptijimajici vs. neprijimajici stavy
B
C X X
D X
E X
F X —
G X
H x | 1 0. O
A B C D E F G ]
1.krokl: 6(q, 1) F pro g € {B,C,H}
1 1
B X
C X X e 0 G
D X X
E X X
F X X 0 0
G X X B a G jsou rozlisitelné, §(A, 0) = B, 6(G, 0) = H, tj. A,G jsou rozliSitelné.
H x x x x x x CPbdobné pro E,G vedouci é(*, 0) do rozlisitelnych stavi H,G.
A B C D E F G B X
1.krok0: (g, 0) pro q {D, F} C X X
B % D X X X
C X X E X X X
D X X X F X X X X
E X X X G X X X X X X
F X X X X H X X X X X X |
G X X X X A B C D E F G
R ST NN T HETH T T Zlstavaji tri ekvivalentni dvojice stavi.
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Theorem 2.4

Pokud dva stavy nejsou odliseny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni.

Proof: Koreknost algoritmu

@ Uvazujme Spatné pary stavil, které jsou rozliSitelné a algoritmus je
nerozlisil.

@ Vezméme z nich par p, g rozlisitelny nejkratsim slovem w = a; ... a,.

@ Stavy r = §(p, a1) a s = d(q, a1) jsou rozlisitelné kratSim slovem
ar...a, takze par neni mezi spatnymi.
Tedy jsou 'vykrizkované' algoritmem.

@ Tedy v pristim kroku algoritmus rozlisi i p, g. o

Cas vypoctu je polynomialni vzhledem k podtu stavdl.
@ V jednom kole uvazujeme viechny pary, tj. O(n?).
@ Kol je maximaln& O(n?), protoze pokud neptiddme k¥izek, kon&ime.
@ Dohromady O(n*).

Algoritmus Ize zrychlit na O(n*) pamatovanim stavil, které zavisi na paru {r,s} a
nasledovanim téchto seznami 'zpatky'

Automaty a gramatiky Redukovany DFA a ekvivalence automatd, stavii 2 February 8, 2023 39 / 25 - 46



estovani ekvivalence regularnich jazyki

Algorithm: Testovani ekvivalence regularnich jazyki

Ekvivalenci regularnich jazykl L, M testujeme nasledovné:
e Najdeme DFA A;, Ay rozpoznavajici L(AL) = L, L(Anm) = M,
QLN Qu = 0.
@ Vytvorime DFA sjednocenim stavil a prechodil
(QLU Qum, X,0, Udpm, qr, Fr U Fy); zvolime jeden z poc¢ateCnich stavi.

@ Jazyky jsou ekvivalentni pravé kdyz pocatecni stavy ptivodnich DFA
jsou ekvivalentni.

0 1

Example 2.5
1
Uvazujme jazyk _’ G E X
{A} U {0,1}*0 prijimajici 0 5 i
prazdné slovo a slova koncici
. . 0 E | x x | x

0. Vpravo obrazek fiv\./ou / @ A B C D
DFA a tabulku rozlisitelnych NER
stavil. !

E D1

v
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Minimalizace DFA

Definition 2.6 (redukovany DFA, redukt)

Deterministicky konecny automat je redukovany, pokud
@ nema nedosazitelné stavy a

@ zadné dva stavy nejsou ekvivalentni

@ neobsahuje fail stav, ze kterého neni dosazitelny zadny koncovy stav.
KonecCny automat B je reduktem automatu A, jestlize:

@ B je redukovany a

1
@ A a B jsou ekvivalentni. m

4
0 ! C L
1

F
1
(Ao ) (e) g o
0 0
C
1

1 Q0O
‘ (E)—()
G
0

0
0 0

B
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Algorithm: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ /e vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavil na tridy ekvivalence.

@ Konstruujeme DFA B na tridach ekvivalence jakozto stavech.
Prechodovou funkci B oznac¢ime v, méjme S € ()g. Pro libovolné
g € S, ozna¢ime T tfidu ekvivalence §(q, a) a definujeme
v(S,a) = T. Tato tfida musi byt stejna pro vSechna a € S.

@ Odstranime stav, ze kterého neni dosazitelny zadny koncovy stav
(pokud existuje a dovolujeme parcialni 9).

@ Pocatedni stav B je trida obsahujici pocatecni stav A.
@ Mnozina prijimajicich stavii B jsou bloky odpovidajici prijimajicim
staviim A.

0 1
1

0 0
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Priklad redukovaného DFA

B X

C X X

E X | x Tr¥idy ekvivalence:

F X X X X

o TR e B B {A B}, {B,H}, {C}, {F},{G}
A B C E F G
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Redukty a jejich ekvivalence

Kazdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou izomorfni. l

Proof.
o Kazdy stav g € @1 je dosazitelny. Najdeme pro néj slovo g = d5(qo,, w)
@ a definujeme h(q) = 65(qo,, w).

@ Lze dokdzat, ze je h korektné definovana funkce, zachovava vlastnosti
homomorfizmu (qo, F,d) a jde o bijekci, tj. je to isomorfizmus.

Pro kazdy deterministicky konecny automat A, ktery prijima alespon jedno slovo,
existuje redukovany DFA, ktery je s nim ekvivalentni.

Definition 2.7 (Redukt)

Reduktem DFA A nazyvame redukovany automat s A ekvivalentni.

/ predchozi vety plyne, ze vSechny redukty automatu A _]SOU izomorfni.
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Shrnuti

e lteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky
@ Mihyll-Nerodova véta
e uziti pro diikaz ne-regularnosti jazyka
e priklad ne—regularniho jazyka, ktery lze pumpovat
e nekonecnost regularniho jazyka lze rozpoznat analyzou kone¢ného mnozstvi
slov

dosazitelné stavy, algoritmus nalezeni
ekvivalentni automaty, stavy
rozliSitelné stavy, algoritmus nalezeni

redukovany DFA, redukt, algoritmus nalezeni reduktu.

Zacneme a pristé dokonc¢ime Nedeterministicky konecny automat.
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Pro nedeterministické FA to tak snadné neni

Example 2.6

Nedeterministicky FA na obrazku mizeme redukovat vypusténim stavu C.
Stavy {A, C} jsou rozliSitelné vstupem 0, takze algoritmus pro DFA redukci
nenajde.

Mohli bychom hledat exhauzivnim vypoctem.

0,1

-2 )=
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Nedeterministické konecné automaty (NFA)

@ Obecnéjsi modely, které prijimaji stale jen regularni jazyky:

e nedeterministické konecné automaty NFA
e NFA s X\ prechody
o dvousmérné konecné automaty (nepisi na pasku + prostor omezeny vstupem)

@ usnadni ndm navrh automatu, zjednodusi zapis

@ umime prevést na DFA.
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Nedeterministické konecné automaty (NFA)

Nedeterministicky automat mize byt ve vice stavech paralelné. Ma schopnost
'uhodnout’ néco o vstupu.

NFA prijimajici vsechna slova koncici 01.

0,1

~(@)" ()

NFA zpracovava vstup 00101.

q1 (stuck) ai —1> g2 (stuck) dgqg —— Q>
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Nedeterministicky koneé¢ny automat

Definition 3.1 (Nedeterministicky kone¢ny automat)

Nedeterministicky konecny automat (NFA) A= (Q, %, 9, So, F) sestava z:
konec¢né mnoziny stavi, zpravidla zna¢ime @
kone¢né mnoziny vstupnich symbolii, znacime X
prechodové funkce, zobrazeni § : @ X ¥ — P(Q) vracejici podmnozinu Q.

mnoziny pocatecnich stavi® S5y C Q,
a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stavi F C Q.

dalternativa: pocdateéniho stavu gqp € Q

Example 3.1
Tabulka pro NFA z predchoziho slajdu A = ({qo0,91,92},{0,1},0,{q0},{q2}) je:

0 0 1

— qo || {90,q1} | {qo} _
01 0 {qo}
*q 0 0

| \

v
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Rozsirena prechodova funkce

Definition 3.2 (Rozsitena prechodova funkce)

Pro prechodovou funkci 0 NFA je rozSirena prechodova funkce 0,
0" 1 @ X ¥ — P(Q) definovana indukei:

start 0*(q,\) = {q}.
ind. Indukcni krok:

o (gwx)= | d(px)

ped*(q,w)

Tj. mnozina stavil, do kterych se mohu dostat posloupnosti 'spravné oznacenych’
hran.

01 0"(qo,\) = ={qo}
Eq )) =( 5()qo, () )Z}qo,qli

0 1 qo, 00 =0(q90,0) Uo(g1,0)=1{q0, g1
_> . 6*(qo,001) =0(q0,1) U d(q1,1)={qo0, 92}
6*(qo,0010) =d(qo,0) U d(g2,0)={qo, g1}
0*(q0,00101)=6(q0, 1) U d(q1,1)={q0, 92}
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Jazyk prijimany NFA

Definition 3.3 (Jazyk pfijimany nedeterministickym kone¢nym automatem)
Méjme NFA A= (Q, X, 0, S, F), pak

L(A) = {w|(3q0 € S0) 67(qo, w) N F # 0}

je jazyk prijimany automatem A.
Tedy L(A) je mnozina slov w € ¥* takovych, Zze §*(qg, w) obsahuje alespon jeden
prijimajici stav.

Example 3.2

| A\

Automat z predchoziho slajdu pfijima jazyk L = {w|w konéi na 01, w € {0,1}*}.
Dikaz indukci konjunkce tvrzeni:

@ 0"(qo, w) obsahuje qo pro kazdé slovo w.
0.1

@ 0*(qo, w) obsahuje g iff w kondi 0.
@ 0*(qo, w) obsahuje g5 iff w konci O1. (g @_]_,@
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Ekvivalence nedeterministickych a deterministickych
kone¢nych automati

Algorithm: Podmnozinova konstrukce

Podmnozinova konstrukce zac¢ind s NFA N = (Qn, X, dn, So, Fn). Cilem
je popis deterministického DFA D = (Qp, X, dp, So, Fp), pro ktery L(N) =
L(D).

e @Qp je mnozina podmnozin Qn, Qp = P(Qn) (potencni mnozina).
Nedosazitelné stavy miizeme vynechat.

@ Pocatecni stav DFA je stav oznaceny Sg, tj. prvek Qp.

o Fp ={S:SeP(Qn) & SN Fy # 0}, tedy S obsahuje alespon jeden
prijimajici stav V.

@ Pro kazdé S C Qu a kazdy vstupni symbol a € ¥,

6p(S,a) = | on(p, a).

peS
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Priklad podmnoZinové konstrukce pro {w.01|w € {0,1}}

01 0 1
010 )

{90} || {90-91} | {90}
e {qo} || 0 0

{q0,q1} || {90,91} | {q0,92}
*190, 92} || 190,91} | {90}

+{q1,q2} || 0 {g2}
-%{q0, 91,92} || 190,91} | {90, 92}

0% é”/ . /;//;'7720// “hv NOE

1
0
0 1
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Theorem 3.1 (Pfevod NFA na DFA)

Pro DFA D = (Qp, X, dp, So, Fp) vytvoreny podmnoZinovou konstrukci z NFA
N = (Qn,X,dn, qo, Fn) plati L(N) = L(D).

Indukci dokazeme: §7,(So, w) = d5(qgo, w).

Example 3.3 ('Tézky' pripad pro podmnoZinovou konstrukci)

Jazyk L(N) slov O’s a 1's takovych, ze n—ty symbol od konce je 1. Intuitivné si
DFA musi pamatovat n poslednich prectenych symboli.

0,1

@ Aplikace hledani v textu
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KonecCné automaty s A prechody

@ Nové dovolime prechody na )\, prazdné slovo, tj. bez precteni vstupniho
symbolu.

Example 3.4 (NFA s X\ prechody)

(1) VoliteIné znaménko + nebo -,

(2) Fetézec Cislic,

(3) desetinna tecka a

(4) dalsi fetézec dislic. Nejméné jeden z fetézci (2) a (4) musi byt neprazdny.
0,1,... 01,...

ﬁﬁgi&.
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Definition 3.4 (A\-NFA)

A-NFA je E =

(Q7 Z? 57 507 F

), kde jsou vsechny komponenty stejné jako pro NFA,

jen § je definovana pro @ x (X U{A}).

Pozadujeme X ¢ ¥ (resp. volime novy znak pro prazdné slovo).

,9},0,{q0}, {g5}) s

Example 3.5
Predesly A-NFA je: E = ({q0, g1, . . -
) A +,- . 0,1,..., 9
qgo || {q1} | {q1} | 0 0
g1 || 0 1] {g2} | {91,094}
q> 0 ] 0 {CI3}
as {CI5} 0 ) {CI3}
qa || 0 0 {q3}
xqs || 0 1] 0

7q5} { +, —
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A—uzaver

Definition 3.5 (A—uzavér)

Pro g € Q definujeme A\—uzavér A\CLOSE(q) rekurzivné:

@ Stav g je v A\CLOSE(q).

@ Je—li p e A\CLOSE(q) ar € d(p,\) pak i r € A\CLOSE(q).
Pro S C Q definujeme A\CLOSE(S) = J,.< ACLOSE(q).

qgeS

y

Example 3.6 (A uzavér)

o )\CLOSE(qO) — {qO7 ql}

o )\CLOSE(ql) = {Ch}

@ A\CLOSE(q3) =1{93,05, 06} 01 ..........
(

@ N\CLOSE {Q3,Q4}) {q37q47q57q6} —( G0 putes & Q—L'
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RozSirena prechodova funkce a jazyk prijimany A-NFA

Necht E = (Q, X, 9, So, F) je A-NFA. Rozsitenou prechodovou funkci §*
definujeme nasledovné:

@ 0*(gq,\) = ACLOSE(q).
@ Indukéni krok: v = wa, kde w € X", 3 € 2.

6*(q,wa) = ACLOSE [ | ] 4(p.a)

pES*(q,w)
0*(qo, A) = ACLOSE (o) = {q0, a1}
0%(qo,5) =ACLOSE(|, ¢ 5+ (g, 9(a,5)) =ACLOSE(d(qo0,5) U d(q1,5))= {q1,qa}
5*(q075 ) — )‘CLOSE((S(ql? ) Ué‘((747)) :{Q27C73>QS}
5*((—707 56): )\CLOSE((S((—D) ) U 5(q37 6) U 5((—757 — {Q37 q5}

oL, UL

oy % ¥0
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Eliminace A—prechodii

Theorem 3.2 (Eliminace A\—prechod()

Jazyk L je rozpoznatelny \-NFA prave kdyz je L regularni.

Algorithm: Eliminace A—prechodi

Pro libovolny A-NFA E = (Qg, X%, dg, So, FE) zkonstruujeme DFA D =
(Qp, X, dp, qgp, Fp) prfijimajici stejny jazyk jako E.

@ Qp CP(Qe), VS C Qe : A\CLOSE(S) € Qp. V Qp mize byt i (.
@ gp = ACLOSE(Sy).

o Fp ={5|S€ Qp & SN Feg # 0}

® Pro S € Qp,a € X definujeme 0p(S, a) = ACLOSE({ <5 d(p, a)).
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Regularni jazyky

e lteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky,
@ Mihyll-Nerodova véta,

e uziti pro diikaz ne-regularnosti jazyka
o priklad ne-regularniho jazyka, ktery lze pumpovat

dosazitelné stavy, algoritmus nalezeni,

ekvivalentni automaty, stavy,

rozlisitelné stavy, algoritmus nalezeni,

redukovany DFA, redukt, algoritmus nalezeni reduktu.

Nedeterministicky FA, podmnozinova konstrukce.

A nedeterministicky FA, \ uzaveér.
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Mnozinové operace nad jazyky

Definition 3.7 (MnoZinové operace nad jazyky)

Méjme dva jazyky L, M. Definujme nésledujici operace:
(1) binarni sjednoceni LUM ={w|w e LV w e M}

e Ptiklad: jazyk obsahuje slova za&inajici a' nebo tvaru b/c’.
(2) pranik LM ={w|w e L & w € M}

@ Priklad: jazyk obsahuje slova sudé délky koncici na 'baa’
(3) rozdil L— M={w|lwelL & wé¢& M}

@ Priklad: jazyk obsahuje slova sudé délky nekoncici na 'baa’.
(4) doplnék (komplement) L = —L = {w|w ¢ L} =X* — L

@ Priklad: jazyk obsahuje slova nekoncici na "a’.

Theorem (de Morganova pravidla)

LAM=LUM A O M

Plati: |uUM=LnM > *
L-M=LnNM.
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazyki

Theorem 3.3 (Uzavfenost na mnoZinové operace)

Meéjme regularni jazyky L, M. Pak jsou nasledujici jazyky také regularni:
(1) sjednoceni L U M

(2) prinik LN M

(3) rozdil L — M

(4) doplnék L = ¥* — L.

Proof: Uzavrenost RJ na doplnék

@ Pokud ¢ neni pro nékteré dvojice g, a definovand, priddme novy
neprijimajici stav ggj a do néj prechod pro vse drive nedefinované plus
Vae L: 5(qfaila 3) — qfail -

@ Pak staci prohodit koncové a nekoncové stavy prijimajiciho
deterministického FA F = Q4 — Fa.

Example 3.8 _)8 0 e (1)

) *
Jazyk {w; w € {0,1}*01}
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Konstrukce soucinu automatu

Proof: Priinik, sjednoceni, rozdil

@ Pro rozdil doplnime funkci ¢ na totalni.

@ Zkonstruujeme soucinovy automat,

Q= (Q1 X @, X, 0((p1, p2), x) = (61(p1, x), 62(p2, X)), (o, Go,), F)
@ prilnik: F=F x F
@ sjednoceni: F = (F; x @)U (Qy x F)
o rozdil: F =F x(Q— F).

Prlklad soucinu automat( (pranik jazyki). Slova obsahujici 0,1, oboje.

Input

w

o gl | g

G CRN
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Priklady na uzavérové vlastnosti

Example 3.9

Konstruujeme konecCny automat prijimajici slova, ktera obsahuji 3k + 2 symboli 1
a neobsahuji posloupnost 11.

@ Prima konstrukce je komplikovana.

o Ly ={w|w e {0,1}*&|w|; =3k + 2}
o L ={wlu,ve{0,1}*&w = ullv}
o L=1L1— L>.

Example 3.10

Jazyk M slov s riiznym poctem 0 a 1 neni regularni.

o Je-li M regularni, M = £* — M je také regularni.

@ O M vime, ze regularni neni (pumping lemma).
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Jesté jeden priklad

Example 3.11

Jazyk Log = {0'Y : i j,i,j € No} neni regularni.

o Jazyk Loy = {0'1;i,j € Ng} je regularni, umime sestrojit kone¢ny automat.
Loy — Lozz = {01 : i € Np}

Z uzavérovych vlastnosti vime, ze rozdil regularnich jazyki je regularni.
Jazyk Loy regularni je.

Pfedpokladejme, Ze Lo je regularni. Pak by i {0'1' : j € No} musel byt
regularni, coz neni - SPOR.
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Retézcové operace nad jazyky

Definition 3.8 (Ret&zcové operace nad jazyky)

Nad jazyky L, M definujeme nasledujici operace:

zretézeni jazyki
mocniny jazyka

pozitivni iterace
obecna iterace

otocCeni jazyka
(=zrcadlovy obraz,reverze)
levy kvocient L podle M
leva derivace L podle w
pravy kvocient L podle M
prava derivace L podle w

LM={u|uel&veM}

L.x=L{x} ax.L={x}.LproxeX

L = {A}

LRl — i

Lt =11uL2.. . =, L

L* =101 UL2.. . = Jyuq L

tedy L* = LT U{\}
LR = {uf|lu e L}
(x1X0 ... X0 = xpx ... x0x1

M\ L=Aviuvel & ue M}

OwL = {w} \ L (pozn. derivace bude i v jiném vyznamu

L/M=A{ujluvel & veM}
ORL = L/{w}.

y
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Theorem 3.4 (Uzavrenost reg. jazyki{ na fetézcové operace)

Jsou—li L, M reguldrni jazyky, je regularni i L.M, L* LT, LR, M\ LaL/M.

Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i L.M.

Vezmeme DFA A; = (Q1,%,61,q1, F1), pak Ay = (@2, X, 62, o, F») tak ze
L=L(A1) a M=L(A,).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {qo}, X, 9, {qo}, F2) kde:
R = QiU predpokladame rliznad jména stavil, jinak prejmenujeme
konéime az po precteni slova z L,

6(q0,A) =1{q1,92} pro g1 € F tj. A€ L(Ar)
0(qo,A) ={aq1} pro g1 ¢ F tj. A ¢ L(Ap)
6(go,x) =1 pro x € ¥
6(q,x) =4{01(q,x)} pro g € @1 & d1(q,x) ¢ F;  poclitdme v A;
= {01(q,x),q2} proge Q1 & d1(q,x) € F; nedet. prechod z A,
= {d2(q,x)} pro g € @ pocitame v As.
Pak L(B) = L(A;).L(Ay). =
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Uzavrenost iterace

Je—li L regularni jazyk, je regularni i L*, L™ .

@ |dea: opakovany vypocet automatu A= (Q, X, 4, qo, F)
@ realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokracovat nebo restart

@ specialni stav pro pfijem X € LY (pro L™ vynechdme & ¢ F).

Proof: Diikaz pro L*

Vezmeme DFA A = (Q, X, 9, qo, F), tak ze L = L(A).

Definujeme NFA automat B=(Q U {qgs},%,05,{qs}, F U{qgs}) kde:
dg(gs, A\) = {qo} novy stav gg pro pfijem A, prejdeme do qq
os(qs,x) =0 pro x € X
dg(q, x) {0(q,x)} pokud g € Q & (g, x) & F uvnitf A

J

qd,
(g,x),q0} pokud g€ Q & d(qg,x) € F mozny restart
_ * . 4+
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Uzavrenost reverze

Je—li L reguldrni jazyk, je reguldrni i LR.

o Zrejmé& (LR)R = L a tedy sta&i ukazat jeden smér.
@ idea: obratime Sipky ve stavovém diagramu; nederministicky FA

Vezmeme DFA A = (Q, %, 9, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {gg},%,d5,{gs},{q0})
kde:

° d5(q,x) = {pld(p,x) =q} prog € Q

o 55(6]3,)\) = F, 5B(q3,x) — @

@ Pro libovolné slovo w = x1x ... x,

® go,q1,q2,...,0dn je prijimajici vypocet pro w v A
=
® g, dn, Gn—1,--.,,q2, q1, o je prijimajici vypolet pro w” v B. ]

Pozn. Nékdy L nebo LR ma vyrazné jednodus$i prijimajici automat.
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Uzavrenost kvocientu

Lemma (M \ L a L/M)

Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i M\ L a L/ M.

@ ldea: A;, budeme startovat ve stavech, do kterych se |ze dostat slovem z M

o ve M\L
< (ueM)uv el
< (Jue M,3q € Q) 4(qo,u) =q & d(q,v) €F
< dg € Sy & 6(q,v) € F
& v e L(B)
Vezmeme DFA A = (Q, X, 9, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky NFA B = (Q, X, 9, So, F) kde:
o definujeme So = {qlg e Q & (Jue M) g = d(qo, u)}

o lze nalézt algoritmicky

({a; L(Aq) N M #£ D kde Ag = (Q, X, 4, q0,{q})})
L/IM = (MR\ LR)R ]
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy (RV) jsou
@ algebraickym popisem jazyki
@ deklarativnim zpilisobem, jak vyjadrit slova, ktera chceme prijimat.
@ Schopné definovat vsechny a pouze regularni jazyky.

@ Mizeme je brat jako programovaci jazyk, uzivatelsky privétivy popis
konecného automatu.

Example 4.1

e Zakladni UNIX grep prikaz.

@ Lexikalni analyzatory jako Lex a Flex (popis pomoci 'token'il je vzasadé
regularni vyraz).

@ Python knihovna re .

@ Syntaktickd analyza potrebuje silnéjSi nastroj, bezkontextové gramatiky,
budou nasledovat.
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Regularni vyrazy (RegE)

Definition 4.1 (Regularni vyrazy (Regular Expression) (RegE), hodnota RegE L(«))

Regularni vyrazy «, 8 € RegE(X) nad konecnou neprazdnou abecedou

Y = {x1,x2,...,X%Xy} a jejich hodnota L(«) jsou definovany induktivné:
vyraz o pro hodnota L(«) = [a]
g A prazdny fetézec L(A) = {\}
o Zeldek 0 prazdny vyraz ~ L(0)={} =0
a aEd L(a) ={a}.

@ Indukce: , o
vjraz  hodnota poznamka Lopbtn' . s o s
a+p Lla+pB)=Lla)UL(B) vgrep,re|
aﬁ L(aB) = L(a)L(PB) m{zeme znacit ., ale plete se s UNIX grep

L(a®) = L(a)”
(az) L((a)) = L() zavorky neméni hodnotu.

Kazdy regularni vyraz dostaneme indukci vyse, tj. tfida RegE(X) je nejmensi
trida uzavrend na uvedené operace.

Jazyk L(\) = {\} = 0%, v definici jen pro vyznam symbo/u L(N).

Automaty a gramatiky
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Priklady regulanich vyrazi, priorita

Example 4.2 (Regularni vyrazy)

Jazyk stridajicich se nul a jednicek Ize zapsat:

e (01)*+(10)* +1(01)* + 0(10)*

o A+ 101V (A+0). — - amn bd (1o pite" o lowie ohmiznt
Jazyk L((0710°1071)*0") = {w|w € {0,1}*, |w|, = 3k, k > 0}.

Definition 4.2 (priorita)

Nejvyssi prioritu ma iterace *, nizSi konkatenace (zfetézeni), nejnizsi sjednoceni +.

Theorem 4.1 ( varianta Kleeneho véty)

Kazdy jazyk reprezentovany konecnym automatem lze zapsat jako regularni
vyraz.

Kazdy jazyk popsany regularnim vyrazem miZeme zapsat jako \-NFA (a tedy
i DFA).

4
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Prevod RegE vyrazu na A-NFA automat

Prevod RegE vyrazu na A-NFA automat.
Dikaz indukci dle struktury R. ZA3klad:
V kazdém kroku zkonstruujeme -
NFA E rozpoznvavaj.lu Vs/teJ.ny jazyk _;: A ©\ Prazdny Yetézec )
L(R) = L(E) se tremi dalsimi vlastnos- \ )
e S 1o O | Prazdna mnozina (
Pravé jeden prijimajici stav. : g
Zadné hrany do pocatecniho stavu. [~ 2~ ], 5. vyraz a
Zadné hrany z koncového stavu. g
Soucet R+ S:— 2 Lo R

@%A—»Q
A @/
INDUKCE: O 5 ]

Lretézeni RS: {»O R O} 4 |L‘O S ©]
lterace R*: —>©\—A%Q‘/ R \Q%A—/@
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Od DFA k regularnim vyrazim

Regularni vyraz z DFA

@ Méjme DFA A, Qa = {1,...,n} o n stavech, stavy ocislujeme od 1.

@ Necht R( )Je regularni vyraz, L(R ) = {wl|dé%, (i, w) = j} mnozina slov
prevadeJ|C|ch stav i do stavu j v A cestou, kterd neobsahuje stav s vy3sim
indexem nez k.

@ Budeme rekruzivné konstruovat R-(-k) pro k=0,...,n

@ k=0, i+#j: R( ) —=a; +ax+...+ ay kde a1, as, ..., a, jsou symboly
oznacujici hrany i do j (nebo R,-(j ) — () nebo R,-(jo) =apro m=0,1).

@ k=20, i =j: smycky, R,.(,.O) =A+a;+axy+...+ay kde a, as, ..., a, jsou
symboly na smyckach v i.

/Q/

R=OR,, 1eF
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Priklad: Od konecného automatu k RegE
1 01 R — 140(0 + 1)*
o/ 42 2
0
. (k+1) _ p(k) o pk)  (pk) « p(k)
@ Rij o Rij + Ri(k+1)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)j
R% A+1 — Ivdidiar ok
R%%) 0 _
Ry | 0 —
RY | (A+0+1) —~
RY T (A+1)+ W+ 1D(A+1)*(A+1) —1
REY | 0+ (A +1)(A+1)*0 ~1*0
RY | 0+ 0 +1)*(A+1) —(
RY | (A+0+1)+0(A+1)*0 =A+0+1
RE | 1% + 170\ + 0 + 1)*0 —1*
RE | 10+ 10N + 0+ 1)* (A + 0+ 1) =1*0(0 + 1)*
R | 0+ (A+0+1)(A+0+1)*) =0
RO T (A+0+1)+(A+0+1)(A+0+1)*(A+0+1)=(0+1)"
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INDUKCE. M&jme Vi,j € @ R{. Konstruujeme RV,

(k)
R(k+1), k+1)

@)

(k
R

Ri5'k+1) _ RiS'k) 4 R(k) (R(k)

+ p(k)
i(k+1) (k+1)(k—|—1)) R

(k+1)j
@ Cesty z i do j neprochéazejici uzlem (k + 1) jsou jiz v R,S.k).
@ Cesty z i do j pres (k 4+ 1) s pripadnymi smyc¢kami mlzeme zapsat
(k) (k) « p(k)
Ri(k—l—l)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)j'
@ regularni vyrazy jsou uzavirené na scitani (sjednocenf), zretézeni i iteraci,
tj. Ri* € RegE(X)

Nakonec, RegE = ®jcF, RL'-’) sjednceni pres prijimajici stavy j.
[]
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Zjednoduseni regularnich vyrazl (netfeba znat)

Lemma (Dalsi vlastnosti bez diikazu)

@ Zjednoduseni navrhu automatii

LO=0.L = 0
NL=L{\} = L
(L) = 1
(LiUlx)” = Li(L.Ly)" = L3(L1.L5)"
(Li.L,)" = LX.LY
Ow(LiULy) = 0,(L1)Ud, (L)
Ow(Z*—L) = ¥*—0,L.
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Shrnuti prevodii mezi reprezentacemi regularnich jazyki

Pfevod NFA na DFA
o )\ uzavérv O(n’) - @
prohledava n stavi

nasobeno n’ hran pro \
prechody.

O(n
") O(n32")

@ Podmnozinova konstrukce,

DFA s az 2" stavy. Pro @
v y 3 v eg <
kazdy stav, O(n®) Casu na O(n%4)

vypocet prechodové funkce.
Prevod DFA na NFA

@ Pridat mnozinové zavorky k prechodové funkci a prechody pro A u A—NFA.

Prevod automatu DFA an RegE regularni vyraz
o O(n34")

RegE vyraz na automat
@ V case O(n) vytvorime A\—NFA.
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Shrnuti

@ Regularni vyrazy
@ Kleeneho véta

e Jazyk je prijimany koneCnym automatem pravé kdyz Ize napsat jako regularni
vyraz,

ot zPDa{a}proaceX

e a kone¢ného poctu aplikaci iterace, zretézeni a sjednoceni.

@ Uzavérové vlastnosti

e dnes jen 'regularni’ sloupec.

jazyk regularni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni NE

prinik NE NE

N's RL

doplnék NE

homomorfizmus NE
inverzni hom.
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Substituce jazyki

Definition 4.3 (Substituce jazyka)

Méjme konecnou abecedu ¥. Pro kazdé x € ¥ budiz o(x) jazyk v néjaké abecedé
Y.. Dale polozme

a(A) =1}
o(u.v) =o(u).o(v)
@ Zobrazeni o : ¥* — P(Y™), kde Y =, .y Y« se nazyva substituce.

@ Pro jazyk L definujeme: o(L) = |, ; o(w), podobné sjednoceni.

@ nevypoustéjici substituce je substituce, kde zaddné o(x) neobstahuje .

y

1) X ={k,p,m,c,t}, L= (kmp)(ckmp)*t,

k slovnik krestnich jmen, p slovnik prijmeni, m mezera, c Carka, t tecka.
2) Pokud o(0) = {a'b/,i,j > 0},0(1) = {cd}

tak ¢(010) = {a'b/cda*b’,i,j, k,1 > 0}.

y

Automaty a gramatiky Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 4

February 8, 2023 81 /71-89



Homomorfizmus a inverzni homomorfizmus jazykil

Definition 4.4 (homomorfizmus (jazyki), inverzni homomorfizmus)

Homomorfizmus h je specialni pripad substituce, kde obraz je vzdy jen
jednoslovny jazyk (vynechavame u néj zavorky), tj. (Vx € ¥) h(x) = w.
Pokud Vx : wy # A, jde o nevypoustéjici homomorfizmus.

Inverzni homomorfizmus h=1(L) = {w|h(w) € L}.

Example 4.4 (homomorfizmus)

@ Znaky nahradime TpXzapisem, h(p) = \mu a podobné.

@ Homomorfizmus h definujeme: h(0) = ab, a h(1) = . Pak h(0011) = abab.
Pro L =10"1 je h(L) = (ab)*.

Theorem 4.2 (uzavfenost na homomorfizmus)

Je—li jazyk L iVx € ¥ jazyk o(x), h(x) regularni, pak je regularni i o(L), h(L).
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Uzavrenost na substituci, homomorfizmus.

Strukturdlni indukci 'probublavanim’ algebraickym popisem jazyka zakladnich,
sjednoceni, zretézeni a iterace. Pro sjednoceni a zretézeni z definice substituce a
uzavrenosti regularnich jazykid na sjednoceni a zretézeni.

p) = S I(#)

ala+p) = o(l{a))Ua(L(F)) () - { o). 5(#)
o(aB) = A{w|due L(a)dv e L(B):o(u)o(v)=w}

Pro iteraci rozlozime na nekonecné sjednoceni, pro kazdy konkrétni pocet iteraci o
aplikované na konecné zretézeni.

o(L(a)) = o(L(a)?)Ua(L(@))U...Us(L(a)")U
= og(a)’Ug(a)lU...Ug(a)"U...

= L{a(a)").
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Inverzni homomorfizmus

Definition ((4.4) Inverzni

homomorfizmus)

Necht h je homomorfizmus abecedy
T do slov nad abecedou 2. Pak
h=Y(L) 'h inverze L’ je mnozina
retézcl

h=1(L) = {w|w € T*;, h(w) € L}.

v

Example 4.5

Necht L = ({00} U {1})*, h(a) =01
a h(b) = 10.
Pak h=1(L) = ({ba})*.

Dikaz: h(({ba})*) € L snadno.

bor pfipadi).

Automaty a gramatiky Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 4
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Homomorfizmus
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Inverzni homomorfizmus DFA

Theorem 4.3

Je—li h homomorfizmus abecedy T do
abecedy 2 a L je regularni jazyk abecedy X,
pak h™1(L) je také regularni jazyk. Start y

Input A(w)[to A

J =t A Accept /reject

—

Proof:
o pro L mame DFA A = (Q, X, 6, qo, F) x /@W (il lwon

o h- T — ¥* 7 s s o ol
o definujeme A-NFA B = (Q', T,d',[qo, Al , F x {\}) kde

Q' ={[q,u]llge QueX* (aec T)I(ve X )h(a) =vu} u je buffer
g’([q Alsa) =14, h@)]  Ldy et dekin? iy pled napliuje buffer

’: ‘q, bv‘ A: = [p, V] ﬂé(q, b)=p Fu s ye. Ete buffer.
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Priklad: Navstiv vSechny stavy

Example 4.6

Necht A= (Q,%,d, qo, F) je DFA. Definujme jazyk L = {w € £*; 6*(qo, w) € F
a pro kazdy stav g € Q existuje prefix x4 slova w tak, ze 6*(qo,x,) = q}-
Tento jazyk L je regulani.

M Oznacme M = L(A).

T Definujeme novou abecedu T trojic {[paq];p,q € Q,a € ¥L,d(p,a) = q}.

h Definujeme homomorfizmus (V p, q, a) h([paq]) = a.

L, Jazyk Ly = h=1(M) je regularni, protoze M je regularni (DFA inverzni
homomorfizmus).

e h™1(101) obsahuje 23 = 8 Fetézcili, napt.
[p1p][q0q][p1p] € {[p1p]; [a1q]}{[pOq], [a0q]}{[p1p], [q1q]}.

e Dale zkonstruujeme L z Ly (dalsi sllde)/

’{/ ¢ IM 7L7 wo Z/WS/Z7 a /& QA/WJ )
< E > 0 . y % /
N . éy e //M”’/M W%W/M Tl mwam Qc/&éy@m}

Automaty a gramatiky
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L> Vynutime zacatek gg. Definujeme

E1 = Ues geqllaoaq]} =

Er = {[q0a190], [q0a2q1], - - - . [G0oaman]}-  PYehled:
Pak L2 = L1 M L(ElT*)

M = L(A)
L3 Vyn_utfme stejné SOUSG/dI/C-I// s/tavy." Inverzni homom.
[E)efEmJeme ne—odpovidajici dVO_jI(lZ)e L, h=Y(M) C {[qap]}*
2 — Uq#r,p,q,r,seQ,a,bez{[P3C7][r s]}. oriinik RJ
Deflnujeme L3 = L2 — L(T*EQT*),
vi vt . . Ly + qo
@ Kondci v prijimajicim stavu, protoze jsme ozdil RJ
zacali z jazyku M prijimaném DFA A. )
L4 VSechny stavy. V g € Q definujeme E, Ly + so/usedm stavy rovny
: (o : hly rozdil RJ
jako regularni vyraz sjednoceni vsech §
symbold T takovych, Ze g neni ani na Ly + vsechny. stavy
prvni, ani na posledni pozici. Odecteme homomorfismus
L(E;) od L3. Ly = L3 — UqEQ{Ec’;}. L h([gap]) = a

L Odstranime stavy, nechadme symboly.
L = h(Ly). Tedy L je regularni.
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Rozhodovaci problémy pro regularni jazyky

Lemma (Test ne—prazdnosti regularniho jazyka)

Lze algoritmicky rozhodnout, zda jazyk prijimany DFA, NFA, \-NFA je prazdny.

Jazyk je prazdny pravé kdyz zadny z koncovych stavil neni dosazitelny.
Dosazitelnost Ize testovat O(n?).

Lemma (Test naleZeni do regularniho jazyka)

Pro dany retézec w; |w| = n a regularni jazyk L. Lze algoritmicky rozhodnout,

zda jew € L.

@ DFA: Spust automat; pokud |w| = n, pfi dobré reprezentaci a konstatnim
Case prechodu O(n).

e NFA o s stavech: ¢as O(ns?). KaZzdy vstupni symbol aplikujeme na viechny
stavy predchoziho kroku, kterych je nejvys s.

@ A—NFA - nejdrive urcime A—uzavér. Pak aplikujeme prechodovou funkci a
A—uzavér na vysledek.

Automaty a gramatiky Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 4 February 8, 2023 88 /71-89



Shrnuti 4

Definition (4.1 RJ — algebraicky popis jazyki)

Pro konecnou neprazdnou abecedu ¥ oznacme RJ(X) nejmensi tfidu jazykd,
ktera:

@ obsahuje prazdny jazyk ()

@ pro kazdé pismeno x € ¥ obsahuje jazyk {x}

@ je uzaviena na sjednoceni A, B € RJ(X) = AUB € RJ(Y)
@ je uzavrena na zretézeni A,B € RJ(X) = A.B € RJ(Y)

@ je uzavrena na iteraci A € RJ(X) = A* € RJ(Y).

Theorem (4.1 Kleene)

Libovolny jazyk je rozpoznatelny koneCnym automatem prave kdyz je ve tridé RJ.

Trida regularnich jazykl je uzavrena na
@ sjednoceni, prinik, doplnék
@ zretézeni, iteraci, substituci, homomorfizmus, inverzni homomorfizmus
@ reverzi, levy i pravy kvocient.
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Dvousmérné (dvoucestné) konecné automaty

@ Konecny automat provadi nasledujici

cinnosti:

w

e precCte pismeno
@ zméni stav vnitrni jednotky
@ posune Cteci hlavu doprava

@ Cteci hlava se nesmi vracet.

% l
Reject | .
| . Accept/Reject

Definition 5.1 (Dvousmérné (dvoucestné) konecné automaty)

Dvousmérnym (dvoucestnym) konec¢nym automatem nazyvame pétici

A=(Q,%,d,qo, F), kde
@ je konecnd mnozina stavi,
2 je konecna mnozina vstupnich symboli

prechodové funkce § je zobrazeni @ x ¥ — @ x {—1,1} rozsitené o pohyb

hlavy
go € @ pocatecni stav
mnozina prijimajicich stavii F C Q.

Pozn.: Je deterministicky, nedeterministicky zavadét nebudeme.

Pozn.2: Nulovy pohyb hlavy lze, jen trochu zkomplikuje dikaz dale.

@ Reprezentujeme opét stavovym diagramem, tabulkou.

Automaty a gramatiky Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje 5

February 8, 2023

90 / 90 - 106



Vypocet dvousmérného automatu

Definition 5.2 (Vypocet dvousmérného automatu)

Slovo w je prijato dvousmérnym konecnym automatem, pokud:
@ vypocet zacal na prvnim pismenu slova w vlevo v pocatecnim stavu
@ cCteci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém prijimajicim stavu

@ mimo ctené slovo neni vypocet definovan (vypocet zde konci a slovo nenf
prijato).

@ Ke slovim si mizeme
pridat specialni

q | koncové znaky # ¢ ¥
Rej ;
eJectI ' Accept/Reject o funkce Oy odstrani #

zleva, Gg zprava.

w

Je—li L(A) = {#w#|w € L C X*} regularni,
potom je regularni’ i L = 0y 0% (L(A) N #X*#).
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Priklad dvousmeérného automatu

Example 5.1 (P¥iklad dvousmérného automatu)

Necht A= (Q,%,d, g1, F). Dvousmérny konecny automat
B=(QUQUQ"U{qo,gn,aqv}, T U {#},0, 90, {qv}) pFijimajici jazyk
L(B) = {#u#|uu € L(A)} (toto NENI levy ani pravy kvocient!) definujeme
nasledovné:

5 xXEeEY | # poznamka

g | gn,—1 | g1,+1 | g1 je pocCatek A
q p7+1 q|7_1 p:(S(q,X)

gl | pll+1 | gy, +1 | g€ F,p=4(q,x) # ! i

gl | pl+1 | gn,+1 | g ¢ F,p=d(q,x) gt L |

an | gn,+1 | gn, +1 (0 T

gy | qn,+1 | gn, +1 ) Ty
3,4
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Dvousmérné a jednosmérné koneCné automaty

Jazyky prijimané dvousmérnymi konecnymi automaty jsou pravé regularni jazyky.

Proof: konecny automat — dvousmérny automat

@ Konecny automat predeveme na dvousmérny pridanim posunu hlavy

Vpravo
o A=(Q,X,0,q0,F) = 2A=(Q,X%,d!, qo, F), kde
§1(q,x) = (6(q,x),+1). -

@ Moznost pohybovat Cteci hlavou po pasce nezvétsila silu kone¢ného
automatu (dokud na pasku nic nepiSeme!).

@ Pro diikaz potrebujeme pripravu.
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Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Algorithm: Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Definujeme funkci f, : QU {q(|)} — QU {0} ! i
I
o fu(qé) popisuje v jakém stavu poprve qo | : |
odejdeme vpravo, pokud zacneme vypocet | ' q :
vlevo v pocatecnim stavu qo, - . |

u "4

@ symbol 0 znadi, ze dana situace nenastane

(odejdeme vlevo nebo cyklus), | P
I I

o fu(p);p € Q v jakém stavu opét odejdeme | g
I l

vpravo, pokud zacneme vypocet vpravo v p
@ Definujeme ekvivalenci slov nasledovné: u ~ w Sger f, = £,

e tj. slova jsou ekvivalentni pokud maji stejné 'vypoctové’ funkce.

Regularnost 2DFA

Ekvivalence ~ je ekvivalence, ma konecny index, je to prava kongruence, jazyk
2DFA odpovida sjednocent tfd £, (g)) € F.
Podle Myhill-Nerodovy véty je L(A) regularni jazyk.
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Konstruktivni dikaz véty o 2DFA

@ Potrebujeme prevést navraty na linearni
vypocet.

@ Zajimaji nas jen prijimajici vypocty T
@ Divame se na fezy mezi symboly (v jakém

stavu prechazi na dalsi policko)

, Algorithm: 2DFA — NFA
Pozorovani:

@ stavy se v prechodu fezu st¥idaji e Najdeme vSechny mozné

(doprava, doleva) rezy — posloupnosti stavil (je
jich konecné mnoho).

54456
I
I
I

Lo

I

I
66—

@ prvni stav jde doprava, posledni
také doprava @ Mezi rezy definujeme

nedeterministické prechody

@ v deterministickych prijimajicich o
podle Cteného symbolu.

vypoctech nejsou cykly
@ Rekonstruujeme vypocet

@ prvni a posledni rez obsahuji jediny SRR IR
skladanim rezi jako puzzle.

stav.
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Algorithm: Formalni prevod 2DFA na NFA

Necht A = (Q,%,0,q0,F) je dvousmérny (deterministicky) konecny
automat. Definujeme ekvivalentni nedeterministicky automat B =
(Q,%,6!,(qo), F) kde:

o Q! jsou viechny korektni prechodové posloupnosti d
o posloupnosti stavti (¢*,...,q9%);q' € Q o

o délka posloupnosti je lichd (k =2m+ 1) T

e zadny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici :

(Vi #j) (¢ # q¥) & (Vi # )¢ # q7) |

o Fl ={(q)|q € F} posloupnosti délky 1

[ [
I
= 5|(C7 a) ={d|d € Q'&c 3 d je lokalné konzistentni prechod pro at' EI{
C
existuje bijekce: h: Cogd U deven — Ceven U dodd, tak, ze:

o

e zachovava usporadani

o pro h(q) € Ceven je (h(q), —1) = 0(q, a)
o pro h(q) € doad je (h(q),+1) = d(q, a).

Trajektorie 2DFA A odpovida feziim v FA B, odtud L(A) = L(B).
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Priklad prevodu 2DFA na NKA

@ Méjme nasledujici
dvousmérny
koneCny automat:

Mozné rezy a jejich prechody

@ Doleva jediné r — vSechny sudé pozice r, tj. jedina
suda

o mozné fezy: (p),(q),(p,r,q),(q,r,p).

a b 3 b
—p|ptl oatl | - (p) (p) ()
*q | a1 r-l «(q) | (a).(a.r.p)
r p,+1 r-1 (p,r,q)
(q.r.p) (q)
Ukazka (zacykleného, neprijimajiciho)
vypoctu:
a a b a a b a b

P P P 9 9q ¢

r

P 9 9 ¢
r
P q
ror
P 9
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Automaty s vystupem (motivace)

@ Dosud jedina zprava z automatu: 'Jsme v prijimajicim stavu.

@ Mizeme z FA ziskat vice informaci? Mizeme zaznamenat trasu vypoctu?

Moore: indikace stavi (vSech, nejen koncovych)
@ v kazdé chvili vime, kde se automat nachazi
o Priklad: rlizné (regularni) Citace

Mealy: indikace prechodi

@ po precCteni kazdého symbolu vime, co automat délal
@ Priklad: regularni preklad slov

Automat uz neni tak docela ¢erna skrinka.
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Moorellv stroj

Definition 5.3 (Mooreiiv stroj)

Mooreovym (sekvencnim) strojem nazyvame Sestici A= (Q, %, Y, d, i, qo)
resp. pétici A= (Q,%,Y,0d,u), kde

R je konec¢nda neprazdnid mnozina stavii

Y je konecna neprazdnd mnozina symboll (vstupni abeceda)

Y je konecna neprazdna mnozina symboll (vystupni abeceda)
d je zobrazeni Q x ¥ — Q (prechodova funkce)

(. je zobrazeni @ — Y (znackovaci funkce)

go € Q (pocatecni stav)

@ Nékdy nas nezajima pocatecni stav, ale jen prace automatu
@ znackovaci funkce umoznuje suplovat roli koncovych stavii

o F C @ nahradime znackovaci funkci 1 : @ — {0, 1} takto:

11(q) = 0 pokud q ¢ F,
1(q) =1 pokud g € F.
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Priklad Mooreova stroje

Example 5.2 (Mooreliv stroj pro tenis)

Moorellv stroj pro pocitani tenisového
skére.

@ Vstupni abeceda: ID hrace, ktery
uhral bod

@ \Vystupni abeceda & stavy: skoére
(. Q=Y au(q)=q)

Stav/vystup A B

00:00 15:00 00:15
15:00 30:00 15:15
15:15 30:15 15:30
00:15 15:15 00:30
30:00 40:00 30:15
30:15 40:15 30:30
30:30 40:30 30:40
15:30 30:30 15:40
00:30 15:30 00:40
40:00 A 40:15
40:15 A 40:30
40:30 A shoda
30:40 shoda B

15:40 30:40 B

00:40 15:00 B

shoda A:40 40:B
A:40 A shoda
40:B shoda B

A 15:00 00:15
B 15:00 00:15
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Mealyho stroj

Definition 5.4 (Mealyho stroj)

Mealyho (sekvencnim) strojem nazyvame Sestici A = (Q, X, Y, d, Ay, go) resp.
pétici A= (Q,X,Y,d, A\y), kde

R je konecnda neprazdnid mnozina stavii

2 je konecna neprazdnd mnozina symbolli (vstupni abeceda)
Y je konecna neprazdna mnozina symboll (vystupni abeceda)
 je zobrazeni Q x ¥ — Q (pfrechodova funkce)

Ay je zobrazeni Q x ¥ — Y (vystupni funkce)

go € Q (pocatecni stav)

@ \Vystup je urCen stavem a vstupnim symbolem

e Mealyho stroj je obecnéjSim prostredkem nez stroj Mooreliv
e Znackovaci funkci i : Q@ — Y lze nahradit vystupni funkci Ay : @ X 2 — Y
napriklad takto:

Vx € X Am(q,x) = p(q)
nebo Vx € ¥ Ap(q,x) = u(d(q, x))
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Priklad Mealyho stroje

Example 5.3 (Mealyho stroj)

Automat, ktery déli vstupni slovo v binanim tvaru cislem 8 (celociselné).

@ Posun o tri bity doprava

@ potrebujeme si pamatovat posledni trojici bitl

@ vlastné tribitova dynamickd pamét

Stav\symbol 0 1

000 000/0 001/0
001 010/0 011/0
010 100/0 101/0
011 110/0  111/0
100 000/1 001/1
101 010/1 011/1
110 100/1 101/1
111 110/1  111/1

0/0 1/1

@ | kdyz nevime, kde automat startuje, po trech symbolech za¢ne pocitat

Spravné.
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Vystup sekvencnich stroji

slovo ve vstupni abecedé — slovo ve vystupnl' abecedé

Moorellv stroj
znackovaci funkce p: Q@ — Y \
QXX = Y”®

T (q, A) = A (nékdy p*(q, A

p(q, wx) = p”(q,w). u(5*(q, WX))
P¥iklad: 1*(00:00,AABA)=(00:00 .) 15:00 . 30:00 . 30:15 . 40:15

Mealyho stroj

vystupnl funkce \yy : Q X X — Y ;

QXX —=Y"
N (g, wx) — Ain(q ) Aua(6 (4, w), x

P¥iklad: A%,(000,1101010)=0001101
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Lemma (Pfevod Mooreova stroje na Mealyho)

Pro kazdy Mooriiv stroj existuje Mealyho stroj prevadéjici kazdé vstupni slovo na

stejné vystupni slovo.

Moorev stroj

@ Necht
A= (Qa Zv Ya 57 K qO) je
Moorellv stroj.

@ Definujeme Mealyho stroj
B = (Qa Zv Y7 57 )‘Mv qO)v

kde Am(g, x) = u(d(q,x)) (O

tj. Anm vraci znacku
stavu, do kterého
prejdeme.

Mealyho stroj

e stejnym vystupem

Example 5.4

O

stav | O tl) vys(’)cup <tav | 0 1
E E c . a a/0 b/l
c . 4 5 b b/1 «¢/2
C c/2 a/0
b

a/x

Y
A

Y
A
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Prevod Mealyho stroje na Mooreliv

Lemma (Ptrevod Mealyho stroje na Mooreiiv)

Pro kazdy Mealyho stroj existuje Mooreliv stroj prevadéjici kazdé vstupni slovo na
stejné vystupni slovo.

Necht A= (Q,%,Y,d, A\m, qo) je Mealyho stroj.
Sestrojme Mooreliv stroj B tak, aby Vq,w A}, (q, w) = u*(q, w).
| Rozdélime stav na vice stavil, podle poctu vystupnich symboli.

B=(Qx(YU{_}),%,Y,d\, 1 (qo,_)). kde
5'((q,¥), x) = (8(q, x), Am(q, x)) a

p((g,y)) =y
stav 0 1
Priklad: | a a/0 b/0

b a/l b/l
stav 0 1 vystup
(a,0) | (a,0) (b,0) 0
(a,1) | (a,0) (b,0) 1
(b,0) | (a,1) (b,1) 0
(b1) [ (@l) (b1)]| 1

a b

'~.AV
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Konecné automaty — shrnuti

Kone¢ny automat

o redukovany deterministicky automat (lze definovat i jednoznacny)
o nedeterminismus A-NFA, 2", (dvousmérny FA n")

Regularni vyrazy

Automaty a jazyky

regularni jazyky

uzavrenost na mnozinové operace
uzavrenost na retézcové operace

uzavrenost na substituci, homomorfizmus a inverzni homomorfizmus,
automaty vyse i regularni vyrazy popisuji stejnou tridu jazyki.

Charakteristika regularnich jazyki

o Mihyll-Nerodova véta (kongruence)

o Kleeneova véta (elementarni jazyky a operace)

o Iteracni (pumping) lemma (iterace podslov, jen nutnd podminka).
(Automaty s vystupem)

o (Mooreilv stroj)
o (Mealyho stroj)
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Palindromy

Definition (palindrom)
Example 6.1 (Bezkontextova

Palindrom je retézec w stejny pri Cteni zepredu i

gramatika pro palindromy)

zedadu, tj. w = wf.
G = ({5}7{071}7P75)' P =
e Priklady: ’otto’; ’Madam, I’m Adam’. L.5S—=A
2.5—=0
3. S—=1
4. S — 050
Jazyk Lpa = {w|w = w, w € X*} neni 5. § =+ 151

regularni.

@ Dikaz sporem. Predpokladejme L, je regularni, necht n je konstanta
z pumping lemma, uvazujme slovo: w = 0710".

@ z pumping lemmatu lze rozlozit na w = xyz, y obsahuje jednu nebo
vice z prvnich n nul. Tedy xz ma byt v L, ale neni, tj. L,z neni
regularni. ]
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Formalni (generativni) gramatiky, Bezkontextové gramatiky

Definition 6.1 (Formalni (generativni) gramatika)

Formalni (generativni) gramatika je G = (V, T, P, S) slozena z

@ konecné mnoziny neterminali (variables) V

@ neprazdné konec¢né mnoziny terminalnich symbola (terminali) T
@ pocatecni symbol S € V.
o

kone¢né mnoziny pravidel (produkci) P reprezentujici rekurzivni definici
jazyka. Kazdé pravidlo mé tvar:
o Ay - w, Ae V. B, v,we (VUT)"

tj. leva strana obsahuje aspon jeden netermindlni symbol.

Definition (Bezkontextova gramatika CFG)

Bezkontextova gramatika (CFG) je G = (V, T, P, S) gramatika, obsahujici
pouze pravidla tvaru

A—=w AeV,we(VUT)*
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Chomského hierarchie

Definition 6.2 (Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel)

o gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky L)
pravidla v obecné formé a — w, a,w € (V U T)*, a obsahuje neterminal
e gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky £;)
@ pouze pravidla ve tvaru YAB — ywpf
AeV,v,e(VUT) we (VUT)T!
e jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S nevyskytuje na pravé
strané zadného pravidla
e gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky £5)
pouze pravidla ve tvaru A - w,Ae V,w e (VUT)"
e gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni gramatiky, regularni jazyky L3)

pouze pravidla ve tvaru A > wB,A > w,A,Be V,w e T".
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Usporadanost Chomského hierarchie

@ Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyki
LoD L1 2L D L3

@ dokonce vlastni podmnoziny (pozdéji)
Lo O L1 rekurzivné spoletné jazyky zahrnuji kontextové jazyky
pravidla YAB — ~ywfS obsahuji vlevo neterminal A
Lo O L3 bezkontextové jazyky zahrnuji reguldrni jazyky
pravidla A — wB, A — w obsahuji vpravo fetézec (VU T)*
L1 DO L5 kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky
problém je s pravidly typu A — X, ale ta umime eliminovat.

Example 6.2 (Notace)

a,b,c,1,%,( terminaly

A B, C neterminaly, proménné

w, z retézec terminali

X, Y bud terminal nebo neterminal

a, 8,7y retézec (T U V)*

A — alf {A — a,A— B}, OR, kompaktni zapis vice pravidel.

y
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Definition 6.3 (Derivace =*)

Méjme gramatiku G = (V, T, P,S).
o Rikdme, Ze o se pfimo prepiSe na w (piSeme a =¢ w nebo a = w) jestlize
368,v,n,v e (VUT) :a=nlr, w=nyva (8 — )€ P.

@ Rikame, Ze «a se prepiSe na w (piSeme o =* w) jestlize

351,...,5nE(VU T)*:a:51:>52:>...:>6n:w,
tj. také a =" a.

@ Posloupnost (1, ..., 3, nazyvdme derivaci (odvozenim).
@ Pokud Vi # j : 5; # [;, hovofime o minimalnim odvozeni.

@ Libovolny fetézec w € (T U V)* odvoditelny z po¢ate¢niho symbolu
nazyvame sentencialni forma.

Definition 6.4 (Jazyk generovany gramatikou G)

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (V, T, P,S) je mnoZina terminalnich
retézcl, pro které existuje derivace ze startovniho symbolu

L(G) = {w € T*|S =% w).

Jazyk neterminalu A € V definujeme L(A) = {w € T*|A =% w}.
4
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Gramatiky typu 3 a regularni jazyky

Definition (Gramatika typu 3, prava linearni)

Gramatika G je prava linearni, tj. regularni, Typu 3, pokud obsahuje pouze
pravidla tvaru A - wB,A—- w, A, Be V,w e T*.

Example 6.3 (P¥iklad derivace gramatiky typu 3)

P ={S — 0S|1A|\, A — 0A|1B, B — 0B|1S}
S = 0S = 01A = 011B = 0110B = 011015 = 01101

@ Pozorovani:

kazda sentencialni forma derivace obsahuje pravé jeden neterminal
tento netermindl je vzdy umistén zcela vpravo
aplikaci pravidla A — w se derivace uzavira

]
Q
o
e krok derivace generuje symboly a zméni neterminal

@ ldea vztahu gramatiky a konecného automatu
@ neterminal = stav kone¢ného automatu

@ pravidla = prechodova funkce.
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Priklad prevodu FA na gramatiku

Example 6.4 (G, FA binarni zapis Cisla délitelného 5)

L ={w|w € {0,1}*&w je binarni zapis Cisla délitelného 5}

1B
0C
OE
0B

m o 0O W >
e

0A|A
1D
1A
1C

0D|1E

Priklady derivaci

A= 0A=0 (0)
A= 1B=10C = 101A = 101 (5)
A= 1B = 10C = 101A = 1010A = 1010 (10)
A= 1B= 11D = 111C = 1111A = 1111 (15)
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Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

Theorem 6.1 (L € RE = L € L3)

Pro kazdy jazyk rozpoznavany konecnym automatem existuje gramatika typu 3,
ktera ho generuje.

Proof: Prevod konec¢ného automatu na gramatiku typu 3

@ L= L(A) pro deterministicky konecny automat A = (Q,X,J, qo, F).

o definujme gramatiku G = (Q, X, P, qp), kde pravidla P maji tvar
p—aq, kdyzdé(p,a)=gq
p— A, kdyz p € F
o je L(A) = L(G)?
e NclL(A)eqgpeF<&(g—ANeP&Ael(G)
@ ai...an € L(A) & 3qo,.-.,qn € Q tz. 4(qi,ai+1) = qQit1,qn € F

< (qo = a1g1 = ...a1...anQn = a1...an) je derivace pro aj ... an

& a...an € L(G) ]
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Priprava prevodu gramatiky typu 3 na FA

@ Opacny smér

e pravidla A — aB kédujeme do prechodové funkce
e pravidla A — A\ urcuji koncové stavy
e pravidla A — a;...a,B,A— a;1...a, s vice netermindly rozepiseme

@ zavedeme nové netermindly Y>,..., Yy, Z1,...,2Z;
@ vytvorime pravidla A — a1Y2, Yo — a2 Y3,..., Y, — anB
@ resp.  — a121,21 — 3222, .. -,Zn—l — anZn,Zn — A

e pravidla A — B odpovidaji A prechodiim

@ zbavime se jich tranzitivnim uzavérem
@ nebo musime tranzitivné uzavrit S — B pro hledani S — .

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A— A\, AABe V,ac T.
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Standardizace gramatiky typu 3

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A— A\, ABe V,ac T.

Pro gramatiku G = (V, T, S, P) definujeme G! = (VI, T, S, P!), kde pro kazdé
pravidlo zavedeme dostatecny pocet novych neterminalt Y5,...,Y,, £1,..., 24, a
definujeme

P P!

A — aB A — aB

A— A\ A— A\

A—>31...anB A—>31Y2,Y2—>32Y3,...Yn—>an8 =

Z%al...an Z%alZl,Zl—>agZz,...,Zn_1—>anZ,,,Z,,—>)\

odstranime i pravidla:

A— B tranzitivni uzavér U(A) = {B|B € V&A =* B}

A — ~ pro véechna Z € U(A) a (Z — v) € P!

4
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Pouze pravidla A — aB, A — A

Example 6.5

P P!

B — a; B—>alH1,H1%)\
U(A) = {A, B}, proto
A— B A—>81H2,H2—>)\
A — ar A%32H3,H3—>)\
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Prevod gramatiky typu 3 na konecCny automat

Theorem 6.2 (A-NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznavajici stejny jazyk)
Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou typu 3 existuje A—NFA rozpoznavajici L.

Proof: Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

@ Vezmeme G = (V, T, P,S) obsahujici jen pravidla tvaru A — aB, A — ),
A, B €V, ac T generujici L (predchozi lemma)
@ definujeme nedeterministicky A-NFA A= (V, T,4,5, F), kde:
F={A|[(A— ) € P}
0(A,a) ={B|(A— aB) € P}
@ L(G)=L(A)
e NeL(G) (S NePesScFae Xel(A)
@ ai...an € L(G) < existuje derivace
(5=>31H1 :>...:>al...a,,H,,:>al...a,,)
< dHy,...,H, € V takze Hy = S,H, € F

H,'+1 c 5(H,', ak) pro krok a1...ak—1H; = a1... ak_lakH,-+1

& ar...an € L(A) =
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Levé (a pravé) lineani gramatiky

Definition 6.5 (Levé (a pravé) linedni gramatiky)

Gramatiky typu 3 nazyvame také pravé linearni (neterminal je vzdy vpravo).
Gramatika G je leva lineani, jestlize ma pouze pravidla tvaru
A—Bw,A—-w ABeV weT".

Jazyky generované levou lineani gramatikou jsou pravé regularni jazyky.

= 'otoCenim’ pravidel levé linearni gramatiky dostaneme pravou linearni

A — Bw,A — w prevedeme na A — wiB, A — wF-
@ ziskana gramatika generuje jazyk LT, najdeme automat
@ vime, ze regularni jazyky jsou uzavrené na reverzi,
LR je regularni, tudiz i L = (LF)R je regularni
< takto lze ziskat vsechny regularni jazyky
o (FA=reverze=- prava linearni gramatika=- leva linedrni gramatika) =
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Linearni gramatiky (a jazyky)

@ Leva a prava linearni pravidla dohromady jsou uz silnéjsi.

Definition 6.6 (linedrni gramatika, jazyk)

Gramatika je linearni, jestlize ma pouze pravidla tvaru

A— uBw,A— w,A,Bec V,u,wé& T* (na pravé strané vzdy maximalné jeden
neterminal).

Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované lineanimi gramatikami.

@ Zrejmé plati: regularni jazyky C linearni jazyky.

@ Jde o vlastni podmnozinu C.

Example 6.6 (linearni, neregularni jazyk)

Jazyk L ={0"1"|n > 1} nenfi regularni jazyk, ale je linearni, generovany
gramatikou s pravidly S — 051|01.

Pozorovani:

@ linedrni pravidla lze rozlozit na levé a pravé lineani pravidla: S — 0A, A — S1.
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Bezkontextova gramatika pro jednoduché vyrazy

Definition (Bezkontextova gramatika)

Bezkontextova gramatika je gramatika, kde

vsechna pravidla jsou tvaru
A—wwe(VUT)"

Example 6.7 (CFG pro jednoduché vyrazy)

Gramatika pro jednoduché vyrazy
G — ({E7 I}? {—|_7 *7 (7 )7 a? b? 07 1}7 P? E)’ P
jsou pravidla vypsana vpravo.

@ Pravidla 1-4 definuji vyraz.

@ Pravidla 5-10 definuji identifikator /,
odpovidajici regularnimu vyrazu
(a+b)la+b+0+1)".

Automaty a gramatiky Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznacnost 6

CFG pro jednoduché vyrazy

1.

= W N

H oo NOo O

E— 1

E—E+E
E— ExE
E — (E)

| — a
| — b
| — la
| — Ib
.1 —= 10
0. I — 11
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Derivacni strom

Definition 6.7 (Derivacni strom)

Méjme gramatiku G = (V, T, P,S). Derivacni strom pro G je strom, kde:
@ Koren (kreslime nahore) je oznacen startovnim symbolem S,
@ kazdy vnitrni uzel je ohodnocen neterminalem V.
e Kazdy uzel je ohodnocen prvkem € VU T U {\}.
@ Je—li uzel ohodnocen A, je jedinym ditétem svého rodice.
)

Je—li A ohodnoceni vrcholu a jeho déti zleva poradé jsou ohodnoceny
X1,y Xk, pak (A — Xi...Xk) € P je pravidlo gramatiky.

Notation 1 (Terminologie stromi)

Uzly, rodice, déti, koren, vnitrni uzly, listy, naslednici, predci.

@ Stromova struktura reprezentuje zdrojovy program v prekladaci. Struktura
usnadnuje preklad do strojového koédu.
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Priklady strom(, Strom dava slovo (yield)

Derivacni strom E =* | + E. Derivac¢ni strom P =* 0110.

E p
I I
E + E 0 P 0
| I
| 1 P 1
|
A

Definition 6.8 (Strom dava slovo (yield))

Rikdme, Ze derivanéni strom dava slovo w (yield), jestlize w je slovo sloZené
z ohodnoceni listtl brano zleva doprava.
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Leva a prava derivace

Definition 6.9 (Leva a prava derivace)

Leva derivace (leftmost) =, = v kazdém kroku prepisuje nejlevnéjsi
neterminal.

Prava derivace (rightmost) =,,,, =7 v kazdém kroku prepisuje nejpravéjsi
neterminal.

Example 6.8 (leva derivace)

E = E*E:>/mI>|<E:>/ma*E:>/ma*(E):>/ma>1<(E—|—E):>/ma>k(I—|—E):>/m
=>max*x(a+ E)=max(a+1l)=max(a+I0)=m,ax*x(a+100) =, ax(a+ b00)

Prava derivace pouziva stejné prepisy, jen je provadi v jiném poradi.

Example 6.9 (rightmost derivation)

E=mnExE=,Ex(E)=mE*x(E+E)=m Ex(E+1) =,
=m E x (E + 10) =, E x (E + 100) =, E x (E + b00) =,
=m E % (I + b00) =,,, E x (a 4+ b00) =, | x (a + b00) =,,, a * (a + b0O)
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Derivace a derivacni stromy

Theorem 6.3

Pro danou gramatiku G = (V,T,P,S) aw € T* jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

o A="w.
() A:>7‘m w.
o A=7 w.

@ Existuje derivacni strom s korenem A davajici slovo w.
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Od stromu k derivaci

Lemma

Méjme CFG G = (V, T, P,S) a derivacni strom s kofenem A davajici slovo
we T
Pak existuje leva derivace A= w v G.

Priprava diikazu: 'obaleni derivace’

Méjme nasledujici derivaci:
E=I|=Ib— ab.

Pro libovolna slova a, 8 € (V U T)* je také derivace:

aEp = alf = albB = aabg.
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Proof: d derivacni strom pak existuje leva derivace =,

Indukci podle vysky stomu.

e Zaklad: vyska 1. Koren A s détmi davajicimi w. Je to derivacni strom,
proto, A — w je pravidlo € P, tedy A =, w v jednom kroku.

@ Indukce: vyska n > 1. Koren A s détmi Xy, X5, ..., Xk.
e Je—li Xi € T, definujeme w; = X;.
o Je-li X;j € V, z indukéniho predpokladu X; =, w;.
Levou derivaci konstruujeme induktivné pro i =1,..., k slozime
A :>7<m wiws . .. W,'X,'_|_1X,'_|_2 oo Xk
e Pro X; € T jen zvedneme citaC i + +.
e Pro X; € V prepiseme derivaci: X; =m a1 =m a2 ... =m W; na

wiwos ... W,'_1X,'X,'_|_1X,'_|_2 o Xk =m

wWiws ... W;_lalX;+1X;+2 .. Xk —Im

= Im WiWs ... W_1 W,'X,'_|_1X,'+2 oo Xk

Pro i = k dostaneme levou derivaci w z A. [

U
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Priklad levé derivace z derivacniho stromu

E
E * E Je prijemnéjsi zachytit derivaci stromem.
| PN @ Koren: E =, ExE
| ( E ) @ Levé dité korene: E =, [ =, a
| T @ Koren alevé dité: E =, ExE =, I xE =, ax E
a E 4+ E @ Pravé diteé korene:
‘ ‘ E =, (E) = Im (E—I—E) = Im (/—I—E) = Im (a+E)
| | = Im (a—H) = Im (a—HO) = Im (a—I—IOO) = Im (a+b00)
| N\ @ PIna derivace:
, |0 E=m ExE=,|xE=,axE =,
A =ma*x(E)=ma*x(E+E)=max(l+E)=nm
=m ax(a+E)=max(a+1)=max(a+10) =,
; 0 =m a* (a+ 100) =, ax (a+ b00).
b
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Ekvivalence gramatik

Definition 6.10 (ekvivalence gramatik)

Gramatiky Gy, Gy jsou ekvivalentni, jestlize L(Gy) = L(Gy), tj. generuji stejny
jazyk.
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ViceznacCnost gramatik

Dvé derivace téhoz vyrazu:
E=E+E=E+ExE E=ExE=E+ExE

E E

/’\ ﬂ\

E + E E * E
N I
E * E E + E

@ Rozdil je dilezity, vlevo 1 + (2% 3) =7, vpravo (1 +2) %3 =09.

@ Tato gramatika miize byt modifikovana na jednoznacnou.

Example 6.10

Rizné derivace mohou reprezentovat stejny derivacni strom, pak neni problém.
l. E=E+E=I+E=a+E=a+1=a+b
2. E=E+E=E+I=I1+I1=14+b= a+b.
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Example 6.11

Definition 6.11 (Jednoznacnost a viceznacnost CFG)

(nejednoznacnost CFG)

@ Bezkontextova gramatika G = (V, T,P,S) je

viceznaéna pokud existuje aspofi jeden Yetézec Dva derivacni stromy
w € T* pro ktery miZeme najit dva rizné davajici a+ a* a
derivaéni stromy, oba s korenem S davajici slovo | ukazujici viceznacnost
w. gramatiky.
Y
@ V opacném pripadé nazyvame gramatiku - -
jednoznacnou. P P
@ Bezkontextovy jazyk L je jednoznacny, jestlize E + E E * E
existuje jednoznacna CFG G tak, ze L = L(G). N
.. : y | E * E E E |
o Bezkontextovy jazyk L je (podstatné) o o " o
nejednoznacny, jestlize kazdd CFG G takov4, o . .
ze L = L(G), je nejednoznacna. Takovému | L |
jazyku rikame i viceznacny. 3 a3 3
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Priklad viceznacného jazyka

Dva derivaCni stromy pro aabbccdd.

Example 6.12 (Viceznaény jazyk) |
Priklad viceznacného jazyka: A B C

L = {a"b"c"d"|n>1,m>1}U /l\ /I\ /I\
U{a"b"c™d"ln>1,m>1}.
/N /N TN
S — AB|C
A — aAb|ab
B — cBd|cd I

C — aCd|aDd b D
5. D — bDclbc. |
Jakakoli gramatika pro dany jazyk D
bude generovat pro nékterd slova typu

a"b"c"d" dva rtizné derivacni stromy. /N

==
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Odstanéni viceznaénosti gramatiky

@ Neexistuje algoritmus, ktery ndm rekne, zda je dand gramatika viceznacna.

@ Existuji bezkontextové jazyky, pro které neexistuje jednoznacna
bezkontextovd gramatika, pouze viceznacné CFG.

@ Existuji urcitd doporuceni pro odstranéni viceznacCnosti.

ViceznaCnost ma rlizné priciny:
@ Neni respektovana priorita operatord.
@ Posloupnost identickych operatorli |Ize shlukovat zleva i zprava.

@ S — if then S else S| if then S|\

slovo 'if then if then else’ ma dva vyznamy
'if then (if then else)’ nebo 'if then (if then) else’
Regenf:
o syntaktickd chyba (Algol 60)
o else patfi k bliz§imu if (preference poradi pavidel)
o zavorky begin-end,odsazeni v Python (asi nejCistsi fesent).
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Vynuceni priority

Resenlm.Je zav?st V|Se’ ru.zn.yc’h proménnych, kaz- Jediny deriva&ni strom pro a+ ax
dou pro jednu droven 'priority’.

Konkrétné: 7 -
e Faktor je vyraz ktery nesmi rozdélit zadny P
operator. Eo+ T
e identifikatory ‘ /‘\
@ vyraz v zavorkach T T * F
e Term je vyraz, ktery nemiZe rozdélit | | |
operator . F = |
e Vyraz mize byt rozdélen * i +. | | |
Jednoznacna gramatika pro vyrazy: | |
1. | — a|bl|la|lb|l0|/1 2
2. F — I|(E) ]
3. T— F|TxF a a

4. E—-T|IE+T.
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Jednoznacnost a kompilatory

Kompilace vyrazu (zasobnik na mezivysledky + dva registry):
(1) E—E+ T .. poprl; pop r2; add r1,r2; push r2

(2) E—T

(3) T —=T=xF .. poprl; pop r2; mul rl,r2; push r2
(4) T —F

(5) F — (E)

(6) F—a ... push a

@ 'a+a*a’ ziskdme postupnou aplikaci pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6

@ posloupnost obratime a vybereme pouze pravidla generujici kod
6,6,3,6,1

@ nyni nahradime pravidla prislusSnym kédem

push a; push a; pop rl; pop r2; mul rl,r2; push r2; push a; pop rl; pop r2;
add r1,r2; push r2
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Shrnuti

@ Gramatiky

e obecné

o kontextové

e bezkontextové

e regularni, pravé linearni

@ jazyk gramatiky, derivace, derivace dava slovo, derivaéni strom (pro
bezkontextové gramatiky), ekvivalentni gramatiky

@ ne kazda linearni gramatika ma ekvivalentni pravou linearni
@ bezkontextové gramatiky

@ jednoznacné a (podstatné) viceznacné gramatiky.
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/asobnikovy automat

@ Zasobnikovy automat PDA je A-NFA automat rozsireny o zasobnik,
potencidlné nekone¢nou pamét
e a zasobnikovou abecedu, pocatecni zasobnikovy symbol, prechodova funkce
Cte a piSe na zasobnik, pise i retézec
@ Prijimani koncovym stavem a prazdnym zasobnikem, pro nedeterministiké
PDA prijimaji stejnou tfidu jazyki
@ a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextovymi gramatikami.

Example 7.1 ({0"1"})

Zasobnikovy automat PDA Py = ({p,q}, {0,1},{Z, A}, 9, p, Zo) prijima
prazdnym zasobnikem jazyk N(Py) = {0'1/]|i € Np}.

K(inzcoveAstavy nema, proto koncovym stavem prijima prazdny jazyk L(Py) = {}.
0 —

0,2y — A
0,A— AA 1,A— A

— P >
& LA—= A @
_4
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Gramatika ze zasobnikového automatu

a) Vp € Q: S — [goZop], tj. uhodni koncovy stav a spust PDA na
(QO, w, ZO) = (P, )‘7 )‘)
b) Pro vSechny dvojice
(r,YiYo...Ys) €d(q,s,X), s e LU{A},Vr,..., 1 € Q vytvor
pravidlo
[gXr] = s[rYin][nYar] ... [rc—1 Yerk]

c) spec. pro (r,\) € d(q, a, A) vytvor [gAr] — a.

‘\ J

Example 7.2 ({0"1"}) 0 Pravidla
Prevedme PDA S — [pZopl|[pZoq] (0)
Py = ({p,q)}, o(p, A, Zo) > (p,A)  [pZop] = A (1)
10,1}, {Z, A}, 6, p, Zo) 0(p,0,20) > (p,A)  [pZop] — O[pAp] (2)
na gramatiku. pZoq] = O[pAq] (3
Su— < (p,0,A) > (p,AA)  [pAp] — O[pAp][pAp] (4)
0,2 — A pAp] — 0[pAq][gAp] (5)
LAZ A hAZA pAq) — 0[pAp][pAq]  (6)
pAq] — 0[pAq][gAq] (T7)
_)@ 1A\ >@ 5(p7 17A) > (qa >‘) ;PAq; — 1 (8)
6(qg,1,A) > (g, \) gAq] — 1 (9)
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Ekvivalence jazykl rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty a bezkontextovych jazyki

Theorem (7.1 L(CFG), L(PDA), N(PDA))

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ Jazyk L je bezkontextovy, tj. generovany bezkontextovou gramatikou.
@ Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym stavem.

@ Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym
zasobnikem.

Dikaz je veden sméry dle nasledujiciho obrazku.

Lemma 9.5 Lemma 9.4

bezkontextova ,P DA, PDA,
gramatika prazdnym koncovym
zasobnikem stavem

Lemma 9.6 Lemma 9.3
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Chomského normalni forma

@ Chomského normalni forma bezkontextové gramatiky: vSechna pravidla tvaru
A — BC nebo A — a, A, B, C jsou neterminaly, a termindl.

@ Pro kazdy bezkontextovy jazyk L, kde L\ {\} # () existuje gramatika
v Chomského normalnim tvaru, kterd generuje L\ {\}.

Postupné provedeme zjednoduseni gramatiky, nejdriv:
@ Eliminace zbytecnych symbolii
@ eliminace A\—pravidel A— \; Ac V
@ eliminace jednotkovych pravidel A— B pro A,B € V.

@ To vSe potrebujeme k formulaci itera¢niho lemmatu pro bezkontextové jazyky.
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Eliminace zbyteCnych symboli

Definition 7.1 (zbytecny, uziteCny, generujici, dosaZitelny symbol)

@ Symbol X je uzite¢ny v gramatice G = (V, T, P, S) pokud existuje derivace
tvaru S =" aXf=>*wkdew e T* X (VUT), o, (VUT)*.

@ Pokud X neni uziteCny, rikame, ze je zbytecny.

@ X je generujici pokud X =* w pro néjaké slovo w € T*. Vzdy w =* w v
nula krocich.

@ X je dosazitelny pokud S =* aX/ pro néjakd o, € (VU T)*.

Chceme eliminovat ne—generujici a ne—dosazitelné symboly.

Example 7.3

Uvazujme gramatiku: (Erilerime?eerrz'efcg' Eliminujeme A
S — ABjla S %ga JEL: (nedosazitelny):

A— b A b S — a
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Lemma 7.1 (Eliminace zbytecnych symboli)
Necht G = (V, T,P,S) je CFG, pfedpokladejme L(G) # (). Zkonstruujeme
Gy = (V4, Ty, P1,S) nasledovné:
@ Eliminujeme ne—generujici symboly a pravidla je obsahujici
@ poté eliminujeme vsechny nedosazitelné symboly
Pak Gy nema zbytecné symboly a L(Gy) = L(G).

Algorithm: Generujici symbol
g e Y Algorithm: Dosazitelné symboly
Zaklad Kazdy a € T je generujici.
Indukce Pro kazdé pravidlo A — «,
kde kazdy symbol v a je
generujici. Pak i A je

generujici.
(Vietné A — \).

/Zaklad S je dosazitelny.

Indukce Je—li A dosazitelny, pro
vsechna pravidla A — «
jsou vSechny symboly v «
dosazitelné.

Lemma 7.2 (generujici/dosazitelné symboly)

Viyse uvedené algoritmy najdou pravé vsechny generujici / dosaZitelné symboly.
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Eliminace A pravidel

Definition 7.2 (nulovatelny neterminal)

Neterminal A je nulovatelny pokud A =* .

Pro nulovatelné neterminaly na pravé strané pravidla B — CAD, vytvorime dvé
verze pravidla — s a bez nulovatelného neterminalu.

Algorithm: Nalezeni nulovatelnych symboll v G

/Zaklad Pokud A — X je pravidlo G, pak A je nulovatelné.

Indukce Pokud B — (i ... Ck, kde jsou vSsechna C; nulovatelnj, je i B
nulovatelné (terminaly nejsou nulovatelné nikdy).

Algorithm: Konstrukce gramatiky bez A—pravidel z G

@ Najdi nulovatelné symboly

@ Pro kazdé pravidlo A — X;... Xk € P,k > 1, necht mz X; je
nulovatelnych. Nova gramatika G; bude mit 2™ verzi tohoto pravidla
s/bez kazdého nulovatelného symbolu kromé X v pripadé m = k.
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Priklad eliminace A—pravidel

Example 7.4

Méjme gramatiku: Vysledna gramatika:
S — AB S — ABJA|B S — ABJA|B

A — aAA|A A — aAAlaA|aA|a A — aAAl|aA|a

B — bBB|\ B — bBB|bB|bB|b B — bBB|bB|b.
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Eliminace jednotkovych pravidel

Definition 7.3 (jednotkové pravidlo)

Jednotkové pravidlo je A — B € P kde A, B jsou oba neterminaly.

Example 7.5

| — al|bl|la|lb|/0|/1 Expanze TvE —» T Expanze E — |/

F — I|(E) E s F|IT+F E — alblla|lb|I0|/1
T — F|TxF Expanze E — F

E—-TIE+T E — I|(E)

Dohromady: E — al|b|/a|Ib|IO|/1|(E)|T x F|E + T.

Musime se vyhnout moznym cyklim.

Definition 7.4 (jednotkovy par)

Dvojici A, B € V takovou, ze A =" B pouze jednotkovymi pravidly nazyvame
jednotkovy par (jednotkova dvojice).
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Algorithm: Nalezeni jednotkovych pari

Zaklad (A, A) pro kazdy A € V je jednotkovy par.

Indukce Je-li (A, B) jednotkovy par a (B — C) € P, pak (A, C) je jednotkovy
par.

.

Example 7.6 (Jednotkové pary z predchozi gramatiky)
(E,E),(T,T),(F,F),(I,LD),(E, T),(E,F),(E,),(T,F),(T,1),(F,I).

Algorithm: Eliminace jednotkovych pravidel z G

@ najdi vSechny jednotkové pary v G

@ pro kazdy jednotkovy par (A, B) dame do nové gramatiky vSechna
pravidla A — a kde B —+ o € P a B — « neni jednotkové pravidlo.

e
H ‘\‘

Example 7.7

| — a|b|la|lb|I0]/1 | — a|b|la|lb|I0]/1

F — I|(E) F — (E)|a|bl|/a|lb|I0|I1

T — F|TxF T — T x F|(E)|a|b|/a|lb|I0|I1
E—T|E+T E— E+ T|T x F|(E)|a|b|la|lb|/0]/1
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Gramatiky v normalnim tvaru

Lemma 7.3 (Gramatika v normalnim tvaru, redukovana)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {\} # 0. pak existuje CFG G;
takova Ze L(Gy) = L(G) — {\} a Gy neobsahuje A\—pravidla, jednotkova pravidla
ani zbytecné symboly. Gramatika G; se nazyva redukovana.

v

ldea dikazu:

@ Zacneme eliminaci A—pravidel.
@ Eliminujeme jednotkova pravidla. Tim nepridame A—pravidla.

@ Eliminujeme zbyte¢né symboly. Tim nepridame zadna pravidla.
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Definition 7.5 (Chomského normalni tvar)

O bezkontextové gramatice G = (V, T, P, S) bez zbyte¢nych symboli kde jsou
vsechna pravidla v jednom ze dvou tvari

o A—BC,A B CeV,
@ A—a AceV, aeT,

rikdme, Ze je v Chomského normalnim tvaru (ChNF).

Potrebujeme dva dalsi kroky:

@ pravé strany délky 2 a vice predélat na samé neterminaly
@ rozdélit pravé strany délky 3 a vice neterminald na vice pravidel

@ Pro kazdy terminal a
vytvofime novy neterminal,
reknéme A,

@ pridame pravidlo A — a,

@ pouzijeme A misto a na
pravé strané pravidel délky
2 a vice.

Algorithm: neterminal
Algorithm: rozdélen pravidel

@ Pro pravidlo A — By ... By
zavedeme k — 2
neterminald C;

@ Pridame pravidla
A— BlCl,Cl — B2C2,
e ,Ck_2 — Bk—lBk-
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Theorem 7.1 (Chomského normalni tvar bezkontextové gramatiky)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {\} # (. Pak existuje CFG G;
v Chomského normalnim tvaru takova, ze L(Gy) = L(G) — {\}.

Example 7.8

| — alb|la|lb|10|/1 T — F|T*F
F — I|(E) ESTIE+T
= a|b[IAIBIIZ|TU

F — LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

T — TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

E — EPT|TMF|LER|al|b|IA|IB|IZ|IU

F — LGs|a|b|IA|IB|IZ|IU
T — TG)|LGs|a|b|IA|IB|IZ|IU

A= a E — EC|TG|LCs|a|b|IA|IB|IZ|IU
B— b
Cl — PT
Z — 0
C2—> MF
U—1
P—)—I— C3—>ER
I.A,B,Z.U,P,M, L, R jako vlevo
M — %
L — (
R —)

y
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/ /7

P¥iprava na (pumping) lemma o vkladani

Lemma (Velikost derivaéniho stromu gramatiky v CNF)

Méjme derivacni strom podle gramatiky G = (V, T, P,S) v Chomského
normdlnim tvaru, ktery dava slovo w. Je-li délka nejdelsi cesty n, pak |w| < 21,

Indukci podle n,
4klad |a] =1 =20
dukce 2772 4 27=2 = 2n—1

Lemma (Disledek)

Méjme derivacni strom podle gramatiky G = (V, T, P,S) v Chomského normalni
formé&, ktery dava slovo w, |w| > p = 2""1. Pak ve stromé existuje cesta delsi neZ
n.

v
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Lemma o vkladani (pumping) pro bezkontextové jazyky

Theorem 7.2 (' Lemma o vkladani (pumping) pro

S

bezkontextové jazyky)

Méjme bezkontextovy jazyk L. Pak existuje 2
prirozené cCislo n € N takové, ze kazdé ; : w x ;
z € L,|z| > n Ize rozloZit na z = uvwxy kde:

° |vwx| <n
@ VX £ )\ ; @
o Vi>0, uv'wx'y € L.

ldea dikazu:

@ vezmeme derivacni strom pro z e podstromy definuji rozklad slova

@ najdeme nejdelsi cestu @ nyni mizeme vétsi podstrom

@ na ni dva stejné neterminaly posunout (i > 1)

@ tyto neterminaly urci dva @ nebo nahradit mensim
podstromy pOdStromem (I = O)

,/
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Proof: |z| > n:z = uvwxy, |vwx| < n,vx # X\, Vi > 0uv'wx'y € L

vezmeme gramatiku v Chomského NF (pro L = {A} a () zvol n =1).
Necht |V| = k. PoloZime n = 2*.

Proze L,|z| > 2k 'mé& v derivaénim stromu z cestu délky > k
vezmeme cestu maximalni délky; terminal kam vede oznacCime t
Aspon dva z poslednich (k + 1) neterminal(i na cesté do t jsou stejné

vezmeme dvojici A, A% nejblize k t (uréuje podstromy T1, T2)

cesta z A! do t je nejdeldi v podstromu T! a ma délku maximalné
(k+1)
tedy slovo dané stromem T nenfi del$i nez 2° (tedy |vwx| < n)
e z Al vedou dvé& cesty (ChNF), jedna do T2 druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx # A
o derivace slova (Al =* vA%x, A? =* w)
S =* uAly =* uvA’xy =* uvwxy

@ posuneme-li A% do Al @ posuneme-li Al do A% (i =2,3,...)
(i=0) S =* uAly =* uwA'xy =*
S =* uA%y =* uwy UWAZ XXy =% uvvwxxy. L]

N
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Pouziti lemma o vkladani

Example 7.9 (ne—bezkontextovy jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {0172/]i > 1}

diikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

Z lemmatu o vkladani mame n
zvolme z = |0"1"2"| > n
zadné déleni nespliuje PL nebot

pumpovaci slovo |vwx| < n

e © = o e

tj. vzdy lze pumpovat maximalné
dva rizné symboly

vx # A, iteraci se slovo zméni

@ porusi se rovnost poctu symbolid —

SPOR.

Example 7.10 (ne—bezkontextovy jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {01/2K|0 < i< j <k}

diikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

z lemmatu o vkladani mame n
zvolme z = |0"1"2"| > n
zadné déleni nespliuje PL nebot

pumpovaci slovo |vwx| < n

e ¢ I o o

tj. vzdy lze pumpovat maximalné
dva rizné symboly
e pokud 0 (nebo 1), pumpujeme
nahoru — SPOR i < j (nebo
J < k)
e pokud 2 (nebo 1), pumpujeme
dolti — SPOR j < k (nebo i <)
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Pouziti lemma o vkladani

Example 7.12 (ne—bezkontextovy jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {ww|w e {0,1}*}

Example 7.11 (ne—bezkontextovy jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {0'LV2'3|i,j > 1}

@ diikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

@ diikaz sporem: predpokladejme

@ z lemmatu o vkladani mame n
bezkontextovost I
S @ zvolme z = |0"1"0"1"| > n
@ z lemmatu o vkladani mame n )
@ pumpovaci slovo |vwx| < n
@ zvolme z =(0"1"2"3"| > n L .
- _ @ tj. vzdy lze pumpovat maximalné
® pumpovaci slovo [vwx| < n dva riizné sousedni symboly
@ tj. vzdy lze pumpovat maximalné o porudi se bud rovnost nul &i
dva riizné sousedni symboly jednicek
@ porusi se rovnost pocCtu symboli 0 e rozeberete 4 pFipady, vx

a2nebola3-SPOR. obsahuje znak z prvnich nul,
prvnich jednicek, druhych nul,
druhych jednicek.

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL 7 February 8, 2023 154 / 137 - 155



Kdy lemma o vkladani nezabere

@ Lemma o vkladani je pouze implikace!

Example 7.13 (pumpovatelny, ne-bezkontextovy jazyk)

L ={a'b/ckd'|i =0V j = k = I} neni bezkontextovy jazyk, pfesto Ize pumpovat.

i=0: bf_'ckd’ |ze pumpovat v libovolném pismenu
i>0:ab"c"d" lze pumpovat v Casti obsahujici a
Co s tim?
@ zobecnéni pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)
@ pumpovani vyznacenych symboli

@ uzavérové vlastnosti.
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Priklad gramatiky

Example 8.1 (Uzavorkovani v ChNF)

(S — LR|SS|LA)
Y. . A — SR
Méjme gramatiku G = ({S,L, R}, {(,)},P,S), kde P = < L o > .
R = ) )

e S=LR=(R=()
@ 5=55=LRS=(RS=()S=(OLR=(O)(R=()()
@ S= 1A= (A= (SR=(LRR= ((RR= (OR = (())
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Priklad CYK: pro slovo najit derivacni strom

@ Chceme rozhodnout, zda dané slovo w patfi do

jazyka bezkontextové gramatiky

e Vezmeme gramatiku v Chomského normalni

formé

e exponencialni slozitost: prozkousime vsechny

derivacni stromy do hloubky |n|,
e polynomialné: Cocke-Younger-Kasami

algoritmus.

Example 8.2 (CYK algoritmus)

Gramatika

G = ({SaAv L, R}v {(7 )}7 P, 5)

(S — LRI|SS|LA)
A — SR

s = L — | >
R — ) )

Tabulku vyplnujeme odspodu:

15}
{1
i
U
{1

L}

(

1A}
157
U
197
L}
(

i

U A

U 1Sy U

iRy 1Ly AR} {R}
) ( ) )

v
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus nélezeni slova do CFL

Algorithm: CYK algoritmus, v &ase O(n®)

@ Méjme gramatiku v ChNF
G=(V,T,P,S) pro jazyk L a slovo
W=aiar...an € T%.

@ Vytvorme trohdhelnikovou tabulku
(vpravo),

e horizontalni osa je w
e Xj jsou mnoziny neterminali A
takovych, ze A =" ajajt1... a;.
Zaklad: X; ={A;A— a; € P}
Indukce: Xj = {A — BC; B € Xi, C €
Xi+1,j}

@ Vyplnujeme tabulku zdola nahoru.

Theorem 8.1 (CYK)

Xis

Xia  Xos

X1z Xoa Xz

X2 Xoz Xz Xgs

X Xoo Xz Xaa  Xss
di1 an as ag as

Slovo w patfi do jazyka gramatiky G pravé kdyz je v CYK algoritmu S € Xi .

Automaty a gramatiky CYK — nalezeni do CFL 8
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Obecny priklad CYK

Example 8.3 (CYK algoritmus)

Uvazujme gramatiku
G=({S,A B,C},{a,b},P,S):
(S — AB|BC)
A — BA|a
B — CC|b &
C — AB|a

\ /

p =

y

Pravidla pozpatku:

AB — {S§,C}
BA — {A}
BC — {S}
cC — {B}

b — {B}

a — {AC}

Tabulku vyplnujeme odspodu:

{§,A, C}

- {S§,A, C}

- {B} {B}

{S,A} {B} {5, ¢t {5 A}

{B} {A.C {AC {B} (A}
b a a b a
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/asobnikovée automaty

@ Zasobnikové automaty jsou rozsSirenim A—NFA nedeterministickych
kone€nych automatid s A prechody.

@ Pridanou véci je zasobnik. Ma vlastni abecedu I'.

@ V kazdém kroku vidime horni pismeno zasobniku (zde X), mizeme dat
navrch libovolny konecny pocet znakli v € I'*.

@ Miize si pamatovat neomezené mnozstvi informace.

@ Deterministické zasobnikové automaty prijimaji jen vlastni podmnozinu
bezkontextovych jazyki.

A — NFA
vstup w € 2° test € F?
=

=

(g, a, X) —|(q,7)

$€ r| pristup jen na vrchol zasobniku

=
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/asobnikovy automat (PDA)

Definition 9.1 (Zasobnikovy automat (PDA))

Zasobnikovy automat (PDA) je P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde
R konec¢na mnozina stavl
> neprazdna konecna mnozina vstupnich symboli

[ neprazdna konecCna zasobnikova abeceda | 4

0 prechodova funkce 6 : @ x (X U{A}) x T — Papn(Q X F@)'
o(p,a, X) 3 (q,7)

kde g je novy stav a 7y je retézec zasobnikovych symbolii, ktery
nahradi X na vrcholu zasobniku

go € ) pocatecni stav

Zy € [ Pocatecni zasobnikovy symbol. Vic na zacatku na zasobniku neni.

F MnozZina prijimajicich (koncovych) stavii; mize byt nedefinovana.

y
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V jednom Casovém kroku zasobnikovy automat:

@ PreCte na vstupu zadny nebo jeden symbol. (A Input w € X | Nondet'FA_eI? Acc
prechody pro prazdny vstup.) 5(q: 2, X)) = (a,7)
@ Prejde do nového stavu. X¢€ only the top car
@ Nahradi symbol na vrchu zasobniku libovolnym -
retézcem (A odpovida samotnému pop, jinak =

nasleduje push jednoho nebo vice symbol().

Example 9.1

Zasobnikovy automat pro jazyk: L., = {wwf|w € (0 +1)*}.

PDA prijimajici Ly,
@ Start gy reprezentuje odhad, Ze jeSté nejsme uprostred.
@ V kazdém kroku nedeterministicky hadame;

o Zistat qo (jesté nejsme uprostied).
o Ptejit A prechodem do g1 (uz jsme vidéli stred).

@ V qo, preCte vstupni symbol a da (push) ho na zasobnik
@ V g1, srovna vstupni symbol s vrcholem zasobniku
pokud se shoduji, preCte vstupni symbol a umaze (pop) vrchol zasobniku
@ Kdyz vyprazdnime zasobnik, prijmeme vstup, ktery jsme doted precetli.
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PDA pro L,

Example 9.2 (PDA pro L)

PDA pro war mﬁieme popsat P = ({QO7 di, q2}7 {07 1}7 {07 17 ZO}) 57 do, ZO) {qZ})
kde 0 je definovana:
5((]0,0,20) — {(Q0,0ZO)} v 4 / s
5(q0. 1, Zo) = {(do. 12)} Uloz vstup na zasobnik, startovni symbol tam nech
0(q0,0,0) = {(q0,00)}
0(qo,0,1) = {(qo,01)} ot o - ¢ cohn
» ’ /Zastan v qg, precti vstup a dej ho na zasobnik
5(qo, 1,0) = {(qo,10)} 70 P b e o8
0(q0,1,1) = {(qo,11)}
5(C]o, )\7 ZO) - {(q17 ZO)}
d(qo, A, 0) = {(q1,0)} A prechod g; bez zmény zasobniku (a vstupu)
5(q07 )‘7 1) — {(q17 1)}
0(q1,0,0) = {(q1,A) } : : ; ’
7 ’ stav g; srovna vstupni symbol a vrchol zasobniku
5(q1,1,1) = {(q, )} o Pri >y
6(q1, N\, Zo) = {(q2, Zy)}  nadli jsme ww”™ a jdeme do prijimajiciho stavu
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Graficka notace PDA's

Definition 9.2 (Pfechodovy diagram pro

zasobnikovy automat) Anotace hrany:
P‘r’echodovy diagram pro vstupni__znak, zasobnikovy_znak — push__retézec
zasobnikovy automat obsahuje:
p Y . 0,2 — 04
@ Uzly, které odpovidaji stavim PDA. | {7 17
@ Sipka 'odnikud’ ukazuje poéateéni 8’(1):8(1)
stav, dvojité kruhy oznacuji 1,0 — 10 0,0 = A
1,1 —11 1,1 —> A

prijimajici stavy.

@ hrana odpovida prechodu PDA.
v s —( 4o > 01 >
Hrana oznacend a, X — « ze stavu A\, Zo — Zo A\, Zy — 2o
p do g znamena §(p, a, X) 2 (g, a) ig:g

@ Konvence je, ze pocatecni symbol
zasobniku znacime 2.
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Notace zasobnikovych automati

Example 9.3 (Notace)

a,b,c,x,+,1,(,) symboly vstupni abecedy
p,q,r stavy

u,v,w,x,y,z retézce vstupni abecedy
X,Y,E, IS zasobnikové symboly

a, B,y retézce zasobnikovych symboli

@ Narozdil od gramatik mize vstupni a zdsobnikova abeceda obsahovat stejné
symboly.

@ Vyhybame se stejnym nazvim stavi jako jsou pismena kterékoli z abeced.
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Definition 9.3 (Situace zasobnikového automatu)

Situaci zasobnikového automatu reprezentujeme trojici (g, w,y), kde

q Je stav
w je zbyvajici vstup a
v je obsah zasobniku (vrch zasobniku je vlevo).

Situaci znacime zkratkou (ID) z anglického instantaneous description (ID).

Definition 9.4 (-, F* posloupnosti situaci)

Méjme PDA P = (Q, %, TI,9, qo, Zo, F). Méjme stavy p,q € Q,
ac(TU{A}), X el,ael* ainstrukci §(p, a, X) > (q,«). Pak fikame, ze
@ situace (p, aw, X3) bezprostiedné vede na situaci (g, w, af),
o Znacime (p, aw, XB) - (g, w, aB).
@ Situace / vede na situaci J /=5 J a | =" J pouzivame na oznaceni nuly a
vice krokl zasobnikového automatu, t.j.

e | F* | pro kazdou situaci /
o | +" J pokud existuje situace K tak ze I K a K +* J.
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Situace zasobnikového automatu na vstup 1111

(qo, 1111, Zo)

/\

(qo,111,120) (q1,1111, Z)
/\ !
(qo,].].,].].Zo) (ql,].].].,].Zo) (qz,].].].].,Zo)
(qo, 1, 11120) (ql, 11, ].].Zo) (ql, 11, Zo) nedoctené slovo
(qO,A,].].].].Zo) (ql,l,].].].Zo) (ql,].,].Zo) (QQ,].].,Z())
| | | |
(g1, A, 1111 7)) (g1, A, 1125) (g1, A, Zo) nedoctené slovo
| | |

nepfijimajici stav  nepfijimajici stav | (g2, A, 2o)
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Jazyky zasobnikovych automati

Definition 9.5 (Jazyk pfijimany koncovym stavem, prazdnym zasobnikem)

Méjme zasobnikovy automat P = (Q, X, T, 9, qo, 2o, F). Pak L(P), jazyk
prijimany (akceptovany) koncovym stavem je

L(P) = {w|(qo, w, Zo) 5 (g, A\, @) pro néjaké g € F a libovolny Fetézec
[ > *1 p
oS W E } - g&/@/ [42)5&/4 /ﬁ%zl/fy/
jazyk prijimany prazdnym zasobnikemi N(P) definujeme
N(P) = {w|(qo, w, Zo) -5 (g,A+}) pro libovolné g € Q; w € X*}.

e Protoze je mnozina prijimajicich stavil F nerelevantni, miize se vynechat a
PDA je Sestice P = (Q, X, T, 46, qo, 2o).

4

Example 9.5

P’ = P z predchoziho pfikladu, jen zménime
Zasobnikovy automat z instrukci, aby umazala posledni symbol
predchoziho prikladu ptijima d(q1, A\, Zo) = {(92, Zp)} nahradime
L ywwr koncovnym stavem. 0(q1, A\, Zo) =1{(q2, A\)}

Nyni L(P") = N(P’) = Ly,

4
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Priklad If-Else

Example 9.6 (If-else pfijimané prazdnym zasobnikem)

e,z — A
Nasledujici zasobnikovy automat zastavi pfi prvni chybéna | ; 7 _ 77

if (/) a else (e), mame-li vice else nez if.
Pn = ({CI}, {i7 e}a {Z}a 5N7 q, Z) kde
e dn(qg,i,Z) ={(q,ZZ)} push —

° dn(g,e,Z) ={(q,\)} pop

Example 9.7 (P¥ijimani koncovym

stavem)

Pr = | .7 — A
({p7 a, r}7{lae}7{27X0}75F7P7X07{r}) i — 2L
kde

o 6r(p. A Xo) = ({4, 2X0)} start H@A’X"%ZXQ@ =220

° 0r(q,i,Z) ={(q,ZZ)} push

° 0r(q,e,Z) ={(q,A)} pop

°® 0r(q, A, Xo) = {(r, A)} pfijmi )
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Necteny vstup a dno zasobniku P neovlivni vypocet

Méime PDA P = (Q,X%,T,6, qo, 20, F) a (p,u,a) -5 (q, v, B). Potom pro
libovolné slovo w € ¥* and v € T* plati: (p, uw, ay) F§ (g, vw, 57).
Specielné pro v = X\ a/nebo w = ).

Indukci podle poctu situaci mezi (p, uw, ay) a (g, vw, By). Kazdy krok
(p,u, ) 5 (q, v, ) je uréen bez w a/nebo ~. Proto je mozny i se symboly na
konci vstupu / dné zasobniku. ]

v

Pro PDA P = (Q,X%,T,6,qo, 2o, F) a (p, uw, ) F% (q, vw, B) plati
(p,u,a) Fp (g, v, B).

Remark Pro zasobnik ale obdoba neplati. PDA miize zasobnikové symboly ~
pouZit a zase je tam naskladat (push). L = {0'1'0/1/}, situace
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Od prijimajiciho stavu k prazdnému zasobniku

N
1 9.3 (Od ofiitmaiicih
emma 9.3 (Od pfijimajiciho Necht Py = (Q U {pp,p},E,T U
stavu k prazdnému zasobniku) T o’ P s it
{X0}75N7p07X0)v kde é

Méjme L = L(Pf) pro néjaky o dn(po, N, Xo) = {(q, ZsXo)} start
PDA o V(ge QacTU{ALY el
PF: (Q727r75F7q07207F)' 5/\/((7, d, Y) :5F(q7 d, Y)
Pak existuje PDA Py takovy, Ze simulujeme
L= N(Py).

(Pn) ) o V(geF,Y elTu{X}),

on(g, A, Y) 3 (p, \) prijmout
pokud Pfg prijima,

A,X0—>ZOX:) )
~(n) () @\% o V(Y €T U{Xo}),

Pr @%@ on(p, A, Y) ={(p,\)} vyprézdnit

N\, any — A s s
) zasobnik.

Pak w € N(Py) iff w € L(PEg). ]

A, any — A
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Od prazdného zasobniku ke koncovému stavu

Lemma 9.4 (Od prazdného

zasobniku ke koncovému Pr = (QU{po, pr}, X, TU{XoY, 8F, po, Xo, {pr})
stavu)
Pokud L = N(Py) pro kde OF Je
n&jaky PDA @ 0r(po, A, Xo) = {(qo, ZoXo)} (start).
Py =(Q,X,T,dn, q0, Z0), o V(ge Qac T U{ALY €T),
pak existuje PDA Pr or(qg,a,Y) =0n(qg,a,Y).
takovy, Ze L = L(PF). ) e Navic, (g, A, Xo) > (pr, A) pro kazdy
qg € Q.
Chceme ukazat w € N(Py) iff w € L(Pk).
() o (If) Pr pfijima nasledovné:
‘\*’Xﬁm 2R (Po, w, Xo) Fpr (qo, w, ZoXo0) Fp .

m@ (g, X\, Xo) Fpe (pry A A).

o Q/ o (E)nly if)/Do pr nelze dojit jinak nez
| | predchozim bodem. =
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Ekvivalence jazykl rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty a bezkontextovych jazyki

Theorem 9.1 (' L(CFG), L(PDA), N(PDA))

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
@ Jazyk L je bezkontextovy, tj. generovany bezkontextovou gramatikou.
@ Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym stavem.

@ Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym
zasobnikem.

Dikaz bude veden sméry dle nasledujiciho obrazku.

Lemma 9.5 Lemma 9.4

bezkontextova ,P DA, PDA,
gramatika prazdnym koncovym
zasobnikem stavem

Lemma 9.6 Lemma 9.3
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Od bezkontextové gramatiky k zasobnikovému automatu

Algorithm: Konstrukce PDA z CFG G

Méjme CFG gramatiku G = (V, T,P,S).
Konstruujeme PDA P = ({q}, T,V UT,4,q,95).

(1) Pro netermindly A€ V, d(q,\,A) = {(q,B)|A — 3 je pravidlo G}.
(2) pro kazdy termindl a € T, d(q, a,a) = {(q, )\)}_f77§7é/m;@% i

é&/zh 76 §/Zh&f26 /5//7ﬂ & Zos.

Example 9.8

Konvertujme gramatiku: G = ({E, /},{a, b,0,1,(,),+,*},{l — a|b|la|lb|I0|I1,
E — I|ExE|E+ E|(E)}, E).

MnoZina vstupnich symbold PDA je ¥ = {a,b,0,1,(,), +,*}, T =X U {l, E},
prechodova funkce 9:

o 4(q, A 1) ={(q,a),(q,b),(q,1a),(q, Ib),(q,10),(q, 11)}.

o 5(q, A\ E) ={(q,1),(q, E*E),(q,E+ E),(q,(E))}

o Vs € X jed(qg,s,s) ={(q,N\)}, napt. 6(q,+,+) ={(q,\)} .
Jinak je ¢ prazdna.

4
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CFG a PDA

Lemma 9.5 (P¥ijimani prazdnym zasobnikem ze CFG)

Pro PDA P konstruovany z CFG G algoritmem vyse je N(P) = L(G).

(1) Pro neterminaly A€ V, §(q, A\, A) = {(q,8)|A — B je pravidlo G}.
(2) pro kazdy termindl a € T, d(q,a,a) = {(q,)}.

@ Levi derivace: E= ExE = I|xE = axE = ax[=axb
@ Posloupnost situaci:
(g,axb,E)F(q,axb,ExE)F(q,axb,I*«xE)F(q,axb,axE)
= (q,xb,E) F(q, b, E) - (q, b, I) = (g, b, b) I (g, A, A)
Pozorovani:
@ Kroky derivace simuluje PDA X prepisy zasobniku

@ odmazavany vstup u PDA v derivaci zlstava az do konce

@ az PDA vymaze termindly, pokracCuje v prepisech.
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CFG a PDA

w e N(P) < we L(G).

Necht w € L(G), w ma levou derivaci S = 3 =2 == Yy = W

Im

Indukci podle i dokdzeme (q, w, S) II;* (q, v, ;), kde v; = uja; je leva

sentencialni forma a u;v; = w.

@ Pokud ~; obsahuje pouze terminaly, v; = w = u;, v; = A = «;, hotovo.
@ Kazda nekoncova sentencidlni forma ~; miize byt zapsana u;Aq;,

A nejlevéjsi neterminal, u; retézec terminali
@ indukéni predpoklad nas doved| do situace (q, v;, Aa;), w = u;v;

@ Pro v, = Yit1 bylo pouzilo pravilo (A — ) € P

@ PDA nahradi A na zasobniku (3, prejde na situaci (g, v;, Ba;).
@ odstranme vsechny terminaly v € X* zleva Sa porovndvanim se vstupem
@ V; = vVii1 a zaroven o = vt

@ presli jsme do nové situace (q, vj11, ;1) a iterujeme.

[]

4
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w e N(P) = w e L(G).
Dokazujeme: Pokud (g, u, A) ;* (g, A, \), tak A ? u.
Indukci podle poctu kroki P.

@ n =1 krokd:
e a€ X, prechod d(q, a,a) 3 (g, ), v derivaci
zadny krok,
o AcT, prechod d(g, A\, A) 3 (g, ) pro pravidlo
gramatiky (A — \) € G.

e n > 1 krok;

o Prvni krok typu (2) — terminaly, nerozsifujeme
derivaci.
o Prvni krok typu (1), A nahrazeno Y1Ya2... Yk z

pravidla A — Y1 Y>2... Yk
Rozdélime u = ujus . .. ug:

@ c¢tenim symbolu Y; skoncilo slovo uj_; a
zacina u;.
Pouzijeme indukcni hypotézu na kazdé
i=1,...,k:
(q, upldi+1 ... Uk, Y,) - (q, Uj+1 ... Uk, )\) d
dostaneme Y; =™ u;.

k

L= uiur ... Uk.
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Priklad: Od zasobnikového automatu ke gramatice

Example 9.9

Prevedme PDA Py = ({q},{i,e},{Z},0n,q, Z) na obrazku na
gramatiku.

@ Neterminaly gramatiky budou V = {S,[qZq]} novy start a

jedind trojice Py. e,/ — A
@ Pravidla: i, — ZLL
o S — [qZq].
P [qu] — e

o [qZq] — i[gZq][qZq].
MiZeme nahradit trojici [gZg] symbolem A a dostaneme:
S—A
A — iAAle.
Protoze A a S odvozuji presné stejné retézce, miizeme je

ztotoznit: G = ({S},{i, e}, {S — iSS|e}, S).
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Od zasobnikového automatu ke gramatice CFG

@ Zasobni automat bere jeden symbol ze zasobniku. Stav
pred a po kroku miize byt riizny.

@ Neterminaly gramatiky budou sloZené symboly [gXr],
PDA vysel z g, vzal X a presel do r;

a zavedeme novy pocatecni symbol S.

Lemma 9.6 (Gramatika pro PDA)

Méjme PDA P = (Q, %, T, 6, qo, Zo). Pak existuje
bezkontextova gramatika G takova, Ze L(G) = N(P).

Pravidla definujeme:

e Vpe Q: S — [qoop], tj. uhodni koncovy stav a spust PDA na
(CIO, w, ZO) = (P, )‘7 >‘)
@ Pro vsSechny dvojice
(r,YiYo...Ys) €0(q,s,X),s e LU{A},Vr,..., 1 € Q vytvor pravidlo

[gX ] = s[rYin][nYar] ... [rc—1 Yerk]

@ spec. pro (r,\) € d(q, a, A) vytvor [gAr] — a.
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Pro w € L.* dokazujeme

[gXp] =" w pravé kdyz (g, w, X) =" (p, A\, A)

indukci v obou smérech (pocet kroki PDA, pocet krokii derivace.)

Example 9.10 ({0"1; n > 0})

0 Pravidla
S — [pZopl|[pZoq] (1)
6(p,0,2%) > (p,A) [pZop] — O[pAp (2)
pZoq) — O[pAq] (3)
0(p,0,A) > (p, AA)  [pAp] — O[pAp][pAp] (4)
pAp] — 0[pAq][gAp]  (5)
pAq] — O[pAp][pAq]  (6)
pAq] — O0[pAq][gAq]  (7)
o(p,1,A) 3 (q,A)  [pAq] — 1 (8)
0(q,1,A) > (q,A)  [9Aq] = 1 (9)

v

Derivace 0011

O,Zo—>A
0,A — AA 1,A =\

—>( P >
& LA— A @

S =W [pZyq] =3 0[pAq] =7 00[pAq][gAq] =) 001[gAq] =) 0011
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Shrnuti

@ Zasobnikovy automat PDA je A-NFA automat rozsireny o zasobnik,
potencidlné nekonec¢nou pamét

e a zasobnikovou abecedu, pocatecni zasobnikovy symbol, prechodova funkce
Cte a piSe na zasobnik, piSe i retézec

@ Prijimani koncovym stavem a prazdnym zasobnikem, pro nedeterministiké
PDA prijimaji stejnou tfidu jazyki

@ a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextovymi gramatikami.
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Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)

Definition 9.6 (Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA))

Zasobnikovy automat P = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F) je deterministicky PDA pravé
kdyz plati zaroven:

@ §(q, a, X) je nejvyse jednoprvkova V(qg,a, X) € Q@ x (XU {A}) xT.

e Je-li 6(q, a, X) neprazdna pro néjaké a € ¥, pak d(qg, A, X) musi byt prazdna.

Example 9.11 (Det. PDA pfijimajici Lycwr)

. o - 0,20 — 04
@ Jazyk L., palindromi je ) | 1.7, 5 17,
bezkontextovy, ale nema prijimajici 0,0 — 00
. . . 7 7 7 7 O7 1 _> O].
deterministicky zasobnikovy automat. 10510 0.0 > A
@ Druha podminka zarucuje, ze nebude 1,111 1,1—=A
volba mezi A prechodem a ¢tenim
1 —( 4do > g1 >
vstupniho symbolu. 75z N7 7
@ Vlozenim stredové znacky ¢ do C7(1) —>(1’
c,1 —
dostaneme jazyk rozpoznatelny DPDA.

.
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Regularni jazyky, DPDA's

RL g L(PDPDA) g L('DPDA) = CFL = N(PPDA) 2 N('DDPDA)-

Theorem 9.2

Necht L je regularni jazyk, pak L = L(P) pro néjaky DPDA P.

DPDA miize simulovat deterministicky konecny automat a ignorovat zasobnik.
(nechat tam Zj). []

Jazyk L,cnr je prijimany DPDA ale neni regularni. l

Dikaz neregularity z pumping lemmatu na slovo 0"c0".
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Example 9.12

Jazyk L.pp = {a'b'|i € N} U {a'b?|i € N} je bezkontextovy, ale neni pFijimany
zadnym deterministickym zasobnikovym automatem.

@ SPOREM: Predokladejme, ze existuje deterministicky PDA M prijimajici
jazyk Labb-

@ Vytvorme dvé kopie, My a M, odpovidajici si uzly budeme nazyvat
sourozenci.

@ Zkonstuujeme novy automat:

e Pocatecnim stavem bude pocatecni stav My

e koncovymi stavy budou koncové stavy M,
e prechody z koncovych stavi My §(p, b, X) = (g, X)

@ presmérujeme do sourozencti g v M> a prejmenujeme b na ¢
e v automatu M, hrany oznacené b preznacime na c.
e Vysledny automat prijima {a'b’'c’|i € N} protoZe
o M je deterministicky, nema jinou cestu, tj. i ve slové a'b* musel jit zacatek
stejné a pak cist b', nyni ¢',
@ o {a'b'c'|i € N} vime, Ze neni bezkontextovy, tj. deterministicky M nemiize
existovat.
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Bezprefixové jazyky

Definition 9.7 (bezprefixové jazyky)

Rikame, Ze jazyk L C ¥* je bezprefixovy pokud neexistuji slova u,v € L a
z € X7 tak, Ze u = vz. Tj. pro Zadna slova jazyka u, v nenfi vlastni v prefix u.

Example 9.13

@ Jazyk L,cnr je bezprefixovy.

e Jazyk L = {0}* neni bezprefixovy.

Theorem 9.3 (L € N(Ppppa) pravé kdyz L bezprefixovy a L € L(Pppp,) )

Jazyk L je N(P) pro néjaky DPDA P pravé kdyz L je bezprefixovy a L je L(P')
pro né&jaky DPDA P’.

= Prefix pfijmeme prazdnym zasobnikem, pro prazdny zasobnik neexistuje
instrukce, tj. zadné prodlouzeni neni v N(P).

< PYevod P! na P neptida nedeterminismus (prvni koncovy -> smaz, prijmi).

—

Zasobnikové automaty, Deterministické PDA 9 | February 8, 2023 185 / 160 - 186



L3
regularni jazyky

bezprefixové DPDA

{0"1"; n > 0} rekurzivné

kontextové (=CL)

spocetné
deterministické PDA i i i _5_10 . Lo
{0"1™:0 < n < m) abieli=0.1,...4 1 fmw)

twww €101 1 T\ M phijimé w)
bezkontextové (=CFL)
{wwf|w € {0,1}}
Lo

Ly ={w; TM s kédem w neprijima vstup w}
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Uzaverové vlastnosti

Theorem 10.1 (CFL uzavrené na sjednoceni, konkatenaci, uzaveér, reverzi)

CFL jsou uzavrené na sjednoceni, konkatenaci, iterace (x), positivni iterace (+),

zrcadlovy obraz w”.

@ Sjednoceni:

o pokud Vi N V, # () pfejmenujeme netermindly,
e pridame novy symbol Sy, a pravidlo Spew — 51|52

o zietézeni (=konkatenace) L;.L;

Snew — 5152 (pro Vi N Vo = (), jinak pfejmenujeme)
o iterace L* = {J;5o L'

Snew —> SSnew|A
o pozitivni iterace LT =J.o, L'

Snew — SSnew|S

o zrcadlovy obraz LR = {wR|w € L}
X — w’ obratime pravou stranu pravidel. =
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Prinik bezkontextovych jazykil

Example 10.1 ( CFL nejsou uzavfené na priinik)

o Jazyk L ={0"1"2"|n > 1} = {0"1"2/|n,i > 1} N {0'1"2"|n,i > 1}

neni CFL, i kdyz oba cleny priniku jsou bezkontextové, dokonce deterministicke
{0"172'|n,i > 1} {S — AC,A — 0A1|01, C — 2C|2}
{0'1"2"|n,i > 1} {S — AB,A — 0A|0, B — 1B2|12}

@ prinik neni CFL z pumping lemmatu.

bezkontextové.

paralelni béh dvou zasobnikovych automati
o fidici jednotky umime spojit (viz kone¢né automaty)
@ Cteni umime spojit (jeden automat miize Cekat)
@ bohuzel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho

dva neomezené zasobniky =Turinglv stroj
—rekurzivné spocetné jazyky Ly
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Prinik bezkontextového a regularniho jazyka

FA

Theorem 10.2 (CFL i DCFL jsou uzavfené na priinik —
n —
S regU|érn|,m Jazykem) Input|w £ &* }'A Accept/Re
PDA
@ Méjme L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk. —=
Pak L N R je bezkontextovy jazyk. ]

@ Méjme L deterministicky CFL a R regularni jazyk.
Pak L N R je deterministicky CFL.

@ zasobnikovy a koneCny automat mizeme spojit

o FA A1 = (Q1,2,51, ai, Fl)
o PDA prijimani stavem M; = (Q2, X, T, 62, g2, Zo, F2)

@ novy automat M = (Q1 x @2, X, T,6,(q1,q2), Zo, F1 X F»)
o ((r,s),a) € 6((p,q),a, Z) pravé kdyz

aZz X r=0d(p,a)&(s,a) € d(qg,a,Z) ...automaty Ctou vstup
a=X (s,a)€ (g, 2) PDA méni zasobnik
r=op FA stoji
o ziejmé L(M) = L(A1) N L(M>)
o paralelni béh automati. —
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Substituce a homomorfismus

@ Opakovani definice:

Definition ((5.1,5.2)substituce, homomorfismus, inverzni homomorfismus)

Méjme jazyk L nad abecedou ..
Substituce o; Va € ¥ : g(a) = L, jazyk abecedy ¥, tj. o(a) C X%
prevadi slova na jazyky:

° o(A) = 1AL,
@ g(ay...an) =o(a1)..... o(an) (konkatenace), tj. o : X" — P((U,ex X2)")
° o(L) = UweLU(W)-

homomorfismus h, Va € ¥ : h(a) € X3

prevadi slova na slova

@ h(\) =\,
@ h(ay...an) = h(ay)..... h(a,) (konkatenace) tj. h: X" — (|U,cx Xa)
o h(L) ={h(w) |w € L}.
Inverzni homomorfismus prevadi slova zpét
o h™i(L) = {w|h(w) € L}.

y
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Priklad: Substituce

Example 10.2

Méjme gramatiku G = ({E},{a,+,(,)},{E = E+ E|(E)|a}, E). Méjme
substituci:

o o(a) =L(G,), G, = ({l},{a,b,0,1},{/ — I0|/1|/a|lb|a|b},]),
e o(+)={—,x,:,div, mod},

° a(() = {(},

° a()) =}

® (a+a)+acL(G)
@ v o(+) chybi + pro ukazku, ze (a+ a) + a ¢ o(L(G)).
@ (a001 — bba) x bl € o((a+ a) + a) C o(L(G))
Co se stane, kdyz zménime definici:
o o(() =1( [
o o()) =1),1}7
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Priklad: Homomorfismus

Example 10.4

Méjme gramatiku
Example 10.3

G = ({E}7 {av +, (7 )}7

Méjme gramatiku {E — a+ E|(E)|a}, E). Mé&me
= ({E}H{a, +,()} homomorfimus:

{E — E+ E|(E)|a}, E). Méjme - e =&

homomorfimus:
e h(a) = ° ho )_
e h(+) =\, ° () =
o h(() = left, ° h() = )
2 Gl = e ) 1 Je jazyk L(G) regularni?

2 Je jazyk h(L(G)) regularni?

3 Je jazyk h='(h(L(G)))
regularni?

4 Je =Y (h(L(G))) = L(G)?

e h((a+ a)+ a) = leftright,
o h™1(leftright) > (a + +)a.
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Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazyki

Theorem 10.3 (CFL jsou uzaviené na substituci)

Méjme CFL jazyk L nad X a substituci o na X
takovou, Ze o(a) je CFL pro kazdé a € ¥.. Pak je Sa,

S
i o(L) bezkontextovy (CFL). ii i\

X1 Xk X,

@ ldea: listy v derivacnim stromu generuji dalsi stromy.

@ Ptejmenujeme netermindly na jednoznacné vsude v G = (V, %, P, S),
G, = (V,, To,Ps,S,),a€ %
e Vytvorime novou gramatiku G = (V/, T, P',S) pro o(L):
o V' = VUUaez Vs,
o T' = Uaez T,
o P'=|J,.x P-U{p € P kde vSechna a € ¥ nahradime S.}.

G’ generuje jazyk o(L). N
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Substituce bezkontextovych jazyki

Example 10.5 (substituce)

L={ab|0<i<j} S — aSb|Sb|A

a(a) — Ll = {Cidi’i > 0} 51 — C51d|)\

O-(b):LQZ{Ci‘iZO} 52—>C52‘)\

O‘(L): S — 51552|552|)\, 51 — C51d|)\, 52 — C52|)\

Theorem 10.4 (homomorfismus)

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfismus.

@ Primy disledek predchozi véty.

@ Terminal a v derivaénim stromé nahradim slovem h(a). A
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CFL jsou uzavrené na inverzni homomorfizmus

Theorem 10.5 (CFL jsou uzavrené na inverzni homomorfizmus)

Méjme CFL jazyk L a homomorfizmus h. Pak h=1(L) je bezkontextovy jazyk.
Je—li L deterministicky CFL, je i h~1(L) deterministicky CFL.

ldea

@ precCteme pismeno a a do vnitfniho bufferu
dame h(a)

@ simulujeme vypocet M, kdy vstup bereme
z bufferu

@ po vyprazdnéni bufferu nacteme dalsi
pismeno ze vstupu

@ slovo je prijato, kdyz je buffer prazdny a M
je v koncovém stavu

| buffer je konecny, mizeme ho tedy
modelovat ve stavu

Automaty a gramatiky Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky 10

3 Input
Va
h
h
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Input

Va

h
\Lh(a) PDA

buffer

€ F?7|Accept/Reject

@ pro L mdame PDA M = (Q, %, T,9, qo, Zo, F) (koncovym stavem)
@ h: T =X~
o definujeme PDA M = (Q', T,I,0',[qo, A], Zo, F X {\}) kde
={[q,u]|lg € Que X*,d(ac T)I(v e X*)h(a) =vu} u je buffer
8 ([q,\],a,Z2) ={([qg,h(a)],2)} naplriuje buffer

0'(la, u], A, Z2) = {(lp, u],)I(p;7) € 9(q, A, 2)}
U{([p, v],Y)(p,v) € 0(q,x,Z),u = xv}  Cte buffer, x € &
Pro determlnlstlcky PDA M je i M’ deterministicky:. IR

\ /
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Kvocienty s regularnim jazykem

R\ L={w|du e R uw € L},
/R=Aul3w e R uw € L}

, . . v dea:
Bezkontextové jazyky jsou uzavrené na

levy (pravy) kvocient s regularnim
Jjazykem.

@ PDA bézi paralelné s FA, necCtou vstup

@ je—li FA v koncovém stavu, mizeme zacit
y Cist vstup

o FA A; = (Q1,X,01,q1, F1)
e PDA M2 — (QQ, Z, F,ég, dr, Zo, F2)
o definujeme PDA M = (Q',%,T,6,(q1, g), Zo, F) kde
Q' = (Q1 x Q) U Q, dvojice stavii pro paralelni béh
o((p,aq), A Z)  ={((p",q'),7)13(a € X)p" € d1(p, a)&(q’,7) € d2(q; a, Z)

U{((p,q"),M)I(d",7) € 92(q, A, Z)}

{(qaZ)\PG F1}
6(q,a,2) =0(q,a,Z), acXU{N\},ge @, ZcT

zrejmé L(M) = L(A1) \ L(M>).

o Pravy kvocient z levého a uzavfenosti na reverzi L/M = (MR \ LR)RD
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Pouziti uzavrenosti priiniku CFL a RL

Example 10.6

Jazyk L = {0'1/2%3/|i = 0V j = k = I} neni bezkontextovy.

Proof: Diikaz sporem:

@ Necht L je bezkontextovy jazyk
o Ly = {012%3/|j, k,I > 0} je regularni jazyk
o {§—0B,B—1B|C,C — 2C|D,D — 3D|\}

o LNL; ={01'2'3'|i > 0} neni bezkontextovy = SPOR s uzavienosti

na prinik s regularnim jazykem. A

e

)

L je kontextovy jazyk

Bl — 1|181|C1, C1 — 2|2C1|D1, D1 — 3|3D1

A — 0|0A|P

P — 1PCD|1CD

DC — CD prepideme {DC — XC,XC — XY, XY — CY,CY — CD}
1C —»12,2C — 22, 2D — 23, 3D — 33.

J

N
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Rozdil a doplnék

Theorem 10.6 (Rozdil s regularnim jazykem)

Meéjme bezkontextovy jazyk L a regularni jazyk R. Pak:
@ L— R je CFL.

L—-—R=LNR, R je regularni.

Theorem 10.7 (CFL nejsou uzaviené na doplnék ani rozdil)

Trida bezkontextovych jazykii neni uzavrena na doplnék ani na rozdil.

CFL nejsou uzavrené na doplnék ani rozdil.

Méjme bezkontextové jazyky L, Li, Ly, regularni jazyk R. Pak:

e L nemusi byt CFL. LiNLy =1L UL.
@ L; — Ly nemusi byt CFL. > * — L neni vzdy CFL.

[]

v

PA nestaci nrohodit koncové a nekoncové stavv — nedeterminismiis.
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Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

@ Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické CFL.

@ Deterministické bezkontextové jazyky

@ nejsou uzavrené na prinik
@ jsou uzavrené na prinik s regularnim jazykem
@ jsou uzavrené na inverzni homomorfismus.

Doplnék deterministického CFL je opét deterministicky CFL.

@ idea: prohodime koncové a nekoncové stavy

@ nedefinované kroky oSetfime 'podlozkou’ na zasobniku
@ cyklus odhalime pomoci citace
@ az po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy

staci si pamatovat, zda prosel koncovym stavem. =

_ J
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Ne—uzavrenost deterministickych CFL

Example 10.7 (DCFL nejsou uzavfené na sjednoceni)

Jazyk L = {a'bick|i # jVj# kVi# k} je CFL, ale neni DCFL.

Vzhledem k uzavrenosti DCFL na doplnek by byl DCFL i
LNa*b*c* = {a'b/c¥|i = j = k}, o kterém vime, Ze neni CFL (pumping
lemma) [

Example 10.8 (DCFL nejsou uzaviené na homomorfismus)

Jazyky Ly = {a'b/ck|i # j}, Lo = {a'b/cX|j # k} , Ls = {a'b/cX|i # k} jsou
deterministické bezkontextoveé.
@ Jazyk OL; U 1Ly U2L3 je deterministicky bezkontextovy

@ Jazyk L1 U Ly U L3 neni deterministicky bezkontextovy
polozme h(0) = A, h(1) = A,, h(2) = A
h(x) = x pro ostatni symboly
o h(OLl Ull, U 2L3) = [ UL UL;s,
o doplné&k [; UL, U Lz Na*b*c* = {a'b/c"|i =j = k}.
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Uzaveérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni ANO ANO NE
prinik ANO NE NE
N's RL ANO ANO ANO
doplnék ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzni hom. ANO ANO ANO
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Uzaveérové vlastnosti v kostce

jazyk regularni (RL) bezkontextové ‘ deterministické CFL
sjednoceni F=FxQUQ x F S — 5|5 ‘ ANB=AUB
. < nAn {0"1"2|n,i > 1}
prinik F=F xF L ={0"1"2"|n > 1} {0{0’1”2”|n,i > 1)
N's RL F:F1><F2 F:F1><F2 F:F1><F2
doplnék F=Q — F, 6 tot. ANB=AUB | F = Q, — Fi, Zy, cykly, tot
homom. Kleene + RegExp + uz. a nahrad S, h(0) = h(1) =0 cca. U
Input - *.—>h h(a) D::D
Y
&S E
L ) Accepuireject g Stack
inverzni hom.
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Dyckovy jazyky

Definition 10.1 (Dyckiv jazyk)

Dyckav jazyk D, je definovan nad abecedou Z, = {ay, a'l, ..., an, an} nasledujici

gramatikou: S — )\\55\3153“ . |a,,Sa|,,.

Uvodni pozorovani:
@ jedna se zrejmé o jazyk bezkontextovy
@ Dyckiv jazyk D, popisuje spravné uzavorkované vyrazy s n druhy zavorek
@ timto jazykem lze popisovat vypocty libovolného zasobnikového automatu

@ pomoci Dyckova jazyka lze popsat Iibovolny bezkontextovy jazyk.

L = regulérnl’jazyk;
; popisuje vsechny
homomorflsmus yckiv jazyk; vy-  roky vypoctu
Cisti pomocné sym- bird pouze korektni
boly vypocty
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Jak charakterizovat bezkontextove jazyky?

@ Pokud do zasobniku pouze
pridavame

Finite
In — »| State A o
put control ccept/reject

potom si sta¢i pamatovat
posledni symbol

A
Y

Stack

@ staci kone¢nd pamét — konecny
automat.
@ potrebujeme ze zasobniku také odebirat (Cteni symbolu)

takovy proces nelze zaznamenat v konec¢né strukture

@ pridavani a odebirani neni zcela libovolné
jedna se o zasobnik, tj. LIFO (last in, first out) strukturu

@ roztdhnéme si vypocet se zasobnikem do linedrni struktury

X symbol pridan do zasobniku
X' symbol odebran do zasobniku

e pridavany a odebirany symbol tvori pir ZZ"1 BAA™' cC~ ' B!
N N N~

\ & 7
-~

ktery se v celé posloupnosti chova jako zavorka
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Theorem 10.8 (Dyckovy jazyky)

Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R tak, Zze L = h(D N R) pro vhodny
Dyckiiv jazyk D a homomorfismus h.

@ mame PDA prijimajici L prazdnym zasobnikem

@ prevedeme na instrukce tvaru 6(q, a, Z) € (p,w), |w| < 2

e delsi psani na zasobnik rozdélime zavedenim novych stavi

@ necht R! obsahuje viechny vyrazy

o g taa 'Z 'BAp pro instrukci §(q, a, Z) > (p, AB)
e podobné pro instrukce §(q, a, Z) € (p,A),d(q,a,Z) € (p, \)
o je—li a= )\, potom dvojici aa~ ' nezarazujeme
@ definujeme R takto: Zygo(R!)*Q~1!
@ Dyckiv jazyk je definovan nad abecedou *UYXtuQuU Q-turur-it
@ DN Zyqo(RN*Q~1 popisuje korektni vypocty

—~ ~ N ~ = ~ =
4 qoqo_1 aa_lzo_1 BApp bbb tA tgg tecc B! 7t

@ homomorfismus h vydéli prectené slovo, tj.
h(a) = a  pro vstupni (¢tené) symboly
h(y) = X  pro ostatni. —
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uringovy stroje — historie a motivace

@ 1931-1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing
@ Turinglv stroj
e zachyceni prace matematika

@ nekonecna tabule
|lze z ni ¢ist a Ize na ni psat
e mozek (Fidici jednotka)

Finite
control

(e

y

e Formalizace TM: B B]x

X,

I

X |B
"

@ misto tabule nekonecna paska

@ misto kridy Cteci a zapisovaci hlava, kterou lze posunovat v obou smérech

@ misto mozku konecéna Fidici jednotka (jako u PDA)

e dalsi formalizace:

@ J—kalkul, ¢astecné rekurzivni funkce, RAM

@ Snazime se definovat problémy nerozhodnutelné jakymkoli pocitacem.
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uringuv stroj

Definition 11.1

Turingtiv stroj (TM) je sedmice M = (Q, %, T, 46, qo, B, F) se slozkami:
R konec¢na mnozina stavu
> konecna neprazdna mnozina vstupnich symbolu

[ konecnd mnozina vSech symboliu pro pasku. Vidy T D Y, QN T = 0.

0 (Caste¢nd) pfechodova funkce. (Q — F) xI' - Q x I x {L, R}, v
0(q,x) = (p, Y, D):

€ (Q — F)! aktudlni stav

€ [ aktualni symbol na pasce

novy stav, p € Q.

€ [ symbol pro zapsani do aktualni bunky, prepise aktualni obsah.

€ {L, R} je smér pohybu hlavy (doleva, doprava).

O <w Xa

do € Q pocatecni stav.

B €I —X. Blank. Symbol pro prazdné bunky, na zacatku vsude kromé
konec¢ného poctu bunék se vstupem.

F C @ mnozina koncovych neboli prijimajicich stavi.

ozlisuie [ a > a neuvadi se prazdnv svmbol B. ti. pétice.
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Definition 11.2 (Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description ID))

Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description ID) je Fetézec
XiXo ... Xi—1gXiXig1 ... X, kde
@ g je stav Turingova stroje
@ Cteci hlava je'vlevo od i—tého symbolu
@ Xi...X, je Cast pasky mezi nejlevéjSim a nejpraveéjSim symbolem riiznym od
prazdného (B). S vyjimkou v pfipadg, ze je hlava na kraji — pak na tom kraji
vkladame jeden B navic.

Definition 11.3 (Krok Turingova stroje)

Kroky Turingova stroje M znaéime ,\I—/I7 /\'_4*’ —* jako u zasobnikovych automatd.
Pro 5(q7XI) — (pa Y) )
o X1X2 ce X,'_qu,' i1 .- - Xn /\I_ﬂ X1X2 ce Xi—2pXi—1YXi—i—1 556 Xn

Pro 5(q7XI) — (pa Y7 R)
o X1X2 “. X,'_qu,'X,'_|_1 “. Xn l\l_ﬂ X1X2 c. X,'_lYpX,'_|_1 .. .Xn.

Odvozeni v konecném poctu kroki I\l_/l* definuji rekurzivné pro Z, 7, IC konfigurace

Ziklad: 7 F* 7 Rekurze: Pokud ZF 7 a J " K, tak i Z+F* K.
M M M M
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A TM for {0"1";n > 1}

Definition 11.4 (TM pfijima jazyk, rekurzivné spocetny jazyk)

Turingtiv stroj M = (Q, X, T, 6, qo, B, F) prijima jazyk
L(M)={w € X*: gow AI—”* apB,p € F,a, 3 € T*}, tj. mnozinu slov, po jejichz
preCteni se dostane do koncového stavu. Pasku (u nas) nemusi uklizet.

Jazyk nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je prijiman néjakym
Turingovym strojem T (tj. L= L(T)).

Example 11.1 (TM pro jazyk {0"1";n > 1})

Turingﬁv StrOj M = ({q07 di, 492, g3, q4}7 {07 1}7 {07 17 X7 Y? B}? 57 do, B7 {q4}) s 0
v tabulce ptijima jazyk {0"1";n > 1}.
Stav 0 1 X Y B

do (Q17X7 R) _ _ (q37 Y) R) -

g | (q1,0,R) (g2, Y, L) - (q1, Y, R) -

ado (CI2,07 L) - (C]o,X, R) (q27 Y) L) —

as - _ _ (q37 Y7 R) (q4787 R)

q4 - - - - -

4
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Rekurzivni jazyky

Definition (TM zastavi)

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s Ctenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto situaci, t.j., 4(g, X) neni definovano.

@ Predpokladdme, ze v prijimajicim stavu g € F TM zastavi,

@ dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo neprijme slovo.

Definition (Rekurzivni jazyky)

Rikdme, ze TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj
nad w zastavi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.
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Prechodovy diagram pro Turinglv stroj

0/0 — 0/0 «
Y/Y - Y/Y «+

Definition 11.5 (Pfechodovy diagram pro TM)

0/X — 1Y «
Prechodovy diagram pro TM sestava z uzli —’ e @
odpovidajicim staviim TM. Hrany g — p jsou
oznaceny seznamem vsSech dvojic X /YD, kde

5(g,X) = (p, Y, D), D € {+—, =},

Pokud neuvedeme jinak, B znaci blank —

Y)Y — X/ X —

prazdny symbol. Y/Y =
y

State 0 1 X Y B
do (CI17X7 R) - - (Q3,Y, R) -
a1 (q1707 R) (q27 Y7 L) _ (qla Y7 R) -
q (Q2,0, L) - (QO,X, R) (q27 Y, L) -
as - - - (Q3,Y, R) (Q4,B, R)
da - - - - -
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A TM for {0"1";n > 1}

@ Na pasce vzdy vyraz typu X*0*Y*1*

postupné prepisujeme 0 na X a
odpovidajici 1 na Y

go prepise 0 na X a preda rizeni g;

g1 najde prvni 1, prepise na Y a preda
fizeni g

g> se vrati k X, necha ho byt a preda
fizeni qo

pokud qo vidi Y, preda rizeni g3

g3 dojde zkontrolovat, jestli na konci
nezbyly 1

pokud g3 naslo B, preda rizeni g

qa skonCi Uspéchem (je prijimajici)

pokud g3 narazilo na 1, tak skonci
nelspéchem

@ nema instrukci
@ neni prijimajici.

Automaty a gramatiky Turinglv stroj, rozsireni 11
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M pro {0"1":n > 1}
0/0 — 0/0 «+
YIY =5 YV «

_)O/X %81/\/ <—

Y/Y — X/ X —

YY —
Slovo 0011

400011 - Xq;011 - X0gy11 - Xg.0Y1 F g X0Y1 F Xqgo0Y1 F XXq, Y1 -

- XXYqi1 - XXao YY F Xgo XYY F XXqo YY F XXYqsY - XXYYqsB - XXYYBa,k
Slovo 0010

400010 F Xg1010 - X0g110 - Xg20Y0 - g, X0Y0 - Xqo0 YO0 - XXg;, YO

= XXYq10 - XXY0qg; B a skonéi netispéchem, protoze nem3 instrukci.
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Jesté priklad, rekurzivné spocetné jazyky

Example 11.2

Jazyk L = {a*"|n > 0}
prijima Turinglv stroj M = ({qo0,q1,9r},{a},{a, B}, 4, qo, B, {qr}) s d v tabulce:
0 komentar
0(qo, B) = (gr, B, R) prazdné slovo, konec vypoctu
0(qo,a) = (q1,a,R)  zvétsi ¢itac (2k + 1 symboli)
0(g1,a) = (qo,a,R)  nuluje ¢ita¢ (2k symbol().

@ Regularni jazyky:

e simulujeme koneény automat, pohyb hlavy vzdy vpravo,

e vidim-li B, tj. konec vstupu. Pokud je stav DFA prijimajici, prejdu do nového
prijimajiciho stavu gr.

o (Z gr nesmi byt instrukce, z prijimajicich stavii DFA potrebuji instrukce
kopirovat.)

@ Bezkontextové jazyky: nejsnaze s pomocnou paskou simulujici zasobnik, bude
za chvili.
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M s vystupem

Turinglv stoj pocitajici monus m=n = max(m — n,0).
o M= ({q07 di,492, 43, 44, qs, q6}7 {07 1}7 {07 17 B}a 57 do, Ba {qﬁ})

@ Pocatecni paska 010",
@ M zastavi s paskou 0" obklopenou prazdnem B.
@ Najdi nejlevéjsi 0, prepis na B.
B/B —
@ Jdi doprava a najdi 1; pokracuj, najdi O a
Yapid (@ (o Y226\ =}
prepis na 1. O/BQ\d 11
@ Vrat se doleva. /g 007 V1™gp.
@ Pokud nenajdes 0 (uklid): @B/Bﬁ@\ @
v vy \_/B/0—
@ vpravo: prepis vsechny 1 na B.
o vlevo: m < n: prepi$ vSechny 1 a 0 na B, Ve Ve

nech pasku prazdnou.
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Pamét v ridici jednotce, Pomocna stopa

N4 A\V4 ]
]

Example 11.3 (P¥iklad paméti ve stavu TM)

Pro jazyk L(M) = (01* 4+ 10*) si pamatujeme prvni znak, stav je dvojice (obecné

n_tice)' /\g: ({q0781} X {07 1, B},]{-O, 1}7 {Ov 1, B},B& [Qo, B]v Bv{[qla B]})
— [q0, B] | ([¢1,0],0,R) | ([a1,1],1, R)
[q1,0: ([ql,O],l,R) ([q170]7B7 R)
[qla]-: (:q171:707 R) ([q171]787 R)

>|<[qlv

Example 11.4 (P¥iprava pomocné stopy

Budeme potrebovat dvé stopy na pasce. PrepiSeme vstup na dvojice, nahore
budeme mit volno na pozndmky. V definici 0 pouzivdm zastupny znak pro vstupni
pismeno a € {0,1}.

:q07 8]7 3) — ([q07 8]7 [87 a]a R)

qo, B, B) = ([g-1, B], [B, B], L) jsem na konci, otacim

q-1,B],[B, a]) = ([g-1, B], [ B, a], L) jdi vlevo

o
o
o

o O]

Y
<
\
\
N—"
<
Q

Automaty a gramatiky

q_1, B, B) = (|q1, B], B, R) dvé stopy pripraveny pro dalsi praci.
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Vice stop na pasce
{wew|w € (0 +1)T},
7q9} X

° Lwcw —

o M =

({q1,...
{0,1,B},{[B,0],[B, 1],[B, c|}, {B, *} x

{07 17 Bv C}> 57 [q17 B]> [Bv B]v {[q97 B]})

@ ¢ je definovéano (a,b € {0,1}):

State q

Storage

Track 1
Track 2
Track 3

N [~ | >

, R) nacti symbol a

, R) jdi vpravo, hledej stred c,

R) pokracuj vpravo ve stavu gs,

R) pokracuj vpravo,
, L) zkontroluj shodu, vymaz pamét a jdi vlevo,
, L) jdi vlevo,

], L) c pokracuj za stred ve stavu gs,
co kontrolovat
], L) jesté budeme kontolovat,
], L) jdi vlevo,
R) znovu zacni,
, R) uz vse vlevo od ¢ porovnano, jdi vpravo,

] R) pokracuj vpravo,
, R) pokracuj vpravo,

° (g1, B], B, a]) = ([g2, 4], [*, a
¢ 5( qz,d B b) (q2va] [B b
° 5(_(]2, .B C) (q3va]7[Bv C:>
¢ 5((]3,3 >|<7b]) ([Q3,a],[*,b],
o (g, 4, [B, a]) = ([gu, B, [, 4
o 0([qs, B, [, a]) = ([ga, B, [*, 4]
@ 5( q4,B: BC): Q5,B_,_B,C
@ rozeskok podle toho, jestli je jesté
o d([gs, B],[B, a]) = ([gs, B, [B, a
¢ 5(_q678: :B a)_(_q678:7:873
o 6([do, B, [+ a]) = ([az, B], [+, a],
° 5(Q5, B :*73 ) — (-q77 B -* a-
o o([ar, BB, ]) = ([, B], [B, c
° 5(q8aB * a): q8vB: %, a
o ([gs, B, [B. B]) = ([av, B, [B, B, R) pHijmi.
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Theorem 11.1 (Rekurzivné spocetné jsou Lg)

Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu 0.

Proof: Od Turingova stroje ke gramatice

pro Turinglv stroj T najdeme gramatiku G, L(T) = L(G)
@ G=({S,C,D,E} U{X}xexsur U{Qi}qeq,Xx,P,S), P je:
@ gramatika nejdrive vygeneruje pasku stroje a kopii slova
wB"WRQuB™ , kde B’ ptedstavuji volny prostor pro vypocet
@ potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)

@ v koncovém stavu smazeme pasku, nechdme pouze kopii slova
o 7&/ VMI%@ZA, /déflffé”’l/ §A7V 0 CTIéSA/f&er f&/éﬂ/ {/?75/
1) S DQoE T T L
D — xDX|E — generuje slovo a jeho revizni kopii pro vypocet

= ; )E(}BQAP generuje volny prostor pro vypocet
=12) XP— QX pro o(p, x) = (g, x’, R) - i
S XPY = XYQ  prod(p,x)=(q,¥, L) %Z”i”}/i%/’f;i/
) P— C pro p F —\>/}77MW;4/[/0 ol
el CA— C,AC — C mazani pasky
C— A konec vypoctu

L
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Priklad

Turingiv stroj pro jazyk L = {a*"|n > 1}, TM

M = ({q07 di, 92, qF}) {a}a {3}757 qo, B7 {CIF}) s 0 v tabulce:

0 komentar

d(q0,a) = (g1, a,R)  prvni symbol

0(g2,3) = (q1,a, R)  zvétsi ¢itac (2k + 1 symbolii)
0(g1,a) = (g2, a,R)  nuluje ¢itac (2k symboli)
0(g2, B) = (qr, B, L) prijme a zastavi

Example 11.5

Gramatika G = ({5, C, D, E, Qo, Q1, @2, QF, a},{a}, S, P1U P, U P3),

Prechodova funkce

Inicializace
( aQ
(S — DQE ;QO
Pp=<D — aDalE,; P, = ;Qz
aW
\E — BE\)\/ \BQQQ

%

%
_>
%

@a

Q12

(ha
BaQF )

Mazani
(Qr —
Ca —
» P3=<¢aC —
BC —
L ¢ -

> 00O 0O 0O

/
v

Konkrétné pro aa € L(M) vygeneruji aaBaa@y, mezivysledek aaBaQra a vysledek

ada.
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Od Turingova stroje ke gramatice

Jesté L(T) = L(G)?

o we lL(T)
o existuje konecny vypocet stroje T (konelny prostor)
e gramatika vygeneruje dostatecné velky prostor pro vypocet
e simuluje vypocet a smaze dvojniky

o we L(G)
e pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
o derivaci mizeme preusporadat tak, ze poradi je 1),2),3).
e podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav.

Gramatika po zjednoduseni

Example 11.6 G=({S,C,D,E,a, Q, @}, {a},P,S)
Turinglv stroj M = S — DQq
({90, 91, 9r},{a},{a, B}, 4, q0, B, {qr}) g—> 3Dg|3

5(%, B) = (qF, B, R) Qo —

0(qo,a) = (q1,4a, R) a@Qy — Q1a

0(q1,a) = (g0, a, R) aQ; — Qoa

. Ca— C
C— A

y
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Od gramatik k Turingové stroji

Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spoletny. — - &4d. fr ¥ M2 oy byi; wel

Proof:

idea: TM postupné generuje vSechny derivace

@ derivaci S = w1 = ... = w, = w kdédujeme jako slovo
HSHwH# ... FwH
@ umime udélat TM, ktery prijima slova #a#3#, kde a =
@ umime udélat TM, ktery prijima slova #wi# ... #wi#, kde w1 =™ wy

@ umime udélat TM postupné generujici vsechna slova.

Qﬂél//%i/h// /'477%' Li
generuj (dal3f) slovo —— slovo tvofi ano derivace ano €>‘/5/7); Y L //W/ +3.
derivaci konéi w 245721/// b{/é ézﬁ
- * : <= pyé‘L
| i ne %W — ‘Yf/& ?f'/r >
L I:I /
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Definition 11.6 (Vicepaskovy Turinglv stroj)

Pocatecni pozice
@ vstup na prvni pasce, ostatni zcela prazdné
@ prvni hlava vlevo od vstupu, ostatni libovolné
@ hlava v pocatecnim stavu
Jeden krok vicepaskového TM
@ hlava prejde do nového stavu
@ na kazdé pasce napiseme novy symbol

@ kazda hlava se nezavisle posune vlevo, zlistane,
vpravo.

Theorem 11.3 (Vicepaskovy TM)

Vicepaskovy TM

KaZdy jazyk prijimany vicepaskovym TM je prijimany i néjakym (jednopaskovym)

Turingovym strojem TM.
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Proof: vicepaskovy TM

@ konstruujeme Turingiv stroj M
@ pasku si predstavime, ze ma 2k stop

e liché stopy: pozice k—té hlavy
e sudé stopy: znak na k—té pasce

@ pro simulaci jednoho kroku navstivime
vsechny hlavy

@ ve stavu si pamatujeme

e pocet hlav vlevo
e Vk symbol pod k—tou hlavou

@ pak uz umime provést jeden krok (znovu

béhat) -

@ Simulaci vypoctu k—paskového stroje o n krocich
Ize provést v &ase O(n?) (simulace jednoho kroku z

prvnich n trva 4n + 2k, hlavy nejvys 2n daleko,
precist, zapsat, posunout znacky).

Automaty a gramatiky Turinglv stroj, rozsireni 11
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Rozsireni: Nedeterministické Turingovy stroje

Definition 11.7 (Nedeterministicky TM)

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame sedmici

M= (Q,%X,I,d,q0,B,F), kde Q,%,I", qo, B, F jsou jako u TM a
0:(Q—F)xI—= P(QxT x{L,R}).

Slovo w € L* je prijimano nedeterministickym TM M, pokud existuje néjaky
vypocet gow F* apl, p € F.

Theorem 11.4 (Nedeterministicky TM)

Pro kazdy My nedeterministicky TM existuje deterministicky TM Mp takovy, ze
L(My) = L(Mp).

Velmi strucné (ptiprava)

prohledavame do Sirky mozné vypocCty My
e odvozeno v k krocich
o maximalné m* konfiguraci

e kde m = max|(q, x)| je max. pocet Y
voleb My, smax [8(q.x)i
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Proof: idea dikazu

@ paska nekonecnd — nelze pouzit podmnozinovou konstrukci

@ prohledavame do Sirky vsechny vypocty My
@ modelujeme TM se dvéma paskami

e prvni paska: posloupnost konfiguraci

@ aktudlni oznadena (kfizkem na obrazku)
@ vlevo uz prozkoumané, mizeme zapomenout -
@ vpravo aktudlni a pak dalsi ¢ekajici ij

e druha paska: pomocny vypocet Qe i ez Fimg *AHD)

Scratch

@ zpracovani jedné konfigurace obnasi e

e precti stav a symbol aktualni konfigurace ID
e je—li stav prijimajici € F, prijmi a skonci

e napis konfiguraci ID na pomocnou pasku

e pro kazdy mozny krok § (ulozeny v hlavé Mp)

@ proved krok a napis novou ID na konec prvni pasky

e vrat se k oznacené ID, znac¢ku vymaz a posun o 1 doprava
e opakuj u
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Jednosmérna paska

Xo

X1

X2

*

X1

X_2

Lemma (Jednosmérna paska)

Pro kazdy Turingiv stroj M, existuje Turingiv stroj My, ktery pfijima stejny jazyk

d

@ M, nikdy nejde vilevo od pocatecni pozice
@ M, nikdy nepise blank B.
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Shrnuti

@ Turingiiv stroj: nekonecna oboustrannd paska, mize Cist, psat, pohybovat
hlavou.
@ Prijimani TM: TM prijima pokud vstoupi do koncového stavu.
TM s vystupem: Hlava na prvnim pismenu odpovédi, kromé odpovédi B.
@ Rekurzivné spocetné jazyky (RE): jazyky prijimané néjakym Turingovym
strojem.
@ Konfigurace TM: Vsechny symboly pasky mezi nejlevéjSim a nejpravéjsim
ne—B. Stav a pozice hlavy hned vlevo od pravé ¢teného symbolu.
@ modelovaci triky
e Pamét v ridici jednotce
e Vice stop
@ Rozsireni TM bez rozsireni tridy prijimanych jazyki:
o Vicepaskové TM Samostatny pohyb hlav na paskach (lze simulovat na
pridanych stopach).
e Nedeterministicky TM: M4 instrukce na vybér, na prijeti staci jeden
prijimajici vypocet.
@ Budou: Linearné omezené automaty LBA
e Vstupni slovo mezi levou a pravou znackou, hlava nesmi za tyto znacky ani je
prepsat.
o LBA rozpoznavaji pravé kontextové jazyky.
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Kontextové jazyky

Turingovy stroje
Vicepaskové, nedeterministicke

A
Y

gramatiky Typu O

kontextové gramatiky
monotonni gramatiky

A
Y

linedrné omezené automaty

A
Y

zasobnikové automaty bezkontextové gramatiky

konecné automaty
DFA, NFA, ANFA

A
Y

regularni gramatiky

e gramatiky typu 1 (kontextové jazyky Lq)
e pouze pravidla ve tvaru A — awp
AcV,a,fe(VUT)*we (VUT)"

e jedinou vyjimkou je pravidlo § — A\, potom se ale $ nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla
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Chomského hierarchie

o gramatiky typu 0 (rekurzivné spoletné jazyky L)
pravidla v obecné formé a — 8, a, 8 € (VU T)*, a obsahuje neterminal

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L;)
@ pouze pravidla ve tvaru aAf — awpf
AcV,a,Be(VUT)we(VUT)T
e jedinou vyjimkou je pravidlo S — A\, potom se ale S nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla

e gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru A > w, A€ V,we (VUT)"

e gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky L3)
pouze pravidla ve tvaru A - wB,A > w, A, Be V,we T"
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Monotonni a kontextové gramatiky

Example 12.1 (kontextovy jazyk)

L ={a"b"c"|n > 1} je kontextovy jazyk, neni bezkontextovy.

S — aSBClabC

CB — BC neni kontextové, nutno rozepsat!
Monoténni gramatika: bB — bb

bC — bc
cC — cc

@ Je snazsi napsat monoténni gramatiku
a upravit ji na kontextovou.
@ Vygeneruji stejny pocet a, B, C.
@ Preusporadam - proto potrebuji B, C netermindly.
@ Dovolim prepsat jen v abecednim poradi

e Zacinam s malymi a s jednim b za nimi.
e B se miize prepsat, kdyz je na radé - vlevo od néj b.
= Predevsim nedovolim prepsat B, pokud je pred nim c.
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Separované gramatiky

Definition 12.1 (Separovana gramatika)

Gramatika je separovana, pokud obsahuje pouze pravidla tvaru o« — (3, kde:

@ bud «, 8 € VT (neprdzdné posloupnosti netermindli)
@ neboae VapgeTU{\L

Ke kazdé gramatice G Ize sestrojit ekvivalentni separovanou gramatiku G'.

@ Necht G=(V,T,P,S)

@ pro kazdy termindl a € T zavedeme novy neterminal A’.

@ v pravidlech z P

e nahradime terminaly odpovidajicimi neterminaly
e priddme pravidla A" — a

@ Vyslednad gramatika je separovana a ziejmé L(G) = L(G'). -
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Od monotonie ke kontextovosti

Definition 12.2 (monoténni (nevypoustéjici) gramatika)

Gramatika je monoténni (nevypoustéjici), jestlize pro kazdé pravidlo
(Oz — 5) € P plati |O£| < |5‘ Monotonni gramatiky slovo v pribéhu generovani nezkracuji.

Ke kazdé monotonni gramatice Ize nalézt ekvivalentni gramatiku kontextovou.

@ nejprve prevedeme gramatiku na separovanou

o tim se monotonie neporusi (a pravidla A" — a jsou kontextova)

@ zbyvajici pravidla A; ... An — Bi...B,, m < n prevedeme na pravidla s
novymi netermindly C

A1A2...Am —>C1A2...Am C1C2...Cm —>31C2...Cm

C1A2...Am —>C1C2...Am 81C2...Cm —)BlBg...Cm

C1...Cm_1Am — C1...Cm_1Cm Bl...Bm_lCm — Bl...Bm_le...Bn
[] )
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Priklad kontextového jazyka

Jazyk L = {a'b/c¥|1 < i < j < k} je kontextovy jazyk, neni bezkontextovy.

Proof: (na jednic¢ku povinné)

S — aSBC|aBC generovani symboll a

B — BBC mnozeni symboll B

C —» CC mnozeni symboli C

CB — BC usporadani symboll B a C
aB — ab zaCatek prepisu B na b

bB — bb pokracovani prepisu B na b
bC — bc zacCatek prepisu C na ¢

cC — cc pokracovani prepisu C na ¢

CB — BC neni kontextové pravidlo, nahradime ho
CB —- XB, XB — XY, XY — BY, BY — BC [
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Linearné omezené automaty

@ JeSté potrebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky

@ kontextovou gramatiku dostaneme z libovolné monoténni gramatiky

Definition 12.3 (linedrné omezeny automat (LBA))

Linearné omezeny automat LBA je nedeterministicky TM, kde na pasce je
oznacen levy a pravy konec [, r. Tyto symboly nelze pri vypoctu prepsat a nesmi

se jit nalevo od / a napravo od r.
Slovo w je pFijimano linearné omezenym automatem, pokud existuje

prijimajici vypocet qolwr F* apB, p € F.

@ Prostor vypoctu je definovan vstupnim slovem a automat pri jeho prijimani
nesmi prekrocCit jeho délku

@ u monotdnnich (kontextovych) derivaci to neni problém — Zadné slovo
v derivaci neni delsi nez vstupni slovo.
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Od kontextovych jazyki k LBA

Kazdy kontextovy jazyk Ize prijimat pomoci LBA.

Proof: z kontextové gramatiky k LBA

w
@ derivaci gramatiky budeme simulovat I S r
PlIEEl LLEL Aplikace pravidla
@ pouzijeme pasku se dvéma stopami aXB — aypB
@ slovo w dame nahoru, na zacatek dolni ula | X |6 ]V
stopy S
u | « Y B | v

@ prepisujeme slovo ve druhé stopé podle pravidel G

e nedeterministicky vybereme ¢ast k prepsani
e provedeme prepsani dle pravidla (prava Cast se odsune)

@ pokud jsou ve druhé stopé samé terminaly, porovhdme ji s prvni stopou

e slovo prijmeme nebo zamitneme [
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Od LBA ke kontextovym jazykiim

LBA prijimaji pouze kontextové jazyky.

Proof: z LBA ke kontextovym gramatikam

@ potrebujeme prevést LBA na monoténni gramatiku

e tj. gramatika nesmi generovat nic navic

@ vypocet ukryjeme do 'dvoustopych’ neterminali

¢ generuj slovo ve tvaru (307 [q0717 30])7 (317 31)7 LR (am [anaf])
W
quL do dnp, I
@ simuluj praci LBA ve 'druhé’ stopé (stejné jako u TM)
o pro d(p,x) =(g,x',R): Px — x'Q
o pro 6(p,x) = (gq,x',L): yPx — Qyx’
@ pokud je stav koncovy, smaz 'druhou’ stop

@ specialné je treba oSetrit prijimani prazdného slova
e pokud LBA prijima A, priddme specialni startovaci pravidlo =
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Mé&jme linedné omezeny automat pro jazyk L = {a°"|n > 1}, LBA

M = ({90, 91,92, 9r},{a},{a, 1, r},d,qo, B,{qr}) s 0 v tabulce:
komentar

(q0,!) = (qo, 1, R)  presko&im prazdnou zardzku

(g0, a) = (q1,a, R) zvétsi ¢&ital (2k + 1 symboli)

(g2,3) = (q1,3, R) zvétsi CitaC (2k + 1 symboli)

( )

(

gi,a) = (g2, a, R) nuluje &itac (2k symboli)
G2, 1) = (qF,_, L) konec vypoctu, pfijimam.

SHh O O O O Oy

Example 12.3 (Gramatika z linedné omezeného automatu)

Monoténni gramatika G = (V,{a}, S, P, U P, U P3)
\ rS — LR|LCR\
a a a ;
qO[a] ’ qua] ’ [/a] ’ C — CC| [a]

V=3 L) lova) Lo 1 i
geal ' |qua|’ |ar|’ [M,_ L — [qola]
a 5 | a
| a|’ |quar|’ |aqer J R — [a]
/
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Pravidla pro prechodovou funkci

( 3 3 Y Pravidla mazani
la ~ Igoa
dol 140 o 3 IR 3 a\

a a a a al [M M.
lqoa) |a] 7 |la| |qua) | Ps =4 21T 2 /
- o — aa

a|la al | a [[a] [M<—]

— \ y,

_QQ a_ _a_ _a_ _CI1 a_
- o - -~ +1 | Obecnégji

a a a a

Py = < qal | — al |qa * o P¥i vice pismenech bychom

ST ST méli varianty (témér) vsech

a a I a neterminal pro kazdé
qral| |ar al| |qgiar pismeno, totéz pismeno

] ] nahore i dole.

d _ [ a ] @ Pokud skoncime uvnitr slova,
q1al] aq2L musime mazat do obou stran
T 2 az k zarazkam.
%
\ _aq2£_ [M%] )
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Hierarchie jazykil (kontextové a vys)

rekurzivné
spocetné (=RE)
Lo
Ly ={(M,w);
ITM M pfijima w}

kontextové (=CL) Ly = {w; TM s kédem w

neprijima vstup w}
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Rekurzivni jazyky

Definition 12.4 (TM zastavi)

TM zastavi pokud vstoupi do stavu g, s Ctenym symbolem X, a neni instrukce
pro tuto situaci, t.j., 4(g, X) neni definovano.

@ / definice, v prijimajicim stavu g € F TM zastauvi,

@ dokud nezastavi, nevime, jestli prijme nebo neprijme slovo.

Definition 12.5 (Rekurzivni jazyky)

Rikdme, ze TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj
nad w zastavi.
Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.
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Hierarchie jazykil (kontextové a vys)

rekurzivné
spocetné (=RE)
Lo
Ly ={(M,w);
ITM M pfijima w}

kontextové (=CL) Ly = {w; TM s kédem w

neprijima vstup w}
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Jazyk ktery neni rekurzivné spocetny

Sméfujeme k dikazu nerozhodnutelnosti jazyka dvojic (M, w) takovych, Ze:
@ M je binarné kédovany Turingiiv stroj s abecedou {0, 1},
o we{0,1}* a
@ M neprijima vstup w.
Postup:
@ Kdédovani TM binarnim kédem pro libovolny pocet stavii TM.
@ Kéd TM vezmeme TM jako binarni retézec.

@ Pokud kod nedava smysl, reprezentuje TM bez transakci. Tedy kazdy kdd
reprezentuje néjaky TM.

e Diagonalni jazyk Lg;
Ly = {w; TM reprezentovany jako w takovy, Ze nepfijima w}.

@ Neexistuje TM prijimajici jazyk Ly. Spusténi takového stroje na vlastnim
kédu by vedlo k paradoxu.

Jazyk Ly nenf rekurzivné spoletny. Proto Ly neni rekurzivni. Lze dokéazat,
ze Ly je rekurzivné spocetny.
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Kdédovani L

1 2 .
@ Pro kédovani TM M = (Q,{0,1},T,0,q1, B,{qg2}) ocislujeme stavy, symboly
a sméry L, R.
@ Predpokladejme:
e Pocatecni stav je vzdy q;.
o Stav go je vzdy jediny koncovy stav (nepotfebujeme vic, TM zastavi).
e Prvni symbol je vzdy 0, druhy 1, treti B, prazdny symbol. Ostatni symboly
pasky ocislujeme libovolné.
 Smér L je 1, smér R je 2.

o Jeden krok 6(qgi, X;) = (qk, Xi, Dm) kédujeme: (0/10/10510/107. VSechna
i,j,k,I,m>1 takze se dvé jednicky za sebou nevyskytuji.

@ Cely TM se sklada z kédi vsech prechodii v néjakém poradi oddélenych
dvojicemi jednicek 11: ¢G11G11...C,_111GC,,.
Budeme potrebovat usporadat retézce do posloupnosti:

o Retézce bereme usporadané podle délky, stejné dlouhé usporadiame
lexikograficky.

@ Prvni je A, druhy 0, treti 1, Ctvrty 00 atd.
@ j—ty retézec oznacujeme w;.
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Priklad kédovani TM

Turinglv stroj

M = ({Ch, az, Q3}7 {O, 1}, {O, 1, 3}757 g1, B, {Q2})

0 0 1 B
— q1 p (Q3,0, R)
*q2
Qy/((halaR) (Q2707 R) (q3717L)'

Kéd pro transakce:
2,01 1 Cl 0, I C2 C3 C4
0100\1 9910/100 ‘ 0001010100100 | 00010010010100 | 0001000100010010
@ Kéd celého TM:
9100100010100@00010101001001100010010010100110001000100010010.

sl

oJ(‘éfw/‘" jws{m’m
l/&pﬂ/m/ i) [45c{/ ()w%it v ivshnlie P 0 w sm 9,
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Definition 12.6 (Diagonalni jazyk)

Diagonalni jazyk L, je definovany
Ly ={w € {0,1}*; TM reprezentovany jako w ktery nepfijima slovo w}.

Ly = {w; na diagonile je 0}. o Pedpokladejme Ly joRE) Ly = L(My) pro

Theorem 12.3 néjaky TM M. <>yl Spoizdy”

@ Jeho jazyk je {0,1}, tedy je v seznamu na
obrazku: 'Prijima TM M; vstupni slovo w;?’

Ly neni rekurzivné spocetny
jazyk, tj. neexistuje TM

pfijimajici Ly. '@ Alespon jeden retézec ho kéduje, reknéme
: Slora ’ Code(Md) = Wy. — > % sthme W$eelo s@%z/é@fé
J o o—— —> 3/ 4 %&w purs” /jﬂ /czgw/ o L
1 2 3 4 - @ Jewy €Ly bidyfe
TMV/ PN PO e Pokud 'ano’, na diagonale ma byt 0, tj.
i 2 N0 Wy ¢ L(Md) = Ly, spor. /77["/4'2 9;, /%ﬂ/%“é 5777
300 0N\I\l o : . e
¢ RORN o Pokud 'ne’, na diagonale ma byt 1,
N wg € L(My) = Lq, spor.
' ( : Proto takovy My neexistuje. Tedy Ly neni

54)472 (‘ﬂu7/ T//] ﬂf/,)'.’bh,,/ I?agonal - rekurzivné SPOéetny_
§/ﬂ(ﬂ = 4 /';'wq(t 0 P \m)ﬂﬂ/’lm i
| S 3et /
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Univerzalni Turinglv stroj

Definition 12.7 (Univerzalni jazyk)

Definujeme univerzalni jazyk L, jakozto mnozinu binarnich retézci které koduji
par (M, w), kde M je TM a w € L(M).

TM prijimajici L, se nazyva Univerzalni Turingiliv stroj.

Theorem 12.4 (Existence Univerzalniho Turingova stroje)

Existuje Turingtiv stroj U, pro ktery L, = L(U).

Finite Popiseme U jako vicepaskovy Turingiv stroj.

control

@ \ @ Prechody M jsou napsany na prvni pasce
spolu s retézcem w.
Input M w , , . . , v
/ \\ @ Na druhé pasce simulujeme vypocet M,

v 7 /s 7 7/ . /7 . I'

Tape of M 0001000001010001 *** pouzivajici format jako kod M, tj. symboly 0

P — oddélené jednickou 1.
Staeof M 000 **r OBB " @ Treti paska obsahuje stav M reprezentovany
i nulami.

Scratch
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Operace univerzalniho Turingova stroje

Operace U jsou nasledujici: Y
Tape of M 0001000001010001  *** /

@ Otestuj, zda je kéd M legitimni; L
pokud ne, U zastav bez prijeti.

Scratch

@ Inicializuj druhou pasku kédovanym slovem w: 10 pro 0 ve w, 100 pro 1;
blank jsou nechané prazdné a nahrazeny 1000 pouze 'v pripadé potreby..

@ Napis 0, pocatecni stav M, na treti pasku. Posun hlavu druhé pasky na prvni
simulované policko.
@ Simuluj jednotlivé prechody M
o Najdi na prvni pasce spravnou transakci 0'10/10X10'10™, 0 na pésce 3, ¢/ na
pasce 2.
o Zmé&n obsah pasky 3 na 0.
o Nahrad O/ na 2. pasce fetézcem 0'. Pouzij ¢tvrtou 'scratch tape’ pro spravné

mezery.
e Posun hlavu 2. pasky na pozici vedle 1 vlevo nebo vpravo, podle pohybu m.

@ Pokud jsme nenasli instrukci pro M, zastavime.

@ Pokud M prejde do prijimajiciho stavu, pak U také prijme. []
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[&L € RE = L, L je rekurzivn{

Y
<

w

™ Accept> <: Accept

. . s - . . oo — Reject Reject
Je—li L rekurzivni jazyk, je rekurzivni i L.
Theorem 12.5 (Postova véta) [ At A
Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L i L t T e ——
(doplnék) jsou rekurzivné spocetné. :

o Mame TM L = L(M;) a L = L(M,).
@ pro dané slovo w naraz simulujeme M; i M, (dvé pasky, stav se dvéma
komponentami).

@ Pokud jeden z M; prijme, M zastavi a odpovi.

@ Jazyky jsou komplementarni, jeden z M; vzdy zastavi, L je rekurzivm’D
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Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

Theorem 12.6 (Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka)

L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni.

@ Mame TM prijimajici L,, tj. je RE.

@ Predpokladejme, ze je L, rekurzivni.

e Pak L, by byl také rekurzivni.

@ Pro TM prijimajici L, mizeme
zkonstruovat TM prijimajici Ly
(vpravo).

@ Protoze vime, ze L4 neni RE, L,
neni RE a L, neni rekurzivni.

w

Modifikace TM pro L, na TM pro Ly:

Hypothetical — Accept — T Accept

> Copy ™ wlllw = algorithm

Mfor L, | » Reject — Reject

M’ for Ld

o Retézec w prepi$ na wlllw
(2—paskovy, preved na 1-paskovy).

@ Simuluj M na novém vstupu.
Prijmi iff M prijme.

@ Zvol i tak ie_vv,- — w. Predchozi
krok prijima L,, tj. pripady kdy
M; neprijima w;, tj. jazyk L.
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Nerozhodnutelné problémy o automatech a gramatikach

Definition 13.1 (Rozhodnutelny problém)

Problémem P myslime matematicky/informaticky definovanou mnozinu otazek
kédovatelnou Fetézci nad abecedou ¥ s odpovédmi € {ano, ne}.

Problém je (algoritmicky) rozhodnutelny, pokud existuje Turinglv stroj TM
takovy, ze pro kazdy vstup w € P zastavi a navic pfijme pravé kdyz P(w) = ano
(tj. pro P(w) = ne zastavi v ne—ptijimacim stavu).

Problém ktery neni algoritmicky rozhodnutelny nazyvame nerozhodnutelny
problém.

'Rozhodnutelny’ mluvi o problémech, 'rekurzivni’ o jazycich, jinak jde o 'totéz.

Example 13.1 ('Problémy’)

@ Obsahuje vstupni slovo pét nul?

@ Je vstupni slovo korektné definovanym kédem Turingova stroje v kédovani
vyse?

@ Zastavi TM kédu M nad slovem w?

@ Zastavi TM kdédu w nad slovem w?

v
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Redukce

Definition 13.2 (Redukce)

Redukci problému P; na P, nazyvame yes
algoritmus R, ktery pro kazdou instanci
w € Py zastavi a vydd R(w) € P, tak, Ze

yes

no
no

@ Pi(w) = ano pravé kdyz P;(R(w)) = ano

@ tj. i Pi(w) = ne pravé kdyz
P>(R(w)) = ne.

Example 13.2
e " i = @ P; = Neprijima TM
cdukee pro 4 nd Pro- Lu- reprezentovany w vstupni
slovo w?
Hypothetical — Accept — T Accept
w > Copy ™ wlllw = algorithm Qo P2 — Nep\fufmé TM
Mfor [, | » Reject —— Reject 7 .
M for L, reprezentovany M vstupni
slovo w?
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Véta o (ne)rozhodnutelnosti diky redukci

Theorem 13.1 (Redukce)

Pokud existuje redukce problému Py na P, yes
. yes
pak:
@ Pokud Py je nerozhodnutelny, pak je o "

nerozhodnutelny i P5.

@ Pokud P; neni rekurzivné spocetny, pak
neni RE ani P-.

4

@ Predpokladejme P; je nerozhodnutelny. Je—li mozné rozhodnout P>, pak
mizeme zkombinovat redukci P; na P, s algoritmem rozhodujicim P> pro
konstrukci algoritmu rozhodujiciho P;. Proto je P> nerozhodnutelny.

@ Predpokladejme P; ne—RE, ale P, je RE. Podobné jako vyse zkombinujeme
redukci a vysledek P, k dikazu P; je RE; SPOR.

[]

v
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Problém zastaveni

Vime: L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni.

Definition 13.3 (Problém zastavenf)

Instanci problému zastaveni je dvojice fetézci M, w € {0,1}*.
Problém zastaveni je najit alogritmus Halt(M, w), ktery vyda 1 pravé kdyz stroj
M zastavi na vstupu w, jinak vyda O.

Theorem (Problém zastaveni)

Problém zastaveni neni rozhodnutelny.

@ Redukujeme L, na Halt.

o Predpokladejme, ze mame algoritmus (Turinglv stroj) pro Halt().
e Modifikujeme ho na stroj Halt,,(w); w € {0, 1}*:

o Pokud Halt(w, w), spustime nekonec¢ny cyklus

e jinak zastavime. - 4 ﬁﬁ} s’ yprituont mévm}f &//ﬁs

o Otazka Halt(Halt,,, Halt,,) nenf fesitelna, proto algoritmus Halt() nemiize
. Lt s : Y/ a
existovat. — ~ 710/7/4 45 m reshe po&Wow/a dﬂ;%/ﬂf /7;4} é/
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M prijimajici prazdny jazyk (nic)

Slova w jazyki Le, Lye € {0,1}* vnimame jako kédy Turingovych stroji.
Definujeme: _ o’ 12y v Sty
~ » ..
o L. ={w|L(w) =0} 7/'& /’léﬂ/ﬁ/h& S/JM/@
o s . / j/
o Lne _ {W‘L(W) 7& @}‘/_, 7{)0}7[04&»,; 24%71« V%ﬁy/ /g[éwﬂ h} V179 %/f///ﬂ%&/;[;%/

Redukce: Pro w € Ly do M; L(M) = L.

@ Obraz R(w) je TM, ktery ignoruje
L e je rekurzivné spocetny (RE). svlj vstup x,

@ na vstupni pasku napise w a simuluje

Guessed U na vstupu w.
| —— U — ™ Accept —| ™ Accept
M; -~ @ Jazyk je prazdny iff stroj w neprijima
M for L . vers s . 1 s -
O The w, tj. pFijima diagonalni jazyk.
, . y , wo o> — ™ Accept — ™ Accept
L. neni rekurzivné spocetny, proto — M
L. neni rekurzivni. M’
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Postiiv korespondencni problém

Definition 13.5 (Postiiv koresponden¢ni problém)

Instance Postova korespondencniho problému (PCP) jsou dva seznamy slov
nad abecedou 2 znacené A= wy, Wy, ..., Wy a B = x1,Xxo,..., X, stejné délky k.
Pro kazdé i, dvojice (w;, x;) se nazyva odpovidajici dvojice.

Instance PCP ma reSeni, pokud existuje posloupnost jednoho Ci vice prirozenych
Cisel i1, 0o, ..., im tak ze wiwj, ... w; = X; X, ...X; tj. dostaneme stejné slovo. V
tom pripadé rikdme, ze posloupnost i1, ip, ..., I, je reseni.

Postliv korespondencni problém je: Pro danou instanci PCP, rozhodnéte, zda
ma reseni.

4

Example 13.3

: Seznam A | Seznam B o ¥ ={0,1}, seznamy A,B v tabulce.
/ Wi X v . .

11 111 @ Reseni 2,1, 1,3 vytvori slovo

2 | 10111 10 101111110.

3|10 0 e Jiné redeni: 2,1,1,3,2,1,1,3.

4
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Castecna reseni

Example 13.4

Y ={0,1}. Neexistuje

Definition 13.6 (Caste¢né fedeni)

CasteCnym resenim nazyvame posloupnost indexi

v v i, 2, ...,I takova ze jeden z retézcd wj,w,,,...,w; a
feSeni pro seznamy: . . , T
Lict A | List B Xi, Xip, - - -, X;. j& prefix druhého (i v pripadé, ze fetézce
. nejsou totozné).
/ Wi X 4
1| 10 101
2 | 011 11
3 | 101 O11. Je—li posloupnost &isel Fesenim, pak je kaZdy prefix
< Castecnym Fesenim.
/didvodnéni: N 10101
@ i1 =1, jinak by o i — 1 Fetbrce 1010 B: 101011.::_
prvni symbol SR 101101 ' o
neodpovidal. nesouhlasi na 4.pozici. ° Jsm.e.v.e Etejne
o Mame astedné . 10011 . PozitlJare PO
N @ ih =2, nesouhlasi volbé i1 = 1.
reseni: 10111
A:10--- na 3.pozici. @ Nelze dostat oba
B: 101--- retézce na

@ Je mozné jen ir = 3. _ ’
JE 12 stejnou délku.
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Modifikovany Postiiv korespondencéni probém MPCP

Definition 13.7 (Modifikovany Postiiv korespondencni probém MPCP)

Méjme PCP, tj. seznamy A= wy,wo,...,wx a B=x1,x0,...,X,. Hleddme
seznam 0 nebo vice prirozenych Cisel i1, ip, ..., i, tak ze
W1, W, Wi,y Wi = X1,Xj;, Xips - -+, X;_. V tom pripadé fikame, ze PCP ma

inicialni reseni.
Modifikovany Postliv korespondencni problém: ma PCP inicialni reseni?

4

Example 13.5

R 1
Tento PCP nem3 inicialni o (astecné instance .. |
reseni. p 5 11
seznam seznam : o

_ ‘ z 111111 € Nikdy nesrovnaji na

/ Wi X; _ )

111 111 stejnou délku.

2 | 10111 10 @ Jiné volby vedou k riznym

3110 0 pismenidm abecedy. -
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MPCP redukce na PCP
Lemma 13.1 (Red. MPCP na PCP)

w € MPCP ma inicialni Feseni, pravé
kdyZ ma R(w) reseni.

List A | List B
/ Wi Xj
11 111
2 | 10111 | 10
3| 10 0

List C List D
I | Yyi Zj
0 | *1%* *1*1*1
1| 1% SRR
2 | 1*0*1*1*1* | *1*0
3 | 1*0* *0
419 *$

Example 13.6 (MPCP redukce na PCP.)

@ Vezméme nové symboly *,$ ¢ ¥

@ Vi=1,..., k definujeme y; rozSirenim w; s x za kazdym pismenem w;.

o Vi=1,..., k def. z rozSitenim x; s x pred kazdym pismenem Xx;.
® Yo = *Y1, 20 = Z1.

® Vit1 =9, zk11 = 9.

@ iy, l,...,Im je inicidlni Feseni, iff O, i, ip, ..., im, (k + 1) je FeSeni PCPD

N
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Nerozhodnutelnost PCP

@ Chceme dokazat, ze PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.
@ Redukovali jsme MPCP na PCP (minuly slajd)

@ a redukujeme L, na MPCP.

Konstruujeme MPCP pro TM M =

. LM an MPCP an PCP
Algorithm: Redukce L, na MPCP ! agoritn | agoritn [~ |

(Q,X,T,9,q0, B, F), ktery nikdy nepiSe
B a nejde hlavou doleva od pocatecni pozice. Necht w € 2* je vstupni slovo.

seznam A seznam B

# H#QowH#

X X VXerl

# #

gX Yp pro 6(q, X) = (p, Y, R)

ZgX pZY pro 6(q, X) = (p, Y, L), Z € T symbol pasky
q# Yp# pro 6(q, B) = (p, Y, R)

Zq+# pZY # pro 6(q,B) = (p, Y, L),Z € T symbol pasky
XqY q q € F, prijimajici stav

Xq q qge F

qY q qge F

qH## q# geF.
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Example 13.7

Konvertujme TM M = Seznam dvojic bez B/sym—
({q17 ao, q3} {O 1} {07 17X Y B} 5 di, B {q3}) bolu (Ve dvou tabU|kaCh)
ai 5(q:,0) 5(qi, 1) 5(qi, B) seznam A | seznam B
@ | (@ LR) | (22.0,0) | (¢2,1,1) # | radl
d2 | (45.0.L) | (q1.0,R) | (420, R) 0 )
qs3 - - - L L
a vstupni slovo w = 01 na instanci MPCP. i i
0gs0 g3
seznam A | seznam B zdroj 0gs1 g3
ChO 1Q2 yA 5(q17 O) — (q27 17 R) 1q30 ds
0g:1 q200 z0(q1,1) = (g2,0,1L) 1g;1 g3
lg:1 q210 z 6(q1,1) = (92,0, L) 0qg3 3
OCh# qZOl# yA 5(q17 B) — (q27 17 L) 1C]3 ds
lg1# q211%# | z0(q1, B) = (q2,1, L) g30 93
0g20 9300 z 6(g2,0) = (93,0, L) 31 s
].QQO Q310 y4 5((]2, 0) — (Q3, 0, L) CB## #
g1 0g1 z0(g2,1) = (91,0, R)
Qo7 0g2# z 0(q2,B) = (92,0, R)
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MPCP simulace TM

zdroj

seznam A ‘ seznam B

N - 0(q:.0) = (@2, 1.R)

seznam A | seznam B
0qg;1 q-,00
lg;1 q210
1g17F g2 114
0920 q300

Q27

Ogo#

Z 5((71, 1) — (QQ,O, L)
Z 5((—71, ]') — (q2707 L)
Z 5(671, B) — (q2, 1, L)
Z 5(671, B) — (qz, 1, L)
z 6(q2,0) = (g3,0,L)
Z 5((—7270) — (q3707 L)
VA 5((72, ].) — (ql,O, R)

Z 5(q27 B) — (Q2707 R)

@ M prijima

posloupnosti

g101 - 1g,1 - 10g; - 1g,01 - g3101.
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PCP je algoritmicky nerozhodnutelny

an MPCP‘ an PCP

Theorem 13.4 (PCP je algoritmicky nerozhodnutelny) algorithm [ algorithm

Postiiv korespondencni problém PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.

Predchozi algoritmus redukuje L, na MPCP. Chceme dokazat:

@ M prijimd w pravé kdyz zkonstruovany PCP ma inicidlni reseni.

= Pokud w € L(M), za¢neme inicidlnim parem a simulujeme vypocet M na w.
< Mame-li inicialni reSeni PCP, odpovida prijimajicimu vypoctu M nad w.

e MPCP musi zadit prvni dvojici.

o Dokud g ¢ F, mazaci pravidla se nepouziji.

o Pokud g ¢ F, CasteCné feSeni je tvaru: , t.j. B je delsi nez A

B:xy
e tedy musel skoncit v prijimajicim stavu.
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Algoritmicka rozhodnutelnost u CFL

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné
@ zda dané slovo patri Ci nepatfi do jazyka

e prazdné slovo zvlast
e pak algoritmus CYK
o nebo otestovat vSechny derivace s 2|w| — 1 pravidly,
@ zda je jazyk prazdny
o algoritmus redukce gramatiky (ne—nenerujicich a nedosazitelnych), zjistime,
zda lze z S generovat terminalni slovo
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Nerozhodnutelnost viceznacnosti CFG

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gramatika viceznacna (tj.
existuje slovo jazyka gramatiky, které ma dva rizné derivacni stomy).

Redukujeme PKP na néas problém.

A
Méjme instanci PCP (A = wy,wy,...,w,B =
I X1, X2, ..., Xk), mnozinu index( aj, az,...,ax € N a t¥i
wi A a; gramatiky Ga, Gg, Gag:
/\ GA A — W1A31|W2A82‘ . ‘WkAak‘
Wi, aj, W131’W232‘ ‘Wkak
Gg B —  xiBaj|xxBay|...|xxBax|
A X131|X232| |xkak

Gag {5 — A‘B} U G4 U Gg.
— T Gramatika Gap je viceznacna pravé kdyz instance (A, B)

wW; A d; / VvV Vv Vs
fm—1 'm-1 PCP ma3 reseni.
2 @ Kazdé slovo v G4 ma jednoznacénou derivaci
i (danou a; vpravo). Podobné pro B.
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky CFG

Theorem 13.6

Méjme G, G, bezkontextové gramatiky, R regularni vyraz. Nasledujici problémy
Jjsou algoritmicky nerozhodnutelné:

1 Je L(Gl) M L(Gg) =

2 Je L(Gy) = T* pro néjakou abecedu T 7
3 JeL(Gy) = L(Gg)
4 Je L(Gy) = L(R)?
5 Je L(Gy) C L(Gy)?

C
6 Je L(R) C L(Gy)?
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Prinik L(Gy) N L(Gy) =)

Proof: 1 L(G1)NL(Gy) =10

Pfevedeme PKP na (1)

@ zvolime nové termindly {a1, a2, ...,amn} pro koédy indexi

G1 A — WlAal‘WQAag‘ . ‘WkAak‘
Wlal‘Wzaz‘ 50 0 ‘Wkak
Gz B — X1 Bal‘X2332’ ce ]kaak]
X131|X232| ce |Xkak
@ PKP ma YeSeni pravé kdyz L(Gy) N L(Gy) # ()
@ prvni ¢ast se musi rovnat, druha (a;) zajistuje stejné poradi. ]
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Vée L(G)=T*

Proof: 2 L(G)=T"

Pfevedeme PKP na (2):

@ zvolime nové termindly {a1, as,...,an} pro kody indexi
G1 A— W1A31‘W2A82| ce |WkAak|
Wlal‘Wzaz‘ ce ‘Wkak
G2 B — X1 Bal‘X2832’ c. ]kaak\
X131|X232| ce |Xkak

@ jazyky L(Gy), L(G) jsou deterministické,

o tedy L(Gy), L(Gy) jsou deterministické CFL a L(Gy) U L(G;) je CFL

@ mame CFG G gramatiku s L(G) = L(G1) U L(Gy)

@ PKP ma feSeni & L(G)NL(Gy) # 0 < L(G) = L(G1) U L(Gy) # X

@ Poznadmka: L(G) = () je algoritmicky rozhodnutelné.

@ CFL nejsou uzavrené na doplnék, pouze deterministické CFL ano.
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Proof: 3-6

Zbylé algoritmicky nerozhodnutelné problémy.
3 Je L(Gy) = L(Gp)?
e Dikaz: at G; generuje X*.
4 Je L(Gy) = L(R)?
e Dikaz: za R zvolime X*.
5 Je L(Gy) C L(Gy)?
e Dikaz: at G; generuje X*.
6 Je L(R) C L(Gy)?

e Dikaz: za R zvolime 7. (]

@ Pozndmka: L(G) C L(R) je algoritmicky rozhodnutelné

L(G) C L(R) & L(G) N L(R) = () a zarover (L(G) N L(R)) je CFL
(uzavfenost operaci)
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Shrnuti

Popis nekone¢nych objektli koneCnymi prostredky
@ regularni jazyky

o konecné automaty (NFA, 2FA)
o Nerode (rozklad), Kleene (elementarni operace), pumpovani

@ bezkontextové jazyky

o zasobnikové automaty (DPDA=# PDA)
@ pumpovani

@ kontextové jazyky

e linedrné omezené automaty
@ monotonie

@ rekurzivné spocCetné jazyky

e Turingovy stroje
e algoritmicka nerozhodnutelnost

pouziti nejen pro praci s jazyky.
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Prehled kapitol

© Uvod, Iteraéni lemma pro reg. jazyky

© Redukovany DFA a ekvivalence automatdl, stavil

© Nedeterministické A-NFA, Operace zachovavajici regularitu
@ Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus
© Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

@ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznacnost

@ Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL

© CYK - nalezeni do CFL

@ Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

@ Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

@ Turingilv stroj, roziteni

@ Linearné omezené automaty, Univerzalni TM, Diagonaln{ jazyk

® Nerozhodnutelné problémy, Postiiv korespondenéni p.
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