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Organiza�ní záleûitosti

P�ednáöka:
moodle https://dl1.cuni.cz/course/index.php?categoryid=337

login jako do SIS
video nahrávky p�ednáöek z roku 2019

https://is.m�.cuni.cz/prednasky/prednaska/NTIN071/1

login jako do SIS

Cvi�ení:
vyzkouöíte si prakticky sestrojit automaty a gramatiky

zaûijete p�íklady, coû je n�co jiného, neû je p�e�íst,

pot�ebujete zápo�et, kter˝ ud�lují v˝hradn� cvi�ící.

Zkouöka:
Zápo�et je nutnou podmínkou ú�asti na zkouöce.

Moodle test i ústní �ást

Porozum�ní látce + schopnost formalizace

Orientace v Chomského hierarchii, automatech, gramatikách, (ne)determinizmu,
Napiöte definici, formulujte v�tu, popiöte ideu d�kazu, algoritmus,
za�a�te jazyk do Chomského hierarchie a svou odpov�� dokaûte.
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Poûadavky ke zkouöce

Zápo�et je nutnou podmínkou ú�asti na zkouöce.
Zkouöka sestává z moodle testu a ústní �ásti. Moodle test p�edchází �ásti
ústní, její nespln�ní znamená, ûe celá zkouöka je hodnocena známkou
nevyhov�l(a) a ústní �ástí se jiû nepokra�uje.

K moodle testu m�ûete b˝t vyzváni k Zoom p�ipojení v�etn� kamery.

Nesloûení ústní �ásti znamená, ûe p�i p�íötím termínu je nutno opakovat ob�
�ásti zkouöky, písemnou i ústní. Známka ze zkouöky se stanoví na základ�
bodového hodnocení moodle i ústní �ásti.
Moodle test bude sestávat z dvanácti otázek, které korespondují sylabu
p�ednáöky, ov��ují schopnosti získané na cvi�ení a znalost definic, v�t a
algoritm� z p�ednáöky.
Poûadavky ústní �ásti odpovídají sylabu p�edm�tu v rozsahu, kter˝ byl
prezentován na p�ednáöce. Zpravidla se jedná o detailn�jöí rozbor zadaného
problému, nap�. zd�vodn�ní za�azení daného jazyka do Chomského hierarchie
�i d�kaz klí�ov˝ch v�t. Schopnost formulovat definice a v�ty je zkouöena také.
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Zdroje a literatura

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory,
Languages, and Computations, Addison–Wesley
M. Chytil: Automaty a gramatiky, SNTL Praha, 1984
moodle https://dl1.cuni.cz/course/index.php?categoryid=337
cvi�ení.
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Pohled do historie

Po�átky
první formalizace pojmu algoritmus Ada, Countess

of Lovelace 1852

intenzivn�ji aû s rozvojem po�íta�� ve druhé

�tvrtin� 20. století

co stroje umí a co ne?

Church, Turing, Kleene, Post, Markov

Polovina 20. století
neuronové sít� (1943)

kone�né automaty (Finite Automata) (Kleene 1956

neuronové sít� ¥ FA)

60. léta 20. století
gramatiky (Chomsky)

zásobníkové automaty

formální teorie kone�n˝ch automat�.
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Cíl p�ednáöky

Osvojit si abstraktní model v˝po�etních za�ízení,
vnímat, jak drobné zm�ny v definici vedou k velmi odliön˝m t�ídám,
zaûít skute�nost algoritmicky nerozhodnuteln˝ch problém�,
p�íprava na p�ednáöku o sloûitosti a NP-úplnosti.

Automaty a gramatiky – dva zp�soby popisu

kone�né automaty
DFA, NFA, ⁄NFA

zásobníkové automaty

lineárn� omezené automaty

Turingovy stroje
Vícepáskové, nedeterministické

regulární gramatiky

bezkontextové gramatiky

kontextové gramatiky
monotónní gramatiky

gramatiky Typu 0
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Praktické vyuûití

Zamyölení nad korektností programu, algoritmu, p�eklada�e,
zpracování p�irozeného jazyka,
p�eklada�e:

lexikální anal˝za,

syntaktická anal˝za,

návrh, popis, verifikace hardware
integrované obvody

stroje

automaty

realizace pomocí software
hledání v˝skytu slova v textu (grep)

verifikace systém� s kone�n� stavy.
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Jednoduché p�íklady kone�n˝ch automat�

Návrh a verifikace integrovan˝ch obvod�.

Kone�n˝ automat modelující spína� on/o� .

o� on
Push

Push

Lexikální anal˝za

Kone�n˝ automat rozpoznávající slovo then.

⁄ t th the thent h e n

Automaty a gramatiky Úvod, Itera�ní lemma pro reg. jazyky 1 February 8, 2023 8 / 1 - 24



Definition 1.1 (Deterministick˝ kone�n˝ automat)
Deterministick˝ kone�n˝ automat (DFA) A = (Q, �, ”, q0, F ) sestává z:

kone�né mnoûiny stav�, zpravidla zna�íme Q
kone�né neprázdné mnoûiny vstupních symbol� (abecedy), zna�íme �
p�echodové funkce, zobrazení Q ◊ � æ Q, zna�íme ”, která bude
reprezentovaná hranami grafu nebo tabulkou
po�áte�ního stavu q0 œ Q, vede do n�j öipka ’odnikud’,
a neprázdné mnoûiny koncov˝ch (p�ijímajících) stav� (final states)
F ™ Q, ozna�en˝ch dvojit˝m kruhem �i öipkou ’ven’.

Úmluva: Pokud pro n�kterou dvojici stavu a písmene není definovan˝ p�echod, p�idáme nov˝
stav fail a p�echodovou funkci doplníme na totální p�idáním öipek do fail .

Pokud je mnoûina F prázdná, p�idáme do ní i Q nov˝ stav final do kterého
vedou jen p�echody z n�j samého ’s œ �: ”(final , s) = final .

⁄ t th the then

fail
final

t h e n

h,e,n
t,e,n

t,h,n

t,h,e
t,h,e,nt,h,e,n

t,h,e,n
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Tabatha honautomata

f o r e E
s f f fait fait s failjetotala
I fail to fail Fai poundbyeh
fo fail fail for milpuzdaon marina

for fail fail fail starstahjidoplaim
tonto trivialities

fail fail fail fail
Frie Frie Frie Frie
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Popis kone�ného automatu

Example 1.1
Automat A p�ijímající L = {x01y : x , y œ {0, 1}ú}.

Stavov˝ diagram (graf) Automat A = ({q0, q1, q2}, {0, 1}, ”, q0, {q1}).

q0 q2 q1

1

0

0

1

0,1

tabulka
�ádky: stavy + p�echody

sloupce: písmena vstupní

abecedy

” 0 1
æ q0 q2 q0

úq1 q1 q1
q2 q2 q1
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Abeceda, slova, jazyky

Definition 1.2 (Slovo, ⁄,‘,�ú,�+,jazyk)
M�jme neprázdnou mnoûinu symbol� �.

Slovo je kone�ná (i prázdná) posloupnost symbol� s œ �, prázdné slovo se
zna�í ⁄ nebo ‘.
Mnoûinu vöech slov v abeced� � zna�íme �ú,
mnoûinu vöech neprázdn˝ch slov v zna�íme �+.
jazyk L ™ �ú je mnoûina slov v abeced� �.

Definition 1.3 (operace z�et�zení, mocnina, délka slova)
Nad slovy �ú definujeme operace:

z�et�zení slov u.v nebo uv
mocnina (po�et opakování) un (u0 = ⁄, u1 = u, un+1 = un.u)
délka slova |u| (|⁄| = 0, |auto| = 4).
po�et v˝skyt� s œ � ve slov� u zna�íme |u|s (|zmrzlina|z = 2).
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Rozöí�ená p�echodová funkce

Definition 1.4 (rozöí�ená p�echodová funkce)
M�jme p�echodovou funkci ” : Q ◊ � æ Q.
Rozöí�enou p�echodovou funkci ”ú: Q ◊ �ú æ Q (tranzitivní uzáv�r ”)
definujeme induktivn�:

”ú(q, ⁄) = q
”ú(q, wx) = ”(”ú(q, w), x) pro x œ �, w œ �ú.

Pozn. Pokud se v textu objeví ” aplikované na slova, míní se tím ”ú.

”ú(q0, 1100) = q2, ”ú(q0, 1100111111111001) = q1

q0 q2 q1

1

0

0

1

0,1
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Jazyky rozpoznatelné kone�n˝mi automaty

Definition 1.5 (jazyky rozpoznatelné kone�n˝mi automaty, regulární jazyky)
Jazykem rozpoznávan˝m (akceptovan˝m, p�ijíman˝m) kone�n˝m
automatem A = (Q, �, ”, q0, F ) nazveme jazyk
L(A) = {w | w œ �ú & ”ú(q0, w) œ F}.
Slovo w je p�ijímáno automatem A, práv� kdyû w œ L(A).
Jazyk L je rozpoznateln˝ kone�n˝m automatem, jestliûe existuje kone�n˝
automat A takov ,̋ ûe L = L(A).
T�ídu jazyk� rozpoznateln˝ch kone�n˝mi automaty ozna�íme F , nazveme
regulární jazyky.

Example 1.2 (regulární jazyky)
L = {w | w = xux , w œ {0, 1}ú, x œ {0, 1}, u œ
{0, 1}ú}.

0

1

1 0

1

0

0 1

0

1
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P�íklady regulárních jazyk�

Example 1.3 (regulární jazyk)
L = {w | w = ubaba,
w œ {a, b}ú, u œ {a, b}ú}.

a

b

b

aa b

b

a

b

a

Example 1.4 (regulární jazyk)
L = {w |w œ {0, 1}ú&w je binární
zápis �ísla d�litelného 5}.

Example 1.5 (!NEregulární jazyk)
L = {0n1n|w œ {0, 1}ú, n œ N}
NENÍ regulání jazyk.

0

1

2

3

4

0
1

0

1

1

0

0

1

1

0
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Itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky

Theorem 1.1 (!Itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky)
M�jme regulární jazyk L. Pak existuje konstanta n œ N (závislá na L) tak ûe
kaûdé w œ L; |w | Ø n m�ûeme rozd�lit na t�i �ásti, w = xyz, ûe:

y ”= ⁄

|xy | Æ n
’k œ N0, slovo xykz je také v L.

Example 1.6
Lemma �eklo: n = 3.
abbbba = a(b)bbba;
’i Ø 0; a(b)ibbba œ L(A).
aaaaba = (aaa)aba;
’i Ø 0; (aaa)iaba œ L(A).
aa nelze pumpovat, ale |aa| < n.

Automat A

0 1 2a a

a

b b b
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D�kaz itera�ního lematu pro regulární jazyky

Proof: itera�ního lematu pro regulární jazyky

M�jme regulární jazyk L, pak existuje DFA A s n stavy, ûe L = L(A).
Vezm�me libovolné slovo a1a2 . . . am = w œ L délky m Ø n, ai œ �.
Definujme: ’i pi = ”ú(q0, a1a2 . . . ai). Platí p0 = q0.
Máme n + 1 pi a n stav�, n�kter˝ se opakuje, vezm�me první takov ,̋
tj. (÷i , j)(0 Æ i < j Æ n & pi = pj).
Definujme: x = a1a2 . . . ai , y = ai+1ai+2 . . . aj , z = aj+1aj+2 . . . am, tj.
w = xyz , y ”= ⁄, |xy | Æ n.

p0 pi
x = a1a2 . . . ai z = aj+1aj+2 . . . am

y = ai+1ai+2 . . . aj

Smy�ka nad pi se m�ûe opakovat libovoln� krát a vstup je také
akceptovan .̋
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Pouûití pumping lemmatu

Example 1.7 (Pumping lemma jako hra s oponentem)
Jazyk Leq = {w ; |w |0 = |w |1} slov se stejn˝m po�tem 0 a 1 není regulární.

Proof: Jazyk Leq není regulární.

P�edpokládejme ûe Leq je regulární. Vezm�me n z pumping lemmatu.
Zvolme w = 0n1n œ Leq.
Rozd�lme w = xyz dle pumping lemmatu, y ”= ⁄, |xy | Æ n.
Protoûe |xy | Æ n je na za�átku w , obsahuje jen 0.
Z pumping lemmatu: xz œ Leq (pro k = 0). To má ale mén� 0 neû 1,
takûe nem�ûe b˝t v Leq.

Example 1.8
Jazyk L = {0i1i ; i Ø 0} není regulární.
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Aplikace pumping lemmatu 2

Example 1.9
Jazyk Lpr slov 1p kde p je prvo�íslo není regulární.

Proof: Lpr slov 1p kde p je prvo�íslo není regulární.

P�edpokládejme ûe Lpr je regulární. Vezm�me n z pumping lemmatu.
Zvolme prvo�íslo p Ø n + 2, ozna�me w = 1p.
Rozloûme w = xyz dle pumping lemmatu, nech� |y | = m. Pak
|xz | = p ≠ m.
xyp≠mz œ Lpr z pumping lemmatu, ale
|xyp≠mz | = |xz | + (p ≠ m)|y | = p ≠ m + (p ≠ m)m = (m + 1)(p ≠ m)
není prvo�íslo (ûádn˝ z �initel� není 1).
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Dnes jsme probrali

definice
deterministického kone�ného automatu A = (Q, �, ”, q0, F )

jazyka L ™ �
ú

jazyka rozpoznávaného kone�n˝m automatem

L(A) = {w | w œ �
ú

& ”ú
(q0, w) œ F}

itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky
p�íklad d�kazu ne–regulárnosti jazyka 0i1i

p�íklady regulárních jazyk�.
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P�íklad - ’sou�in’ automat�

Example 1.10
L = {w | w œ {0, 1}ú, |w |0 = 2k&|w |1 = 2¸, k, ¸ œ N0}, tj.

sud˝ po�et 0
a zárove� sud˝ po�et 1.

[0, 0]

[1, 0] [1, 1]

[0, 1]

1

1
00

1

1
0 0

” 0 1
ú æ [0, 0] [1, 0] [0, 1]

[0, 1] [1, 1] [0, 0]
[1, 0] [0, 0] [1, 1]
[1, 1] [0, 1] [1, 1]
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P�íklad (öpatného) protokolu pro elektronick˝ p�evod pen�z

T�i zú�astn�ní: zákazník, obchod, banka.
Pro jednoduchost jen jedna platba (soubor ’money’).

Example 1.11
Zákazník poskytne obchodu �íslo kreditní karty, obchod si vyûádá peníze od banky
a poöle zboûí zákazníkovi. Zákazník má moûnost zablokovat kartu a ûádat zruöení
transakce.
P�t událostí:

Zákazník m�ûe zadat �íslo karty pay.

Zákazník m�ûe kartu zablokovat cancel.

Obchod m�ûe poslat ship zboûí zákazníkovi.

Obchod m�ûe vyûádat redeem peníze od banky.

Banka m�ûe p�evést transfer peníze obchodu.
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(Neúpln˝) kone�n˝ automat pro bankovní p�íklad

a b d f

c e g

pay redeem transfer

shipship ship

redeem transfer

Obchod

pay

cancel

Zákazník

1

2

3 4redeem

cancel

transfer

cancel

Banka

Automaty a gramatiky Úvod, Itera�ní lemma pro reg. jazyky 1 February 8, 2023 22 / 1 - 24



Hrana pro kaûd˝ vstup

M�ûeme vyûadovat, aby automat provedl akci pro kaûd˝ vstup. Obchod p�idá
hranu pro kaûd˝ stav do sebe samého ozna�enou cancel.
Zákazník by nem�l shodit bankovní automat op�tovn˝m zaplacením pay,
proto p�idáme smy�ku pay. Podobn� s ostatními akcemi.

1

2

3 4

pay,ship

pay,ship

pay,redeem, cancel, ship

pay,redeem, cancel, ship

redeem transfer

cancel

Úpln�jöí automat pro banku.
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Sou�in automat�
Sou�in automat� pro banku a obchod má stavy dvojice B ◊ S.
Hrana v sou�inu automat� provádí paraleln� akce v bance a obchod�. Pokud
jednomu chybí akce, bude chyb�t i sou�inu automat�.

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages, and Computations, Addison–Wesley

a b d f

c e g

pay redeem transfer

shipship ship

redeem transfer

1

2

3 4

pay,ship

pay,ship

pay,redeem, cancel, ship

pay,redeem, cancel, ship

redeem transfer

cancel
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Kone�né automaty, Regulární jazyky

Deterministick˝ kone�n˝ automat (DFA)

A = (Q, �, ”, q0, F ).
Jazykem rozpoznávan˝m (akceptovan˝m,

p�ijíman˝m) kone�n˝m automatem
A = (Q, �, ”, q0, F ) nazveme jazyk
L(A) = {w |w œ �ú&”ú(q0, w) œ F}.
Jazyk L je rozpoznateln˝ kone�n˝m
automatem, jestliûe existuje kone�n˝ automat A
takov ,̋ ûe L = L(A).
T�ídu jazyk� rozpoznateln˝ch deterministick˝mi
kone�n˝mi automaty ozna�íme F , nazveme
regulární jazyky.

0

1

1 0

1

0

0 1

0

1

Typická otázka na cvi�eních i zaökrtávací �ásti zkouöky:
Je dan˝ jazyk regulární (CFL, ...)?

ANO Setrojíte automat (deterministick˝ �i nedeterministick˝).
NE Najdete spor s Myhill–Nerodovou v�tou nebo s Pumping lemmatem.
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Kongruence, Myhill–Nerodova v�ta

Definition 2.1 (kongruence)
M�jme kone�nou abecedu � a relaci ekvivalence ≥ na �ú

(reflexivní, symetrická, tranzitivní). Potom:
≥ je pravá kongruence, jestliûe
(’u, v , w œ �ú)u ≥ v ∆ uw ≥ vw .
je kone�ného indexu, jestliûe rozklad �ú/ ≥ má kone�n˝
po�et t�íd.
T�ídu kongruence ≥ obsahující slovo u zna�íme [u]≥, resp.
[u].

  

L

u

v vw

uw


*


* 
/

u

v vw

uw


*


* 
/

Example 2.1
Relace ≥end ’kon�í stejn˝m písmenem’ je pravá kongruence,

pokud ux ≥end vx , pak i uxw ≥end vxw .

Relace ≥fl ’kon�í stejn� jako za�íná’ je ekvivalence, aa ≥fl bb, ale
aaa ”≥fl bba, tedy není pravá kongruence.
Relace ≥|| ’mají stejn˝ po�et znak�’ není kone�ného indexu.
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Myhill–Nerodova v�ta

Theorem 2.1 (!Myhill–Nerodova v�ta)

Nech� L je jazyk nad kone�nou abecedou �. Potom následující
tvrzení jsou ekvivalentní:

a) L je rozpoznateln˝ kone�n˝m automatem,
b) existuje pravá kongruence ≥ kone�ného indexu nad �ú tak,

ûe L je sjednocením jist˝ch t�íd rozkladu �ú/ ≥.

  

L

u

v vw

uw


*


* 
/

u

v vw

uw


*


* 
/

Proof: D�kaz Myhill–Nerodovy v�ty ∆

a)∆b); tj. automat ∆ pravá kongruence kone�ného indexu
definujeme u ≥ v © ”ú(q0, u) = ”ú(q0, v).
je to ekvivalence (reflexivní, symetrická, transitivní)
je to pravá kongruence (z definice ”ú)
má kone�n˝ index (kone�n� mnoho stav�)

L = {w |”ú(q0, w) œ F} =
€

qœF
{w |”ú(q0, w) = q} =

€

qœF
[w |”ú(q0, w) = q]≥.
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Theorem (Myhill–Nerodova v�ta - ’kopie’)
Nech� L je jazyk nad kone�nou abecedou �. Potom následující tvrzení jsou
ekvivalentní:

a) L je rozpoznateln˝ kone�n˝m automatem,
b) existuje pravá kongruence ≥ kone�ného indexu nad �ú tak, ûe L je

sjednocením jist˝ch t�íd rozkladu �ú/ ≥.

Proof: D�kaz Myhill–Nerodovy v�ty ≈

b)∆a); tj. pravá kongruence kone�ného indexu ∆ automat
abeceda automatu vezmeme �
za stavy Q volíme t�ídy rozkladu �ú/ ≥
po�áte�ní stav q0 © [⁄]
koncové stavy F = {c1, . . . , cn}, kde L =

t
i=1,...,n ci

p�echodová funkce ”([u], x) = [ux ] (je korektní z def. pravé kongruence).
L(A) = L
w œ L … w œ

t
i=1,...,n

ci … w œ c1 ‚ . . . w œ cn … [w ] = c1 ‚ . . . [w ] = cn … [w ] œ F … w œ L(A)

”ú([⁄], w) = [w ]

  

L

u

v vw

uw


*


* 
/

u

v vw

uw


*


* 
/
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Pouûití Myhill–Nerodovy v�ty: Konstrukce automat�

Example 2.2
Sestrojte automat p�ijímající jazyk
L = {w |w œ {a, b}ú& |w |a = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k + 2 symbol� a.

|u|x zna�í po�et symbol� x ve slov� u
definujme u ≥ v © (|u|amod 3 = |v |amod 3)
t�ídy ekvivalence 0,1,2
L odpovídá t�íd� 2
a – p�echody do následující t�ídy
b – p�echody zachovávají t�ídu.

0 1 2a a

a

b b b
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’Pumpovateln˝’ ne-regulární jazyk

Example 2.3 (Ne–regulární jazyk, kter˝ lze pumpovat)
Jazyk L = {u|u = a+bic i ‚ u = bic j} není regulární (Myhill–Nerodova v�ta), ale
vûdy lze pumpovat první písmeno.

P�edpokládejme, ûe L je regulární
∆ pak existuje pravá kongruence ≥L kone�ného indexu m, L je sjednocení

n�kter˝ch t�íd �ú/ ≥L

vezmeme mnoûinu slov S = {ab, abb, abbb, . . . , abm+1}
existují dv� slova i ”= j , která padnou do stejné t�ídy

i ”= j abi ≥ abj

p�idáme c i abic i ≥ abjc i ≥ je kongruence
spor abic i œ L & abjc i /œ L s ’L je sjednocení n�kter˝ch t�íd �ú/ ≥L ’.
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Itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky

Theorem ( Itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky)
M�jme regulární jazyk L. Pak existuje konstanta n œ N (závislá na L) tak ûe
kaûdé w œ L; |w | Ø n m�ûeme rozd�lit na t�i �ásti, w = xyz, ûe:

y ”= ⁄

|xy | Æ n
’k œ N0, slovo xykz je také v L.
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Itera�ní lemma a nekone�nost jazyk�

Theorem 2.2
Regulární jazyk L je nekone�n˝ práv� kdyû existuje u œ L; n Æ |u| < 2n, kde n je
�íslo z itera�ního lemmatu.

Proof:

≈ Pokud ÷u œ L; n Æ |u| < 2n, potom lze slovo u pumovat, �ímû
dostaneme nekone�n� mnoho slov z jazyka L.

∆ Jazyk L je nekone�n ,̋ obsahuje slovo w takové, ûe n Æ |w |.
Pokud |w | < 2n, máme hledané slovo.

Jinak, z itera�ního lemmatu w = xyz a xz œ L, tj. zkrácení.

Pokud 2n Æ |xz|, zkracujeme dál xz.

Zkracujeme maximáln� o n písmen, tedy interval [n, 2n) nelze p�esko�it.

Pro ur�ení nekone�nosti regulárního jazyka sta�í prozkoumat vöechna slova
u taková, ûe n Æ |u| < 2 ú n, tj. kone�n� mnoho slov.
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Definition 2.2 (Dosaûitelné stavy)

M�jme DFA A = (Q, �, ”, q0, F ) a q œ Q. �ekneme, ûe stav q je dosaûiteln˝,
jestliûe existuje w œ �ú takové, ûe ”ú(q0, w) = q.

Algorithm: Hledání dosaûiteln˝ch stav�

Dosaûitelné stavy hledáme iterativn�.
Za�átek: M0 = {q0}.
Opakuj: Mi+1 = Mi fi {q|q œ Q, (÷p œ Mi , ÷x œ �) ”(p, x) = q}
opakuj dokud Mi+1 ”= Mi .

Proof: Korektnost a úplnost

Korektnost: M0 ™ M1 ™ . . . ™ Q a kaûdé Mi obsahuje pouze
dosaûitelné stavy.
Úplnost:

nech� q je dosaûiteln ,̋ tj. (÷w œ �
ú
)”ú

(q0, w) = q
vezm�me nejkratöí takové w = x1 . . . xn tû. ”ú

(q0, x1 . . . xn) = q
z�ejm� ”ú

(q0, x1 . . . xi ) œ Mi (dokonce Mi \ Mi≠1)

tedy ”ú
(q0, x1 . . . xn) œ Mn, tedy q œ Mn.
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Nejednozna�nost
Automat p�ijímající dan˝ jazyk není ur�en jednozna�n�.

Jazyk L = {w |w œ {1}ú&|w | = 3k}.

1 1

1

1

1

1

11

1

Definition 2.3 (automatov˝ homomorfismus)
Nech� A1, A2 jsou DFA. �ekneme, ûe zobrazení h : Q1 æ Q2 Q1 na Q2 je
(automatov˝m) homomorfismem, jestliûe:

h(q01) = q02 ’stejné’ po�áte�ní stavy
h(”1(q, x)) = ”2(h(q), x) ’stejné’ p�echodové funkce
q œ F1 … h(q) œ F2 ’stejné’ koncové stavy.

Homomorfismus prost˝ a na naz˝váme isomorfismus.
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Ekvivalence automat� a homomorfismus

Definition 2.4 (Ekvivalence automat�!)
Dva kone�né automaty A, B nad stejnou abecedou � jsou ekvivalentní, jestli ûe
rozpoznávají stejn˝ jazyk, tj. L(A) = L(B).

Theorem 2.3 (V�ta o ekvivalenci automat�)
Existuje-li homomorfismus kone�n˝ch automat� A1 do A2, pak jsou A1 a A2
ekvivalentní.

Proof:

Pro libovolné slovo w œ �ú kone�nou iterací
h(”ú

1 (q, w)) = ”ú
2 (h(q), w)

dále:

w œ L(A1) … ”ú
1 (q01 , w) œ F1

… h(”ú
1 (q01 , w)) œ F2

… ”ú
2 (h(q01), w) œ F2

… ”ú
2 (q02 , w) œ F2

… w œ L(A2)
q01

qF1

q02

qF2

A1 A2

w w
h

h
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Redukce a ekvivalence automat�, Tranzitivita

Definition 2.5 (Ekvivalence stav�)
�íkáme, ûe stavy p, q œ Q kone�ného automatu A jsou ekvivalentní pokud:

Pro vöechna vstupní slova w ; ”ú(p, w) œ F i� ”ú(q, w) œ F .
Pokud dva stavy nejsou ekvivalentní, �íkáme, ûe jsou rozliöitelné.

Example 2.4
Automat na obrázku:

C a G nejsou ekvivalentní, ”ú(C , ⁄) œ F a
”ú(G , ⁄) /œ F .
A,G: ”ú(A, 01) = C je p�ijímající,
”ú(G , 01) = E není.
A,E jsou ekvivalentní – ⁄, 1ú z�ejmé, 0
vede do ne–p�ijímajících stav�, 01 a 00 se
sejdou ve stejném stavu.

A B C D

E F G H

0

1 0

1

0
1

0

1

0

1

0

1

0
1

0

1

Lemma
Ekvivalence na stavech je tranzitivní.
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Algorithm: !Algoritmus hledání rozliöiteln˝ch stav� v DFA

Následující algoritmus nalezne rozliöitelné stavy:
Základ: Pokud p œ F (p�ijímající) a q /œ F , pak je dvojice {p, q}
rozliöitelná.
Indukce: Nech� p, q œ Q, a œ � a o dvojici r , s; r = ”(p, a) a
s = ”(q, a) víme, ûe jsou rozliöitelné. Pak i {p, q} jsou rozliöitelné.

opakuj dokud existuje nová trojice p, q œ Q, a œ �.

A B C D

E F G H

0

1 0

1

0
1

0

1

0

1

0

1

0
1

0

1

B x
C x x
D x x x
E x x x
F x x x x
G x x x x x x
H x x x x x x

A B C D E F G

K�íûek zna�í rozliöitelné dvojice. C je rozliöitelné hned, ostatní krom�
{A, G}, {E , G} také. Vidíme t�i ekvivalentní dvojice stav�.
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Algoritmus hledání rozliöiteln˝ch stav�

P�ijímající vs. nep�ijímající stavy
B
C x x
D x
E x
F x
G x
H x

A B C D E F G
1.krok1: ”(q, 1) œ F pro q œ {B, C, H}

B x
C x x
D x x
E x x
F x x
G x x
H x x x x x x

A B C D E F G
1.krok0: ”(q, 0) œ F pro q œ {D, F}

B x
C x x
D x x x
E x x x
F x x x x
G x x x x
H x x x x x x

A B C D E F G

A B C D

E F G H

0

1 0

1

0
1

0

1

0

1

0

1

0
1

0

1

B a G jsou rozliöitelné, ”(A, 0) = B, ”(G, 0) = H, tj. A,G jsou rozliöitelné.
Obdobn� pro E,G vedoucí ”(ú, 0) do rozliöiteln˝ch stav� H,G.

B x
C x x
D x x x
E x x x
F x x x x
G x x x x x x
H x x x x x x

A B C D E F G

Z�stávají t�i ekvivalentní dvojice stav�.
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Theorem 2.4
Pokud dva stavy nejsou odliöeny p�edchozím algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentní.

Proof: Koreknost algoritmu

Uvaûujme öpatné páry stav�, které jsou rozliöitelné a algoritmus je
nerozliöil.
Vezm�me z nich pár p, q rozliöiteln˝ nejkratöím slovem w = a1 . . . an.
Stavy r = ”(p, a1) a s = ”(q, a1) jsou rozliöitelné kratöím slovem
a2 . . . an takûe pár není mezi öpatn˝mi.
Tedy jsou ’vyk�íûkované’ algoritmem.
Tedy v p�íötím kroku algoritmus rozliöí i p, q.

�as v˝po�tu je polynomiální vzhledem k po�tu stav�.

V jednom kole uvaûujeme vöechny páry, tj. O(n2
).

Kol je maximáln� O(n2
), protoûe pokud nep�idáme k�íûek, kon�íme.

Dohromady O(n4
).

Algoritmus lze zrychlit na O(n2
) pamatováním stav�, které závisí na páru {r , s} a

následováním t�chto seznam� ’zpátky’.
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Testování ekvivalence regulárních jazyk�
Algorithm: Testování ekvivalence regulárních jazyk�

Ekvivalenci regulárních jazyk� L, M testujeme následovn�:
Najdeme DFA AL, AM rozpoznávající L(AL) = L, L(AM) = M,
QL fl QM = ÿ.
Vytvo�íme DFA sjednocením stav� a p�echod�
(QL fi QM , �, ”L fi ”M , qL, FL fi FM); zvolíme jeden z po�áte�ních stav�.
Jazyky jsou ekvivalentní práv� kdyû po�áte�ní stavy p�vodních DFA
jsou ekvivalentní.

Example 2.5
Uvaûujme jazyk
{⁄} fi {0, 1}ú0 p�ijímající
prázdné slovo a slova kon�ící
0. Vpravo obrázek dvou
DFA a tabulku rozliöiteln˝ch
stav�.

A B

C D

E

0

1

1

0

0

1

0

1

1

0

B x
C x
D x
E x x x

A B C D
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Minimalizace DFA

Definition 2.6 (redukovan˝ DFA, redukt)
Deterministick˝ kone�n˝ automat je redukovan˝, pokud

nemá nedosaûitelné stavy a
ûádné dva stavy nejsou ekvivalentní
neobsahuje fail stav, ze kterého není dosaûiteln˝ ûádn˝ koncov˝ stav.

Kone�n˝ automat B je reduktem automatu A, jestliûe:
B je redukovan˝ a
A a B jsou ekvivalentní.

A B C D

E F G H

0

1 0

1

0
1

0

1

0

1

0

1

0
1

0

1

A,E

G

B,H

F

C

0

0

1

1

1

1

0

0

1

0
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Algorithm: !Algoritmus nalezení reduktu DFA A

Ze vstupního DFA A eliminujeme stavy nedosaûitelné z po�áte�ního
stavu.
Najdeme rozklad zbyl˝ch stav� na t�ídy ekvivalence.
Konstruujeme DFA B na t�ídách ekvivalence jakoûto stavech.
P�echodovou funkci B ozna�íme “, m�jme S œ QB . Pro libovolné
q œ S, ozna�íme T t�ídu ekvivalence ”(q, a) a definujeme
“(S, a) = T . Tato t�ída musí b˝t stejná pro vöechna a œ S.
Odstraníme stav, ze kterého není dosaûiteln˝ ûádn˝ koncov˝ stav
(pokud existuje a dovolujeme parciální ”).
Po�áte�ní stav B je t�ída obsahující po�áte�ní stav A.
Mnoûina p�ijímajících stav� B jsou bloky odpovídající p�ijímajícím
stav�m A.

A B C D

E F G H

0

1 0

1

0
1

0

1

0

1

0

1

0
1

0

1

A,E

G

B,H

F

C

0

0

1

1

1

1

0

0

1

0
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P�íklad redukovaného DFA

A B C D
nedosaû.

E F G H

0

1 0

1

0
1

0

1

0

1

0

1

0
1

0

1

B x
C x x
E x x
F x x x x
G x x x x x
H x x x x x

A B C E F G

A,E

G

B,H

F

C

0

0

1

1

1

1

0

0

1

0

T�ídy ekvivalence:

{A, E}, {B, H}, {C}, {F}, {G}
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Redukty a jejich ekvivalence

Lemma
Kaûdé dva ekvivalentní redukované automaty jsou izomorfní.

Proof.
Kaûd˝ stav q œ Q1 je dosaûiteln .̋ Najdeme pro n�j slovo q = ”ú

1 (q01 , w)
a definujeme h(q) = ”ú

2 (q02 , w).
Lze dokázat, ûe je h korektn� definovaná funkce, zachovává vlastnosti
homomorfizmu (q0, F , ”) a jde o bijekci, tj. je to isomorfizmus.

Lemma
Pro kaûd˝ deterministick˝ kone�n˝ automat A, kter˝ p�ijímá alespo� jedno slovo,
existuje redukovan˝ DFA, kter˝ je s ním ekvivalentní.

Definition 2.7 (Redukt)
Reduktem DFA A naz˝váme redukovan˝ automat s A ekvivalentní.
Z p�edchozí v�ty plyne, ûe vöechny redukty automatu A jsou izomorfní.
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Shrnutí

Itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky
Mihyll–Nerodova v�ta

uûití pro d�kaz ne–regulárnosti jazyka

p�íklad ne–regulárního jazyka, kter˝ lze pumpovat

nekone�nost regulárního jazyka lze rozpoznat anal˝zou kone�ného mnoûství

slov

dosaûitelné stavy, algoritmus nalezení
ekvivalentní automaty, stavy

rozliöitelné stavy, algoritmus nalezení
redukovan˝ DFA, redukt, algoritmus nalezení reduktu.
Za�neme a p�íöt� dokon�íme Nedeterministick˝ kone�n˝ automat.
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Pro nedeterministické FA to tak snadné není

Example 2.6
Nedeterministick˝ FA na obrázku m�ûeme redukovat vypuöt�ním stavu C .
Stavy {A, C} jsou rozliöitelné vstupem 0, takûe algoritmus pro DFA redukci
nenajde.
Mohli bychom hledat exhauzivním v˝po�tem.

A B

C

0,1

0

1 0
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Nedeterministické kone�né automaty (NFA)

Obecn�jöí modely, které p�ijímají stále jen regulární jazyky:
nedeterministické kone�né automaty NFA

NFA s ⁄ p�echody

dvousm�rné kone�né automaty (nepíöí na pásku + prostor omezen˝ vstupem)

usnadní nám návrh automatu, zjednoduöí zápis
umíme p�evést na DFA.
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Nedeterministické kone�né automaty (NFA)
Nedeterministick˝ automat m�ûe b˝t ve více stavech paraleln�. Má schopnost
’uhodnout’ n�co o vstupu.

NFA p�ijímající vöechna slova kon�ící 01.

q0 q1 q2

0,1

0 1

NFA zpracovává vstup 00101.

q0 q0 q0 q0 q0 q0

q1 (stuck) q1 q1q2 (stuck) q2

0 0 1 0 1

0 0 0

1 1
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Nedeterministick˝ kone�n˝ automat

Definition 3.1 (Nedeterministick˝ kone�n˝ automat)
Nedeterministick˝ kone�n˝ automat (NFA) A = (Q, �, ”, S0, F ) sestává z:

kone�né mnoûiny stav�, zpravidla zna�íme Q
kone�né mnoûiny vstupních symbol�, zna�íme �
p�echodové funkce, zobrazení ” : Q ◊ � æ P(Q) vracející podmnoûinu Q.
mnoûiny po�áte�ních stav�

a S0 ™ Q,
a mnoûiny koncov˝ch (p�ijímajících) stav� F ™ Q.

aalternativa: po�áte�ního stavu q0 œ Q

Example 3.1
Tabulka pro NFA z p�edchozího slajdu A = ({q0, q1, q2}, {0, 1}, ”, {q0}, {q2}) je:

” 0 1
æ q0 {q0, q1} {q0}

q1 ÿ {q2}
úq2 ÿ ÿ

.
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Rozöí�ená p�echodová funkce

Definition 3.2 (Rozöí�ená p�echodová funkce)
Pro p�echodovou funkci ” NFA je rozöí�ená p�echodová funkce ”ú,
”ú : Q ◊ �ú æ P(Q) definovaná indukcí:

start ”ú(q, ⁄) = {q}.
ind. Induk�ní krok:

”ú(q, wx) =
€

pœ”ú(q,w)

”(p, x)

Tj. mnoûina stav�, do kter˝ch se mohu dostat posloupností ’správn� ozna�en˝ch’
hran.

q0 q1 q2

0,1

0 1

”ú(q0, ⁄) = ={q0}
”ú(q0, 0) = ”(q0, 0) ={q0, q1}
”ú(q0, 00) =”(q0, 0) fi ”(q1, 0)={q0, q1}
”ú(q0, 001) =”(q0, 1) fi ”(q1, 1)={q0, q2}
”ú(q0, 0010) =”(q0, 0) fi ”(q2, 0)={q0, q1}
”ú(q0, 00101)=”(q0, 1) fi ”(q1, 1)={q0, q2}
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Jazyk p�ijíman˝ NFA

Definition 3.3 (Jazyk p�ijíman˝ nedeterministick˝m kone�n˝m automatem)
M�jme NFA A = (Q, �, ”, S0, F ), pak

L(A) = {w |(÷q0 œ S0) ”ú(q0, w) fl F ”= ÿ}

je jazyk p�ijíman˝ automatem A.
Tedy L(A) je mnoûina slov w œ �ú takov˝ch, ûe ”ú(q0, w) obsahuje alespo� jeden
p�ijímající stav.

Example 3.2
Automat z p�edchozího slajdu p�ijímá jazyk L = {w |w kon�í na 01, w œ {0, 1}ú}.
D�kaz indukcí konjunkce tvrzení:

”ú(q0, w) obsahuje q0 pro kaûdé slovo w .
”ú(q0, w) obsahuje q1 i� w kon�í 0.
”ú(q0, w) obsahuje q2 i� w kon�í 01. q0 q1 q2

0,1

0 1
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Ekvivalence nedeterministick˝ch a deterministick˝ch
kone�n˝ch automat�

Algorithm: !Podmnoûinová konstrukce

Podmnoûinová konstrukce za�íná s NFA N = (QN , �, ”N , S0, FN). Cílem
je popis deterministického DFA D = (QD , �, ”D , S0, FD), pro kter˝ L(N) =
L(D).

QD je mnoûina podmnoûin QN , QD = P(QN) (poten�ní mnoûina).
Nedosaûitelné stavy m�ûeme vynechat.

Po�áte�ní stav DFA je stav ozna�en˝ S0, tj. prvek QD .
FD = {S : S œ P(QN) & S fl FN ”= ÿ}, tedy S obsahuje alespo� jeden
p�ijímající stav N.
Pro kaûdé S ™ QN a kaûd˝ vstupní symbol a œ �,

”D(S, a) =
€

pœS
”N(p, a).
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P�íklad podmnoûinové konstrukce pro {w .01|w œ {0, 1}}

q0 q1 q2

0,1

0 1

0 1
ÿ ÿ ÿ

æ {q0} {q0, q1} {q0}
{q1} ÿ {q2}

ú{q2} ÿ ÿ
{q0, q1} {q0, q1} {q0, q2}

ú{q0, q2} {q0, q1} {q0}
ú{q1, q2} ÿ {q2}

ú{q0, q1, q2} {q0, q1} {q0, q2}

{q0} {q0, q1} {q0, q2}

1

0

0

1

0

1
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Theorem 3.1 (P�evod NFA na DFA)
Pro DFA D = (QD , �, ”D , S0, FD) vytvo�en˝ podmnoûinovou konstrukcí z NFA
N = (QN , �, ”N , q0, FN) platí L(N) = L(D).

Proof.
Indukcí dokáûeme: ”ú

D(S0, w) = ”ú
N(q0, w).

Example 3.3 (’T�ûk˝’ p�ípad pro podmnoûinovou konstrukci)
Jazyk L(N) slov 0’s a 1’s takov˝ch, ûe n–t˝ symbol od konce je 1. Intuitivn� si
DFA musí pamatovat n posledních p�e�ten˝ch symbol�.

q0 q1 q2 q3 . . . qn

0,1

1 0,1 0,1 0,1 0,1

Aplikace hledání v textu
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Kone�né automaty s ⁄ p�echody

Nov� dovolíme p�echody na ⁄, prázdné slovo, tj. bez p�e�tení vstupního
symbolu.

Example 3.4 (NFA s ⁄ p�echody)
(1) Voliteln� znaménko + nebo - ,
(2) �et�zec �íslic,
(3) desetinná te�ka a
(4) dalöí �et�zec �íslic. Nejmén� jeden z �et�zc� (2) a (4) musí b˝t neprázdn .̋

q0 q1 q2 q3

q4

q5
⁄, +, ≠

0,1,. . . ,9 0,1,. . . ,9

. 0,1,. . . ,9

.

⁄

0,1,. . . ,9
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Definition 3.4 (⁄-NFA)
⁄-NFA je E = (Q, �, ”, S0, F ), kde jsou vöechny komponenty stejné jako pro NFA,
jen ” je definovaná pro Q ◊ (� fi {⁄}).
Poûadujeme ⁄ /œ � (resp. volíme nov˝ znak pro prázdné slovo).

Example 3.5
P�edeöl˝ ⁄-NFA je: E = ({q0, q1, . . . , q5}, {., +, ≠, 0, 1, . . . , 9}, ”, {q0}, {q5}) s ”:

” ⁄ +,- . 0,1,. . . ,9
q0 {q1} {q1} ÿ ÿ
q1 ÿ ÿ {q2} {q1, q4}
q2 ÿ ÿ ÿ {q3}
q3 {q5} ÿ ÿ {q3}
q4 ÿ ÿ {q3} ÿ
úq5 ÿ ÿ ÿ ÿ q0 q1 q2 q3

q4

q5⁄, +, ≠

0,1,. . . ,9 0,1,. . . ,9

. 0,1,. . . ,9

.

⁄

0,1,. . . ,9
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⁄–uzáv�r

Definition 3.5 (⁄–uzáv�r)
Pro q œ Q definujeme ⁄–uzáv�r ⁄CLOSE (q) rekurzivn�:

Stav q je v ⁄CLOSE (q).
Je–li p œ ⁄CLOSE (q) a r œ ”(p, ⁄) pak i r œ ⁄CLOSE (q).

Pro S ™ Q definujeme ⁄CLOSE (S) =
t

qœS ⁄CLOSE (q).

Example 3.6 (⁄ uzáv�r)
⁄CLOSE (q0) = {q0, q1}
⁄CLOSE (q1) = {q1}
⁄CLOSE (q3) = {q3, q5, q6}
⁄CLOSE ({q3, q4}) = {q3, q4, q5, q6} q0 q1 q2 q3

q4

q5

q6

⁄, +, ≠

0,1,. . . ,9 0,1,. . . ,9

. 0,1,. . . ,9

.

⁄

⁄0,1,. . . ,9
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Rozöí�ená p�echodová funkce a jazyk p�ijíman˝ ⁄-NFA

Definition 3.6
Nech� E = (Q, �, ”, S0, F ) je ⁄–NFA. Rozöí�enou p�echodovou funkci ”ú

definujeme následovn�:
”ú(q, ⁄) = ⁄CLOSE (q).
Induk�ní krok: v = wa, kde w œ �ú, a œ �.

”ú(q, wa) = ⁄CLOSE

Q

a
€

pœ”ú(q,w)

”(p, a)

R

b

Example 3.7
”ú(q0, ⁄) = ⁄CLOSE (q0) = {q0, q1}
”ú(q0, 5) =⁄CLOSE(

t
qœ”ú(q0,⁄) ”(q, 5)) =⁄CLOSE (”(q0, 5) fi ”(q1, 5))= {q1, q4}

”ú(q0, 5.) = ⁄CLOSE (”(q1, .) fi ”(q4, .)) ={q2, q3, q5}
”ú(q0, 5.6)= ⁄CLOSE (”(q2, 6) fi ”(q3, 6) fi ”(q5, 6)) = {q3, q5}

q0 q1 q2 q3

q4

q5
⁄, +, ≠

0,1,. . . ,9 0,1,. . . ,9

. 0,1,. . . ,9

.

⁄
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Eliminace ⁄–p�echod�

Theorem 3.2 (Eliminace ⁄–p�echod�)
Jazyk L je rozpoznateln˝ ⁄-NFA práv� kdyû je L regulární.

Algorithm: Eliminace ⁄–p�echod�

Pro libovoln˝ ⁄-NFA E = (QE , �, ”E , S0, FE ) zkonstruujeme DFA D =
(QD , �, ”D , qD , FD) p�ijímající stejn˝ jazyk jako E .

QD ™ P(QE ), ’S ™ QE : ⁄CLOSE (S) œ QD . V QD m�ûe b˝t i ÿ.
qD = ⁄CLOSE (S0).
FD = {S|S œ QD & S fl FE ”= ÿ}.
Pro S œ QD , a œ � definujeme ”D(S, a) = ⁄CLOSE (

t
pœS ”(p, a)).
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Regulární jazyky

Itera�ní (pumping) lemma pro regulární jazyky,
Mihyll–Nerodova v�ta,

uûití pro d�kaz ne–regulárnosti jazyka

p�íklad ne–regulárního jazyka, kter˝ lze pumpovat

dosaûitelné stavy, algoritmus nalezení,
ekvivalentní automaty, stavy,
rozliöitelné stavy, algoritmus nalezení,
redukovan˝ DFA, redukt, algoritmus nalezení reduktu.
Nedeterministick˝ FA, podmnoûinová konstrukce.
⁄ nedeterministick˝ FA, ⁄ uzáv�r.
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Mnoûinové operace nad jazyky

Definition 3.7 (Mnoûinové operace nad jazyky)
M�jme dva jazyky L, M. Definujme následující operace:
(1) binární sjednocení L fi M = {w |w œ L ‚ w œ M}

P�íklad: jazyk obsahuje slova za�ínající ai nebo tvaru bjc j .
(2) pr�nik L fl M = {w |w œ L & w œ M}

P�íklad: jazyk obsahuje slova sudé délky kon�ící na ’baa’.
(3) rozdíl L ≠ M = {w |w œ L & w /œ M}

P�íklad: jazyk obsahuje slova sudé délky nekon�ící na ’baa’.
(4) dopln�k (komplement) L̄ = ≠L = {w |w /œ L} = �ú ≠ L

P�íklad: jazyk obsahuje slova nekon�ící na ’a’.

Theorem (de Morganova pravidla)

Platí:
L fl M = L̄ fi M
L fi M = L̄ fl M
L ≠ M = L fl M.

D�kaz ze vztah� &, ‚, ¬.

L M
�ú

Automaty a gramatiky Nedeterministické ⁄–NFA, Operace zachovávající regularitu 3 February 8, 2023 61 / 47 - 70



Uzáv�rové vlastnosti regulárních jazyk�

Theorem 3.3 (Uzav�enost na mnoûinové operace)
M�jme regulární jazyky L, M. Pak jsou následující jazyky také regulární:
(1) sjednocení L fi M
(2) pr�nik L fl M
(3) rozdíl L ≠ M
(4) dopln�k L̄ = �ú ≠ L.

Proof: Uzav�enost RJ na dopln�k

Pokud ” není pro n�které dvojice q, a definovaná, p�idáme nov˝
nep�ijímající stav qfail a do n�j p�echod pro vöe d�íve nedefinované plus
’a œ �: ”(qfail , a) = qfail .
Pak sta�í prohodit koncové a nekoncové stavy p�ijímajícího
deterministického FA F = QA ≠ FA.

Example 3.8
Jazyk {w ; w œ {0, 1}ú01}

q0 q1 q2

1

0

0

1
0

1
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Konstrukce sou�inu automat�
Proof: Pr�nik, sjednocení, rozdíl

Pro rozdíl doplníme funkci ” na totální.
Zkonstruujeme sou�inov˝ automat,
Q = (Q1 ◊ Q2, �, ”((p1, p2), x) = (”1(p1, x), ”2(p2, x)), (q01 , q02), F )
pr�nik: F = F1 ◊ F2

sjednocení: F = (F1 ◊ Q2) fi (Q1 ◊ F2)
rozdíl: F = F1 ◊ (Q2 ≠ F2).

P�íklad sou�inu automat� (pr�nik jazyk�). Slova obsahující 0,1, oboje.

p q

r s

pr ps

qr qs

1

0

0

1 0,1

0,1

1

0 0

0

1

1

0,1
AND

Accept
Start

w
Input

w

w
Q2

Q1
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P�íklady na uzáv�rové vlastnosti

Example 3.9
Konstruujeme kone�n˝ automat p�ijímající slova, která obsahují 3k + 2 symbol� 1
a neobsahují posloupnost 11.

P�ímá konstrukce je komplikovaná.
L1 = {w |w œ {0, 1}ú&|w |1 = 3k + 2}
L2 = {w |u, v œ {0, 1}ú&w = u11v}
L = L1 ≠ L2.

Example 3.10
Jazyk M slov s r�zn˝m po�tem 0 a 1 není regulární.

Je–li M regulární, M = �ú ≠ M je také regulární.
O M víme, ûe regulární není (pumping lemma).
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Jeöt� jeden p�íklad

Example 3.11
Jazyk L0 ”=1 = {0i1j : i ”= j , i , j œ N0} není regulární.

Jazyk L01 = {0i1j ; i , j œ N0} je regulární, umíme sestrojit kone�n˝ automat.
L01 ≠ L0 ”=1 = {0i1i : i œ N0}
Z uzáv�rov˝ch vlastností víme, ûe rozdíl regulárních jazyk� je regulární.
Jazyk L01 regulární je.
P�edpokládejme, ûe L0 ”=1 je regulární. Pak by i {0i1i : i œ N0} musel b˝t
regulární, coû není - SPOR.
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�et�zcové operace nad jazyky

Definition 3.8 (�et�zcové operace nad jazyky)
Nad jazyky L, M definujeme následující operace:

z�et�zení jazyk� L.M = {uv |u œ L & v œ M}
L.x = L.{x} a x .L = {x}.L pro x œ �

mocniny jazyka L0 = {⁄}
Li+1 = Li .L

pozitivní iterace L+ = L1 fi L2 . . . =
t

iØ1 Li

obecná iterace Lú = L0 fi L1 fi L2 . . . =
t

iØ0 Li

tedy Lú = L+ fi {⁄}
oto�ení jazyka LR = {uR |u œ L}
(=zrcadlov˝ obraz,reverze) (x1x2 . . . xn)R = xnx . . . x2x1

lev˝ kvocient L podle M M \ L = {v |uv œ L & u œ M}
levá derivace L podle w ˆw L = {w} \ L (pozn. derivace bude i v jiném v˝znamu)

prav˝ kvocient L podle M L/M = {u|uv œ L & v œ M}
pravá derivace L podle w ˆR

w L = L/{w}.
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Theorem 3.4 (Uzav�enost reg. jazyk� na �et�zcové operace)
Jsou–li L, M regulární jazyky, je regulární i L.M, Lú, L+, LR , M \ L a L/M.

Lemma (L.M)
Jsou–li L, M regulární jazyky, je regulární i L.M.

Proof:

Vezmeme DFA A1 = (Q1, �, ”1, q1, F1), pak A2 = (Q2, �, ”2, q2, F2) tak ûe
L = L(A1) a M = L(A2).
Definujeme nedeterministick˝ automat B = (Q fi {q0}, �, ”, {q0}, F2) kde:

Q = Q1 fi Q2 p�edpokládáme r�zná jména stav�, jinak p�ejmenujeme
kon�íme aû po p�e�tení slova z L2

”(q0, ⁄) = {q1, q2} pro q1 œ F1 tj. ⁄ œ L(A1)
”(q0, ⁄) = {q1} pro q1 /œ F1 tj. ⁄ /œ L(A1)
”(q0, x) = ÿ pro x œ �
”(q, x) = {”1(q, x)} pro q œ Q1 & ”1(q, x) /œ F1 po�ítáme v A1

= {”1(q, x), q2} pro q œ Q1 & ”1(q, x) œ F1 nedet. p�echod z A1 do A2
= {”2(q, x)} pro q œ Q2 po�ítáme v A2.

Pak L(B) = L(A1).L(A2).
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Uzav�enost iterace

Lemma (Lú, L+)
Je–li L regulární jazyk, je regulární i Lú, L+.

Idea: opakovan˝ v˝po�et automatu A = (Q, �, ”, q0, F )
realizace: nedeterministické rozhodnutí, zda pokra�ovat nebo restart
speciální stav pro p�íjem ⁄ œ L0 (pro L+ vynecháme �i /œ F ).

Proof: D�kaz pro Lú

Vezmeme DFA A = (Q, �, ”, q0, F ), tak ûe L = L(A).
Definujeme NFA automat B = (Q fi {qB}, �, ”B , {qB}, F fi {qB}) kde:

”B(qB , ⁄) = {q0} nov˝ stav qB pro p�íjem ⁄, p�ejdeme do q0
”B(qB , x) = ÿ pro x œ �
”B(q, x) = {”(q, x)} pokud q œ Q & ”(q, x) /œ F uvnit� A

= {”(q, x), q0} pokud q œ Q & ”(q, x) œ F moûn˝ restart
Pak L(B) = L(A)ú (qB œ FB), L(B) = L(A)+ (qB /œ FB).
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Uzav�enost reverze

Lemma (LR)
Je–li L regulární jazyk, je regulární i LR .

Z�ejm� (LR)R = L a tedy sta�í ukázat jeden sm�r.
idea: obrátíme öipky ve stavovém diagramu; nederministick˝ FA

Proof:

Vezmeme DFA A = (Q, �, ”, q0, F ), tak ûe L = L(A).
Definujeme nedeterministick˝ automat B = (Q fi {qB}, �, ”B , {qB}, {q0})
kde:

”B(q, x) = {p|”(p, x) = q} pro q œ Q
”B(qB , ⁄) = F , ”B(qB , x) = ÿ.
Pro libovolné slovo w = x1x2 . . . xn

q0, q1, q2, . . . , qn je p�ijímající v˝po�et pro w v A
…

qB , qn, qn≠1, . . . , , q2, q1, q0 je p�ijímající v˝po�et pro wR
v B.

Pozn. N�kdy L nebo LR má v˝razn� jednoduööí p�ijímající automat.
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Uzav�enost kvocientu

Lemma (M \ L a L/M)
Jsou–li L, M regulární jazyky, je regulární i M \ L a L/M.

Idea: AL, budeme startovat ve stavech, do kter˝ch se lze dostat slovem z M
Proof:

v œ M \ L
… (÷u œ M) uv œ L
… (÷u œ M, ÷q œ Q) ”(q0, u) = q & ”(q, v) œ F
… ÷q œ S0 & ”(q, v) œ F
… v œ L(B)

Vezmeme DFA A = (Q, �, ”, q0, F ), tak ûe L = L(A).
Definujeme nedeterministick˝ NFA B = (Q, �, ”, S0, F ) kde:
definujeme S0 = {q|q œ Q & (÷u œ M) q = ”(q0, u)}

lze nalézt algoritmicky

({q; L(Aq) fl M ”= ÿ kde Aq = (Q, �, ”, q0, {q})})

L/M = (MR \ LR)R
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Regulární v˝razy

Regulární v˝razy (RV) jsou
algebraick˝m popisem jazyk�
deklarativním zp�sobem, jak vyjád�it slova, která chceme p�ijímat.
Schopné definovat vöechny a pouze regulární jazyky.
M�ûeme je brát jako programovací jazyk, uûivatelsky p�ív�tiv˝ popis
kone�ného automatu.

Example 4.1
Základní UNIX grep p�íkaz.
Lexikální analyzátory jako Lex a Flex (popis pomocí ’token’� je vzásad�
regulární v˝raz).
Python knihovna re .

Syntaktická anal˝za pot�ebuje siln�jöí nástroj, bezkontextové gramatiky,
budou následovat.
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Regulární v˝razy (RegE)

Definition 4.1 (Regulární v˝razy (Regular Expression) (RegE), hodnota RegE L(–))
Regulární v˝razy –, — œ RegE (�) nad kone�nou neprázdnou abecedou
� = {x1, x2, . . . , xn} a jejich hodnota L(–) jsou definovány induktivn�:

Základ:

v˝raz – pro hodnota L(–) © [–]
⁄ prázdn˝ �et�zec L(⁄) = {⁄}
ÿ prázdn˝ v˝raz L(ÿ) = {} © ÿ
a a œ � L(a) = {a}.

Indukce:
v˝raz hodnota poznámka
– + — L(– + —) = L(–) fi L(—) v grep, re |
–— L(–—) = L(–)L(—) m�ûeme zna�it ., ale plete se s UNIX grep.
–ú L(–ú) = L(–)ú

(–) L((–)) = L(–) závorky nem�ní hodnotu.
Kaûd˝ regulární v˝raz dostaneme indukcí v˝öe, tj. t�ída RegE (�) je nejmenöí
t�ída uzav�ená na uvedené operace.

Lemma 4.1
Jazyk L(⁄) = {⁄} = ÿú, v definici jen pro v˝znam symbolu L(⁄).
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P�íklady reguláních v˝raz�, priorita

Example 4.2 (Regulární v˝razy)
Jazyk st�ídajících se nul a jedni�ek lze zapsat:

(01)ú + (10)ú + 1(01)ú + 0(10)ú

(⁄ + 1)(01)ú(⁄ + 0).
Jazyk L((0ú

10
ú
10

ú
1)ú

0
ú) = {w |w œ {0, 1}ú, |w |1 = 3k, k Ø 0}.

Definition 4.2 (priorita)
Nejvyööí prioritu má iterace ú, niûöí konkatenace (z�et�zení), nejniûöí sjednocení +.

Theorem 4.1 (!varianta Kleeneho v�ty)

Kaûd˝ jazyk reprezentovan˝ kone�n˝m automatem lze zapsat jako regulární
v˝raz.
Kaûd˝ jazyk popsan˝ regulárním v˝razem m�ûeme zapsat jako ⁄-NFA (a tedy
i DFA).
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P�evod RegE v˝razu na ⁄–NFA automat

P�evod RegE v˝razu na ⁄–NFA automat.
D�kaz indukcí dle struktury R.
V kaûdém kroku zkonstruujeme ⁄-
NFA E rozpoznávající stejn˝ jazyk
L(R) = L(E ) se t�emi dalöími vlastnos-
tmi:

Práv� jeden p�ijímající stav.
éádné hrany do po�áte�ního stavu.
éádné hrany z koncového stavu.

Základ:

⁄ Prázdn˝ �et�zec ⁄

Prázdná mnoûina ÿ

a a œ �: v˝raz a

INDUKCE:

Sou�et R + S: R

S

⁄

⁄

⁄

⁄

Z�et�zení RS: R S⁄

Iterace Rú: R⁄ ⁄

⁄

⁄
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Od DFA k regulárním v˝raz�m

Regulární v˝raz z DFA
M�jme DFA A, QA = {1, . . . , n} o n stavech, stavy o�íslujeme od 1.
Nech� R(k)

ij je regulární v˝raz, L(R(k)
ij ) = {w |”ú

Æk(i , w) = j} mnoûina slov
p�evád�jících stav i do stavu j v A cestou, která neobsahuje stav s vyööím
indexem neû k.
Budeme rekruzivn� konstruovat R(k)

ij pro k = 0, . . . , n.

k = 0, i ”= j : R(0)
ij = a1 + a2 + . . . + am kde a1, a2, . . . , am jsou symboly

ozna�ující hrany i do j (nebo R(0)
ij = ÿ nebo R(0)

ij = a pro m = 0, 1).

k = 0, i = j : smy�ky, R(0)
ii = ⁄ + a1 + a2 + . . . + am kde a1, a2, . . . , am jsou

symboly na smy�kách v i .
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P�íklad: Od kone�ného automatu k RegE

1 2

1

0

0,1 R(2)
12 = 1

ú
0(0 + 1)ú

R(k+1)
ij = R(k)

ij + R(k)
i(k+1)(R

(k)
(k+1)(k+1))úR(k)

(k+1)j

R(0)
11 ⁄ + 1 =

R(0)
12 0 =

R(0)
21 ÿ =

R(0)
22 (⁄ + 0 + 1) =

R(1)
11 (⁄ + 1) + (⁄ + 1)(⁄ + 1)ú(⁄ + 1) =1

ú

R(1)
12 0 + (⁄ + 1)(⁄ + 1)ú

0 =1
ú
0

R(1)
21 ÿ + ÿ(⁄ + 1)ú(⁄ + 1) =ÿ

R(1)
22 (⁄ + 0 + 1) + ÿ(⁄ + 1)ú

0 =⁄ + 0 + 1

R(2)
11 1

ú + 1
ú
0(⁄ + 0 + 1)úÿ =1

ú

R(2)
12 1

ú
0 + 1

ú
0(⁄ + 0 + 1)ú(⁄ + 0 + 1) =1

ú
0(0 + 1)ú

R(2)
21 ÿ + (⁄ + 0 + 1)(⁄ + 0 + 1)úÿ =ÿ

R(2)
22 (⁄ + 0 + 1) + (⁄ + 0 + 1)(⁄ + 0 + 1)ú(⁄ + 0 + 1)=(0 + 1)ú
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INDUKCE. M�jme ’i , j œ Q R(k)
ij . Konstruujeme R(k+1)

ij .

i k+1 j
R(k)

i,(k+1) R(k)
(k+1),j

R(k)
i,j

R(k)
(k+1),(k+1)

R(k+1)
ij = R(k)

ij + R(k)
i(k+1)(R

(k)
(k+1)(k+1))úR(k)

(k+1)j

Cesty z i do j neprocházející uzlem (k + 1) jsou jiû v R(k)
ij .

Cesty z i do j p�es (k + 1) s p�ípadn˝mi smy�kami m�ûeme zapsat
R(k)

i(k+1)(R
(k)
(k+1)(k+1))úR(k)

(k+1)j .
regulární v˝razy jsou uzav�ené na s�ítání (sjednocení), z�et�zení i iteraci,
tj. Rk+1

ij œ RegE (�)
Nakonec, RegE = üjœFAR(n)

1j sjedncení p�es p�ijímající stavy j .
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Zjednoduöení regulárních v˝raz� (net�eba znát)

Lemma (Dalöí vlastnosti bez d�kazu)
Zjednoduöení návrhu automat�

L.ÿ = ÿ.L = ÿ
{⁄}.L = L.{⁄} = L

(Lú)ú = Lú

(L1 fi L2)ú = Lú
1(L2.Lú

1)ú = Lú
2(L1.Lú

2)ú

(L1.L2)R = LR
2 .LR

1

ˆw (L1 fi L2) = ˆw (L1) fi ˆw (L2)
ˆw (�ú ≠ L) = �ú ≠ ˆw L.

Automaty a gramatiky Regulární v˝razy, Kleeneova v�ta, Substituce, Homomorfizmus 4 February 8, 2023 78 / 71 - 89



Shrnutí p�evod� mezi reprezentacemi regulárních jazyk�

P�evod NFA na DFA
⁄ uzáv�r v O(n3) –
prohledává n stav�
násobeno n2 hran pro ⁄
p�echody.
Podmnoûinová konstrukce,
DFA s aû 2n stavy. Pro
kaûd˝ stav, O(n3) �asu na
v˝po�et p�echodové funkce.

⁄≠NFA NFA

RegE DFA

O(n32n)

O(n32n)
O(n)

O(n34n)

O(n)

O(n)

P�evod DFA na NFA
P�idat mnoûinové závorky k p�echodové funkci a p�echody pro ⁄ u ⁄≠NFA.

P�evod automatu DFA an RegE regulární v˝raz
O(n34n)

RegE v˝raz na automat
V �ase O(n) vytvo�íme ⁄≠NFA.
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Shrnutí

Regulární v˝razy
Kleeneho v�ta

Jazyk je p�ijíman˝ kone�n˝m automatem práv� kdyû lze napsat jako regulární

v˝raz,

tj. z ÿ a {a} pro a œ �

a kone�ného po�tu aplikací iterace, z�et�zení a sjednocení.

Uzáv�rové vlastnosti
dnes jen ’regulární’ sloupec.

jazyk regulární (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocení ANO ANO NE
pr�nik ANO NE NE
fl s RL ANO ANO ANO
dopln�k ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzní hom. ANO ANO ANO
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Substituce jazyk�

Definition 4.3 (Substituce jazyk�)
M�jme kone�nou abecedu �. Pro kaûdé x œ � budiû ‡(x) jazyk v n�jaké abeced�
Yx . Dále poloûme

‡(⁄) = {⁄}
‡(u.v) = ‡(u).‡(v)

Zobrazení ‡ : �ú æ P(Y ú), kde Y =
t

xœ� Yx se naz˝vá substituce.
Pro jazyk L definujeme: ‡(L) =

t
wœL ‡(w), podobn� sjednocení.

nevypouöt�jící substituce je substituce, kde ûádné ‡(x) neobstahuje ⁄.

Example 4.3 (substituce)
1) � = {k, p, m, c , t}, L = (kmp)(ckmp)út,

k slovník k�estních jmen, p slovník p�íjmení, m mezera, c �árka, t te�ka.
2) Pokud ‡(0) = {aibj , i , j Ø 0}, ‡(1) = {cd}

tak ‡(010) = {aibjcdakbl , i , j , k, l Ø 0}.
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Homomorfizmus a inverzní homomorfizmus jazyk�

Definition 4.4 (homomorfizmus (jazyk�), inverzní homomorfizmus)
Homomorfizmus h je speciální p�ípad substituce, kde obraz je vûdy jen
jednoslovn˝ jazyk (vynecháváme u n�j závorky), tj. (’x œ �) h(x) = wx .
Pokud ’x : wx ”= ⁄, jde o nevypouöt�jící homomorfizmus.
Inverzní homomorfizmus h≠1(L) = {w |h(w) œ L}.

Example 4.4 (homomorfizmus)
Znaky nahradíme TEXzápisem, h(µ) = \mu a podobn�.
Homomorfizmus h definujeme: h(0) = ab, a h(1) = ⁄. Pak h(0011) = abab.
Pro L = 10

ú
1 je h(L) = (ab)ú.

Theorem 4.2 (uzav�enost na homomorfizmus)
Je–li jazyk L i ’x œ � jazyk ‡(x), h(x) regulární, pak je regulární i ‡(L), h(L).
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Uzav�enost na substituci, homomorfizmus.
Strukturální indukcí ’probubláváním’ algebraick˝m popisem jazyka základních,
sjednocení, z�et�zení a iterace. Pro sjednocení a z�et�zení z definice substituce a
uzav�enosti regulárních jazyk� na sjednocení a z�et�zení.

‡(– + —) = ‡(L(–)) fi ‡(L(—))
‡(–—) = {w |÷u œ L(–)÷v œ L(—) : ‡(u)‡(v) = w}

Pro iteraci rozloûíme na nekone�né sjednocení, pro kaûd˝ konkrétní po�et iterací ‡
aplikované na kone�né z�et�zení.

‡(L(–)ú) = ‡(L(–)0) fi ‡(L(–)1) fi . . . fi ‡(L(–)n) fi . . .

= ‡(–)0 fi ‡(–)1 fi . . . fi ‡(–)n fi . . .

= L(‡(–)ú).
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Inverzní homomorfizmus

Definition ((4.4) Inverzní
homomorfizmus)
Nech� h je homomorfizmus abecedy
T do slov nad abecedou �. Pak
h≠1(L) ’h inverze L’ je mnoûina
�et�zc�
h≠1(L) = {w |w œ T ú; h(w) œ L}.

Example 4.5
Nech� L = ({00} fi {1})ú, h(a) = 01
a h(b) = 10.
Pak h≠1(L) = ({ba})ú.

D�kaz: h(({ba})ú) œ L snadno.
Ostatní w generují izolované 0 (roz-
bor p�ípad�).

L

h(L)h

h

L

h≠1(L)

Homomorfizmus aplikovan˝
dop�edn� a zp�tn�.
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Inverzní homomorfizmus DFA

Theorem 4.3
Je–li h homomorfizmus abecedy T do
abecedy � a L je regulární jazyk abecedy �,
pak h≠1(L) je také regulární jazyk. Start

A

Input w

Input h(w) to A

h

Accept/reject

Proof:

pro L máme DFA A = (Q, �, ”, q0, F )
h : T æ �ú

definujeme ⁄-NFA B = (QÕ, T , ”Õ, [q0, ⁄] , F ◊ {⁄}) kde
QÕ = {[q, u] |q œ Q, u œ �ú, ÷(a œ T )÷(v œ �ú)h(a) = vu} u je bu�er
”Õ([q, ⁄] , a) = [q, h(a)] napl�uje bu�er
”Õ([q, bv ] , ⁄) = [p, v ] kde ”(q, b) = p �te bu�er.
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P�íklad: Navötiv vöechny stavy

Example 4.6
Nech� A = (Q, �, ”, q0, F ) je DFA. Definujme jazyk L = {w œ �ú; ”ú(q0, w) œ F
a pro kaûd˝ stav q œ Q existuje prefix xq slova w tak, ûe ”ú(q0, xq) = q}.
Tento jazyk L je regulání.

M Ozna�me M = L(A).
T Definujeme novou abecedu T trojic {[paq]; p, q œ Q, a œ �, ”(p, a) = q}.
h Definujeme homomorfizmus (’ p, q, a) h([paq]) = a.

L1 Jazyk L1 = h≠1(M) je regulární, protoûe M je regulární (DFA inverzní
homomorfizmus).
h≠1(101) obsahuje 23 = 8 �et�zc�, nap�.
[p1p][q0q][p1p] œ {[p1p], [q1q]}{[p0q], [q0q]}{[p1p], [q1q]}.
Dále zkonstruujeme L z L1 (dalöí slide).

p q

1

0 0,1
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L2 Vynutíme za�átek q0. Definujeme
E1 =

t
aœ�,qœQ{[q0aq]} =

E1 = {[q0a1q0], [q0a2q1], . . . , [q0amqn]}.
Pak L2 = L1 fl L(E1.T ú).

L3 Vynutíme stejné sousedící stavy.
Definujeme ne–odpovídající dvojice
E2 =

t
q ”=r ,p,q,r ,sœQ,a,bœ�{[paq][rbs]}.

Definujeme L3 = L2 ≠ L(T ú.E2.T ú),
Kon�í v p�ijímajícím stavu, protoûe jsme
za�ali z jazyku M p�ijímaném DFA A.

L4 Vöechny stavy. ’ q œ Q definujeme Eq
jako regulární v˝raz sjednocení vöech
symbol� T takov˝ch, ûe q není ani na
první, ani na poslední pozici. Ode�teme
L(Eú

q ) od L3. L4 = L3 ≠
t

qœQ{Eú
q }.

L Odstraníme stavy, necháme symboly.
L = h(L4). Tedy L je regulární.

P�ehled:
M = L(A)

Inverzní homom.
L1 h≠1(M) ™ {[qap]}ú

pr�nik RJ
L2 + q0

rozdíl RJ
L3 + sousední stavy rovny

rozdíl RJ
L4 + vöechny stavy

homomorfismus
L h([qap]) = a
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Rozhodovací problémy pro regulární jazyky

Lemma (Test ne–prázdnosti regulárního jazyka)
Lze algoritmicky rozhodnout, zda jazyk p�ijíman˝ DFA, NFA, ⁄-NFA je prázdn .̋

Jazyk je prázdn˝ práv� kdyû ûádn˝ z koncov˝ch stav� není dosaûiteln .̋
Dosaûitelnost lze testovat O(n2).

Lemma (Test náleûení do regulárního jazyka)
Pro dan˝ �et�zec w; |w | = n a regulární jazyk L. Lze algoritmicky rozhodnout,
zda je w œ L.

DFA: Spus� automat; pokud |w | = n, p�i dobré reprezentaci a konstatním
�ase p�echodu O(n).
NFA o s stavech: �as O(ns2). Kaûd˝ vstupní symbol aplikujeme na vöechny
stavy p�edchozího kroku, kter˝ch je nejv˝ö s.
⁄≠NFA - nejd�íve ur�íme ⁄–uzáv�r. Pak aplikujeme p�echodovou funkci a
⁄–uzáv�r na v˝sledek.
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Shrnutí 4

Definition (4.1 RJ – algebraick˝ popis jazyk�)
Pro kone�nou neprázdnou abecedu � ozna�me RJ(�) nejmenöí t�ídu jazyk�,
která:

obsahuje prázdn˝ jazyk ÿ
pro kaûdé písmeno x œ � obsahuje jazyk {x}
je uzav�ená na sjednocení A, B œ RJ(�) ∆ A fi B œ RJ(�)
je uzav�ená na z�et�zení A, B œ RJ(�) ∆ A.B œ RJ(�)
je uzav�ená na iteraci A œ RJ(�) ∆ Aú œ RJ(�).

Theorem (4.1 Kleene)
Libovoln˝ jazyk je rozpoznateln˝ kone�n˝m automatem práv� kdyû je ve t�íd� RJ.

T�ída regulárních jazyk� je uzav�ená na
sjednocení, pr�nik, dopln�k
z�et�zení, iteraci, substituci, homomorfizmus, inverzní homomorfizmus
reverzi, lev˝ i prav˝ kvocient.
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Dvousm�rné (dvoucestné) kone�né automaty
Kone�n˝ automat provádí následující
�innosti:

p�e�te písmeno

zm�ní stav vnit�ní jednotky

posune �tecí hlavu doprava

�tecí hlava se nesmí vracet.

w

q0

Accept/Reject
Reject

Definition 5.1 (Dvousm�rné (dvoucestné) kone�né automaty)
Dvousm�rn˝m (dvoucestn˝m) kone�n˝m automatem naz˝váme p�tici
A = (Q, �, ”, q0, F ), kde

Q je kone�ná mnoûina stav�,
� je kone�ná mnoûina vstupních symbol�
p�echodové funkce ” je zobrazení Q ◊ � æ Q ◊ {≠1, 1} rozöí�ené o pohyb
hlavy
q0 œ Q po�áte�ní stav
mnoûina p�ijímajících stav� F ™ Q.

Pozn.: Je deterministick ,̋ nedeterministick˝ zavád�t nebudeme.
Pozn.2: Nulov˝ pohyb hlavy lze, jen trochu zkomplikuje d�kaz dále.

Reprezentujeme op�t stavov˝m diagramem, tabulkou.
Automaty a gramatiky Dvousm�rné FA, Mealy a Moore stroje 5 February 8, 2023 90 / 90 - 106



V˝po�et dvousm�rného automatu

Definition 5.2 (V˝po�et dvousm�rného automatu)
Slovo w je p�ijato dvousm�rn˝m kone�n˝m automatem, pokud:

v˝po�et za�al na prvním písmenu slova w vlevo v po�áte�ním stavu
�tecí hlava poprvé opustila slovo w vpravo v n�kterém p�ijímajícím stavu
mimo �tené slovo není v˝po�et definován (v˝po�et zde kon�í a slovo není
p�ijato).

w

q0

Accept/Reject
Reject

Ke slov�m si m�ûeme
p�idat speciální
koncové znaky # /œ �
funkce ˆ# odstraní #
zleva, ˆR

# zprava.

Lemma
Je–li L(A) = {#w#|w œ L ™ �ú} regulární,
potom je regulární i L = ˆ#ˆR

#(L(A) fl #�ú#).
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P�íklad dvousm�rného automatu

Example 5.1 (P�íklad dvousm�rného automatu)
Nech� A = (Q, �, ”, q1, F ). Dvousm�rn˝ kone�n˝ automat
B = (Q fi Q| fi Q|| fi {q0, qN , qY }, � fi {#}, ”|, q0, {qY }) p�ijímající jazyk
L(B) = {#u#|uu œ L(A)} (toto NENÍ lev˝ ani prav˝ kvocient!) definujeme
následovn�:

”| x œ � # poznámka
q0 qN , ≠1 q1, +1 q1 je po�átek A
q p, +1 q|, ≠1 p = ”(q, x)
q| q|, ≠1 q||, +1
q|| p||, +1 qY , +1 q œ F , p = ”(q, x)
q|| p||, +1 qN , +1 q /œ F , p = ”(q, x)
qN qN , +1 qN , +1
qY qN , +1 qN , +1

##

qNqY

u

q||

q1 qq0
q|

q1 q4

3,4

3
Automaty a gramatiky Dvousm�rné FA, Mealy a Moore stroje 5 February 8, 2023 92 / 90 - 106



Dvousm�rné a jednosm�rné kone�né automaty

Theorem 5.1
Jazyky p�ijímané dvousm�rn˝mi kone�n˝mi automaty jsou práv� regulární jazyky.

Proof: kone�n˝ automat æ dvousm�rn˝ automat

Kone�n˝ automat p�edeveme na dvousm�rn˝ p�idáním posunu hlavy
vpravo
A = (Q, �, ”, q0, F ) æ 2A = (Q, �, ”|, q0, F ), kde
”|(q, x) = (”(q, x), +1).

Moûnost pohybovat �tecí hlavou po pásce nezv�töila sílu kone�ného
automatu (dokud na pásku nic nepíöeme!).
Pro d�kaz pot�ebujeme p�ípravu.
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Funkce fu popisující v˝po�et 2DFA nad slovem u
Algorithm: Funkce fu popisující v˝po�et 2DFA nad slovem u

Definujeme funkci fu : Q fi {q|
0} æ Q fi {0}

fu(q|
0) popisuje v jakém stavu poprvé

odejdeme vpravo, pokud za�neme v˝po�et
vlevo v po�áte�ním stavu q0,
symbol 0 zna�í, ûe daná situace nenastane
(odejdeme vlevo nebo cyklus),
fu(p); p œ Q v jakém stavu op�t odejdeme
vpravo, pokud za�neme v˝po�et vpravo v p
Definujeme ekvivalenci slov následovn�: u ≥ w …def fu = fw ,

tj. slova jsou ekvivalentní pokud mají stejné ’v˝po�tové’ funkce.

Regulárnost 2DFA
Ekvivalence ≥ je ekvivalence, má kone�n˝ index, je to pravá kongruence, jazyk
2DFA odpovídá sjednocení t�íd fw (q|

0) œ F .
Podle Myhill–Nerodovy v�ty je L(A) regulární jazyk.

u v

q0

q

u v

q

p
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Konstruktivní d�kaz v�ty o 2DFA

Pot�ebujeme p�evést návraty na lineární
v˝po�et.
Zajímají nás jen p�ijímající v˝po�ty
Díváme se na �ezy mezi symboly (v jakém
stavu p�echází na dalöí polí�ko)

Pozorování:
stavy se v p�echodu �ezu st�ídají
(doprava, doleva)
první stav jde doprava, poslední
také doprava
v deterministick˝ch p�ijímajících
v˝po�tech nejsou cykly
první a poslední �ez obsahují jedin˝
stav.

Algorithm: 2DFA æ NFA

Najdeme vöechny moûné
�ezy – posloupnosti stav� (je
jich kone�n� mnoho).
Mezi �ezy definujeme
nedeterministické p�echody
podle �teného symbolu.
Rekonstruujeme v˝po�et
skládáním �ez� jako puzzle.
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Algorithm: Formální p�evod 2DFA na NFA

Nech� A = (Q, �, ”, q0, F ) je dvousm�rn˝ (deterministick˝) kone�n˝
automat. Definujeme ekvivalentní nedeterministick˝ automat B =
(Q|, �, ”|, (q0), F |) kde:

Q| jsou vöechny korektní p�echodové posloupnosti
posloupnosti stav� (q1, . . . , qk

); qi œ Q
délka posloupnosti je lichá (k = 2m + 1)

ûádn˝ stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici

(’i ”= j) (q2i ”= q2j
) & (’i ”= j)(q2i+1 ”= q2j+1

)

F | = {(q)|q œ F} posloupnosti délky 1
”|(c , a) = {d |d œ Q|&c aæ d je lokáln� konzistentní p�echod pro a}

existuje bijekce: h : codd fi deven æ ceven fi dodd , tak, ûe:

zachovává uspo�ádání

pro h(q) œ ceven je (h(q), ≠1) = ”(q, a)

pro h(q) œ dodd je (h(q), +1) = ”(q, a).

L(A) = L(B)
Trajektorie 2DFA A odpovídá �ez�m v FA B, odtud L(A) = L(B).

a

c d
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P�íklad p�evodu 2DFA na NKA

M�jme následující
dvousm�rn˝
kone�n˝ automat:

a b
æ p p,+1 q,+1
úq q,+1 r,-1
r p,+1 r,-1

Moûné �ezy a jejich p�echody
Doleva jedin� r – vöechny sudé pozice r , tj. jediná
sudá
moûné �ezy: (p), (q), (p, r , q), (q, r , p).

a b
æ (p) (p) (q)
ú(q) (q),(q,r,p)

(p,r,q)
(q,r,p) (q)

Ukázka (zacykleného, nep�ijímajícího)
v˝po�tu:

a a b a a b a a b b
p p p q q q

r
p q q q

r
p q

r r
p q
. .

V˝sledn˝ NFA:

(p) (q) (q,r,p)

a a
a

b

b
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Automaty s v˝stupem (motivace)

Dosud jediná zpráva z automatu: ’Jsme v p�ijímajícím stavu’.
M�ûeme z FA získat více informací? M�ûeme zaznamenat trasu v˝po�tu?

Moore: indikace stav� (vöech, nejen koncov˝ch)
v kaûdé chvíli víme, kde se automat nachází
P�íklad: r�zné (regulární) �íta�e

Mealy: indikace p�echod�
po p�e�tení kaûdého symbolu víme, co automat d�lal
P�íklad: regulární p�eklad slov

Automat uû není tak docela �erná sk�í�ka.
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Moore�v stroj

Definition 5.3 (Moore�v stroj)
Mooreov˝m (sekven�ním) strojem naz˝váme öestici A = (Q, �, Y , ”, µ, q0)
resp. p�tici A = (Q, �, Y , ”, µ), kde

Q je kone�ná neprázdná mnoûina stav�
� je kone�ná neprázdná mnoûina symbol� (vstupní abeceda)
Y je kone�ná neprázdná mnoûina symbol� (v˝stupní abeceda)
” je zobrazení Q ◊ � æ Q (p�echodová funkce)
µ je zobrazení Q æ Y (zna�kovací funkce)
q0 œ Q (po�áte�ní stav)

N�kdy nás nezajímá po�áte�ní stav, ale jen práce automatu
zna�kovací funkce umoû�uje suplovat roli koncov˝ch stav�

F ™ Q nahradíme zna�kovací funkcí µ : Q æ {0, 1} takto:

µ(q) = 0 pokud q /œ F ,
µ(q) = 1 pokud q œ F .
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P�íklad Mooreova stroje

Example 5.2 (Moore�v stroj pro tenis)
Moore�v stroj pro po�ítání tenisového
skóre.

Vstupní abeceda: ID hrá�e, kter˝
uhrál bod
V˝stupní abeceda & stavy: skóre
(tj. Q = Y a µ(q) = q)

Stav/v˝stup A B
00:00 15:00 00:15
15:00 30:00 15:15
15:15 30:15 15:30
00:15 15:15 00:30
30:00 40:00 30:15
30:15 40:15 30:30
30:30 40:30 30:40
15:30 30:30 15:40
00:30 15:30 00:40
40:00 A 40:15
40:15 A 40:30
40:30 A shoda
30:40 shoda B
15:40 30:40 B
00:40 15:00 B
shoda A:40 40:B
A:40 A shoda
40:B shoda B
A 15:00 00:15
B 15:00 00:15
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Mealyho stroj

Definition 5.4 (Mealyho stroj)
Mealyho (sekven�ním) strojem naz˝váme öestici A = (Q, �, Y , ”, ⁄M , q0) resp.
p�tici A = (Q, �, Y , ”, ⁄M), kde

Q je kone�ná neprázdná mnoûina stav�
� je kone�ná neprázdná mnoûina symbol� (vstupní abeceda)
Y je kone�ná neprázdná mnoûina symbol� (v˝stupní abeceda)
” je zobrazení Q ◊ � æ Q (p�echodová funkce)
⁄M je zobrazení Q ◊ � æ Y (v˝stupní funkce)
q0 œ Q (po�áte�ní stav)

V˝stup je ur�en stavem a vstupním symbolem
Mealyho stroj je obecn�jöím prost�edkem neû stroj Moore�v

Zna�kovací funkci µ : Q æ Y lze nahradit v˝stupní funkcí ⁄M : Q ◊ � æ Y
nap�íklad takto:

’x œ � ⁄M(q, x) = µ(q)
nebo ’x œ � ⁄M(q, x) = µ(”(q, x))
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P�íklad Mealyho stroje

Example 5.3 (Mealyho stroj)
Automat, kter˝ d�lí vstupní slovo v bináním tvaru �íslem 8 (celo�íseln�).

Posun o t�i bity doprava
pot�ebujeme si pamatovat poslední trojici bit�
vlastn� t�íbitová dynamická pam��

Stav\symbol 0 1
000 000/0 001/0
001 010/0 011/0
010 100/0 101/0
011 110/0 111/0
100 000/1 001/1
101 010/1 011/1
110 100/1 101/1
111 110/1 111/1

000 001 011 111

010 101 110

100

0/0

1/0 1/0 1/0

1/1

0/0
0/0

0/1
1/0

0/0
0/1

1/1

1/1

0/1

0/1

1/1

I kdyû nevíme, kde automat startuje, po t�ech symbolech za�ne po�ítat
správn�.
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V˝stup sekven�ních stroj�

slovo ve vstupní abeced� æ slovo ve v˝stupní abeced�
Moore�v stroj

zna�kovací funkce µ : Q æ Y
µú

: Q ◊ �
ú æ Y ú

µú
(q, ⁄) = ⁄ (n�kdy µú

(q, ⁄) = q)

µú
(q, wx) = µú

(q, w).µ(”ú
(q, wx))

P�íklad: µú
(00:00,AABA)=(00:00 .) 15:00 . 30:00 . 30:15 . 40:15

Mealyho stroj
v˝stupní funkce ⁄M : Q ◊ � æ Y
⁄ú

M : Q ◊ �
ú æ Y ú

⁄ú
M(q, ⁄) = ⁄

⁄ú
M(q, wx) = ⁄ú

M(q, w).⁄M(”ú
(q, w), x)

P�íklad: ⁄ú
M(000,1101010)=0001101

⁄ x y u v

a b c d

x y u v

a b c d
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Lemma (P�evod Mooreova stroje na Mealyho)
Pro kaûd˝ Moor�v stroj existuje Mealyho stroj p�evád�jící kaûdé vstupní slovo na
stejné v˝stupní slovo.

Proof.
Nech�
A = (Q, �, Y , ”, µ, q0) je
Moore�v stroj.
Definujeme Mealyho stroj
B = (Q, �, Y , ”, ⁄M , q0),
kde ⁄M(q, x) = µ(”(q, x))

tj. ⁄M vrací zna�ku

stavu, do kterého

p�ejdeme.

Example 5.4

Moore�v stroj
stav 0 1 v˝stup
a a b 0
b b c 1
c c a 2

Mealyho stroj
se stejn˝m v˝stupem

stav 0 1
a a/0 b/1
b b/1 c/2
c c/2 a/0

x

a b

a/x b/x
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P�evod Mealyho stroje na Moore�v

Lemma (P�evod Mealyho stroje na Moore�v)
Pro kaûd˝ Mealyho stroj existuje Moore�v stroj p�evád�jící kaûdé vstupní slovo na
stejné v˝stupní slovo.

Nech� A = (Q, �, Y , ”, ⁄M , q0) je Mealyho stroj.
Sestrojme Moore�v stroj B tak, aby ’q, w ⁄ú

M(q, w) = µú(q, w).
! Rozd�líme stav na více stav�, podle po�tu v˝stupních symbol�.

B = (Q ◊ (Y fi {_}), �, Y , ”|, µ, (q0, _)), kde
”|

((q, y), x) = (”(q, x), ⁄M(q, x)) a

µ((q, y)) = y

P�íklad:
stav 0 1
a a/0 b/0
b a/1 b/1

stav 0 1 v˝stup
(a,0) (a,0) (b,0) 0
(a,1) (a,0) (b,0) 1
(b,0) (a,1) (b,1) 0
(b,1) (a,1) (b,1) 1

q
a/x b/y

q/x q/ya b
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Kone�né automaty – shrnutí

Kone�n˝ automat
redukovan˝ deterministick˝ automat (lze definovat i jednozna�n˝)

nedeterminismus ⁄–NFA, 2
n
, (dvousm�rn˝ FA nn

)

Regulární v˝razy
Automaty a jazyky

regulární jazyky

uzav�enost na mnoûinové operace

uzav�enost na �et�zcové operace

uzav�enost na substituci, homomorfizmus a inverzní homomorfizmus,

automaty v˝öe i regulární v˝razy popisují stejnou t�ídu jazyk�.

Charakteristika regulárních jazyk�
Mihyll–Nerodova v�ta (kongruence)

Kleeneova v�ta (elementární jazyky a operace)

Itera�ní (pumping) lemma (iterace podslov, jen nutná podmínka).

(Automaty s v˝stupem)
(Moore�v stroj)

(Mealyho stroj)
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Palindromy

Definition (palindrom)
Palindrom je �et�zec w stejn˝ p�i �tení zep�edu i
zedadu, tj. w = wR .

P�íklady: ’otto’; ’Madam, I’m Adam’.

Lemma
Jazyk Lpal = {w |w = wR , w œ �ú} není
regulární.

Example 6.1 (Bezkontextová
gramatika pro palindromy)
G = ({S}, {0, 1}, P, S), P =
1. S æ ⁄
2. S æ 0
3. S æ 1
4. S æ 0S0
5. S æ 1S1

Proof:

D�kaz sporem. P�edpokládejme Lpal je regulární, nech� n je konstanta
z pumping lemma, uvaûujme slovo: w = 0n10n.
z pumping lemmatu lze rozloûit na w = xyz , y obsahuje jednu nebo
více z prvních n nul. Tedy xz má b˝t v Lpal ale není, tj. Lpal není
regulární.
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Formální (generativní) gramatiky, Bezkontextové gramatiky

Definition 6.1 (Formální (generativní) gramatika)
Formální (generativní) gramatika je G = (V , T , P, S) sloûena z

kone�né mnoûiny neterminál� (variables) V
neprázdné kone�né mnoûiny terminálních symbol� (terminál�) T
po�áte�ní symbol S œ V .
kone�né mnoûiny pravidel (produkcí) P reprezentující rekurzivní definici
jazyka. Kaûdé pravidlo má tvar:

—A“ æ Ê, A œ V , —, “, Ê œ (V fi T )
ú

tj. levá strana obsahuje aspo� jeden neterminální symbol.

Definition (Bezkontextová gramatika CFG)
Bezkontextová gramatika (CFG) je G = (V , T , P, S) gramatika, obsahující
pouze pravidla tvaru

A æ Ê, A œ V , Ê œ (V fi T )ú.
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Chomského hierarchie

Definition 6.2 (Klasifikace gramatik podle tvaru p�episovacích pravidel)
gramatiky typu 0 (rekurzivn� spo�etné jazyky L0)

pravidla v obecné form� – æ Ê, –, Ê œ (V fi T )
ú, – obsahuje neterminál

gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky L1)
pouze pravidla ve tvaru “A— æ “Ê—

A œ V , “, — œ (V fi T )ú, Ê œ (V fi T )+
!

jedinou v˝jimkou je pravidlo S æ ⁄, potom se ale S nevyskytuje na pravé

stran� ûádného pravidla

gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky L2)
pouze pravidla ve tvaru A æ Ê, A œ V , Ê œ (V fi T )

ú

gramatiky typu 3 (regulární/pravé lineární gramatiky, regulární jazyky L3)

pouze pravidla ve tvaru A æ ÊB, A æ Ê, A, B œ V , Ê œ T ú
.
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Uspo�ádanost Chomského hierarchie
Chomského hierarchie definuje uspo�ádání t�íd jazyk�

L0 ´ L1 ´ L2 ´ L3

dokonce vlastní podmnoûiny (pozd�ji)
L0 ´ L1 rekurzivn� spo�etné jazyky zahrnují kontextové jazyky

pravidla “A— æ “Ê— obsahují vlevo neterminál A
L2 ´ L3 bezkontextové jazyky zahrnují regulární jazyky

pravidla A æ ÊB, A æ Ê obsahují vpravo �et�zec (V fi T )
ú

L1 ´ L2 kontextové jazyky zahrnují bezkontextové jazyky

problém je s pravidly typu A æ ⁄, ale ta umíme eliminovat.

Example 6.2 (Notace)
a, b, c , 1, ú, ( terminály
A, B, C neterminály, prom�nné
w , z �et�zec terminál�
X , Y bu� terminál nebo neterminál
–, —, “ �et�zec (T fi V )ú

A æ –|— {A æ –, A æ —}, OR, kompaktní zápis více pravidel.
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Definition 6.3 (Derivace ∆ú)
M�jme gramatiku G = (V , T , P, S).

�íkáme, ûe – se p�ímo p�epíöe na Ê (píöeme – ∆G Ê nebo – ∆ Ê) jestliûe
÷—, “, ÷, ‹ œ (V fi T )

ú
: – = ÷—‹, Ê = ÷“‹ a (— æ “) œ P.

�íkáme, ûe – se p�epíöe na Ê (píöeme – ∆ú Ê) jestliûe
÷—1, . . . , —n œ (V fi T )

ú
: – = —1 ∆ —2 ∆ . . . ∆ —n = Ê,

tj. také – ∆ú –.

Posloupnost —1, . . . , —n naz˝váme derivací (odvozením).
Pokud ’i ”= j : —i ”= —j , hovo�íme o minimálním odvození.
Libovoln˝ �et�zec Ê œ (T fi V )ú odvoditeln˝ z po�áte�ního symbolu
naz˝váme sentenciální forma.

Definition 6.4 (Jazyk generovan˝ gramatikou G)
Jazyk L(G) generovan˝ gramatikou G = (V , T , P, S) je mnoûina terminálních
�et�zc�, pro které existuje derivace ze startovního symbolu

L(G) = {w œ T ú|S ∆ú
G w}.

Jazyk neterminálu A œ V definujeme L(A) = {w œ T ú|A ∆ú
G w}.
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Gramatiky typu 3 a regulární jazyky

Definition (Gramatika typu 3, pravá lineární)
Gramatika G je pravá lineární, tj. regulární, Typu 3, pokud obsahuje pouze
pravidla tvaru A æ wB, A æ w , A, B œ V , w œ T ú.

Example 6.3 (P�íklad derivace gramatiky typu 3)
P = {S æ 0S|1A|⁄, A æ 0A|1B, B æ 0B|1S}
S ∆ 0S ∆ 01A ∆ 011B ∆ 0110B ∆ 01101S ∆ 01101

Pozorování:
kaûdá sentenciální forma derivace obsahuje práv� jeden neterminál

tento neterminál je vûdy umíst�n zcela vpravo

aplikací pravidla A æ w se derivace uzavírá

krok derivace generuje symboly a zm�ní neterminál

Idea vztahu gramatiky a kone�ného automatu
neterminál = stav kone�ného automatu
pravidla = p�echodová funkce.
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P�íklad p�evodu FA na gramatiku

Example 6.4 (G, FA binární zápis �ísla d�litelného 5)
L = {w |w œ {0, 1}ú&w je binární zápis �ísla d�litelného 5}

A æ 1B|0A|⁄
B æ 0C |1D
C æ 0E |1A
D æ 0B|1C
E æ 0D|1E

A0

B1

C2

D3

E4

0

1
0

1

1

0

0

1

1

0

P�íklady derivací

A ∆ 0A ∆ 0 (0)
A ∆ 1B ∆ 10C ∆ 101A ∆ 101 (5)
A ∆ 1B ∆ 10C ∆ 101A ∆ 1010A ∆ 1010 (10)
A ∆ 1B ∆ 11D ∆ 111C ∆ 1111A ∆ 1111 (15)
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P�evod kone�ného automatu na gramatiku typu 3

Theorem 6.1 (L œ RE ∆ L œ L3)
Pro kaûd˝ jazyk rozpoznávan˝ kone�n˝m automatem existuje gramatika typu 3,
která ho generuje.

Proof: P�evod kone�ného automatu na gramatiku typu 3

L = L(A) pro deterministick˝ kone�n˝ automat A = (Q, �, ”, q0, F ).
definujme gramatiku G = (Q, �, P, q0), kde pravidla P mají tvar

p æ aq, kdyû ”(p, a) = q
p æ ⁄, kdyû p œ F

je L(A) = L(G)?
⁄ œ L(A) … q0 œ F … (q0 æ ⁄) œ P … ⁄ œ L(G)

a1 . . . an œ L(A) … ÷q0, . . . , qn œ Q tû. ”(qi , ai+1) = qi+1, qn œ F
… (q0 ∆ a1q1 ∆ . . . a1 . . . anqn ∆ a1 . . . an) je derivace pro a1 . . . an
… a1 . . . an œ L(G)
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P�íprava p�evodu gramatiky typu 3 na FA

Opa�n˝ sm�r
pravidla A æ aB kódujeme do p�echodové funkce

pravidla A æ ⁄ ur�ují koncové stavy

pravidla A æ a1 . . . anB, A æ a1 . . . an s více neterminály rozepíöeme

zavedeme nové neterminály Y2, . . . , Yn, Z1, . . . , Zn
vytvo�íme pravidla A æ a1Y2, Y2 æ a2Y3, . . . , Yn æ anB
resp. Z æ a1Z1, Z1 æ a2Z2, . . . , Zn≠1 æ anZn, Zn æ ⁄

pravidla A æ B odpovídají ⁄ p�echod�m

zbavíme se jich tranzitivním uzáv�rem
nebo musíme tranzitivn� uzav�ít S æ B pro hledání S æ ⁄.

Lemma
Ke kaûdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, která generuje stejn˝ jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A æ aB, A æ ⁄, A, B œ V , a œ T.
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Standardizace gramatiky typu 3

Lemma
Ke kaûdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, která generuje stejn˝ jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A æ aB, A æ ⁄, A, B œ V , a œ T.

Proof.
Pro gramatiku G = (V , T , S, P) definujeme G | = (V |, T , S, P |), kde pro kaûdé
pravidlo zavedeme dostate�n˝ po�et nov˝ch neterminál� Y2, . . . , Yn, Z1, . . . , Zn a
definujeme

P P |

A æ aB A æ aB
A æ ⁄ A æ ⁄
A æ a1 . . . anB A æ a1Y2, Y2 æ a2Y3, . . . Yn æ anB
Z æ a1 . . . an Z æ a1Z1, Z1 æ a2Z2, . . . , Zn≠1 æ anZn, Zn æ ⁄
odstraníme i pravidla:
A æ B tranzitivní uzáv�r U(A) = {B|B œ V &A ∆ú B}

A æ “ pro vöechna Z œ U(A) a (Z æ “) œ P |
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Pouze pravidla A æ aB, A æ ⁄

Example 6.5

P P |

B æ a1 B æ a1H1, H1 æ ⁄
U(A) = {A, B}, proto

A æ B A æ a1H2, H2 æ ⁄
A æ a2 A æ a2H3, H3 æ ⁄
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P�evod gramatiky typu 3 na kone�n˝ automat

Theorem 6.2 (⁄–NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznávající stejn˝ jazyk)
Pro kaûd˝ jazyk L generovan˝ gramatikou typu 3 existuje ⁄–NFA rozpoznávající L.

Proof: P�evod gramatiky typu 3 na kone�n˝ automat

Vezmeme G = (V , T , P, S) obsahující jen pravidla tvaru A æ aB, A æ ⁄,

A, B œ V , a œ T generující L (p�edchozí lemma)

definujeme nedeterministick˝ ⁄–NFA A = (V , T , ”, S, F ), kde:
F = {A|(A æ ⁄) œ P}
”(A, a) = {B|(A æ aB) œ P}

L(G) = L(A)

⁄ œ L(G) … (S æ ⁄) œ P … S œ F … ⁄ œ L(A)

a1 . . . an œ L(G) … existuje derivace

(S ∆ a1H1 ∆ . . . ∆ a1 . . . anHn ∆ a1 . . . an)

… ÷H0, . . . , Hn œ V tak ûe H0 = S, Hn œ F
Hi+1 œ ”(Hi , ak) pro krok a1 . . . ak≠1Hi ∆ a1 . . . ak≠1akHi+1

… a1 . . . an œ L(A)

Automaty a gramatiky Gramatiky, Chomského hierarchie, vícezna�nost 6 February 8, 2023 118 / 107 - 136



Levé (a pravé) lineání gramatiky

Definition 6.5 (Levé (a pravé) lineání gramatiky)
Gramatiky typu 3 naz˝váme také pravé lineární (neterminál je vûdy vpravo).
Gramatika G je levá lineání, jestliûe má pouze pravidla tvaru
A æ Bw , A æ w , A, B œ V , w œ T ú.

Lemma
Jazyky generované levou lineání gramatikou jsou práv� regulární jazyky.

Proof:

∆ ’oto�ením’ pravidel levé lineární gramatiky dostaneme pravou lineární
A æ Bw , A æ w p�evedeme na A æ wRB, A æ wR

získaná gramatika generuje jazyk LR , najdeme automat
víme, ûe regulární jazyky jsou uzav�ené na reverzi,
LR je regulární, tudíû i L = (LR)R je regulární

≈ takto lze získat vöechny regulární jazyky
(FA∆reverze∆ pravá lineární gramatika∆ levá lineární gramatika)
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Lineární gramatiky (a jazyky)

Levá a pravá lineární pravidla dohromady jsou uû siln�jöí.

Definition 6.6 (lineární gramatika, jazyk)
Gramatika je lineární, jestliûe má pouze pravidla tvaru
A æ uBw , A æ w , A, B œ V , u, w œ T ú

(na pravé stran� vûdy maximáln� jeden

neterminál).
Lineární jazyky jsou práv� jazyky generované lineáními gramatikami.

Z�ejm� platí: regulární jazyky ™ lineární jazyky.
Jde o vlastní podmnoûinu (.

Example 6.6 (lineární, neregulární jazyk)
Jazyk L = {0n1n|n Ø 1} není regulární jazyk, ale je lineární, generovan˝
gramatikou s pravidly S æ 0S1|01.

Pozorování:
lineární pravidla lze rozloûit na lev� a prav� lineání pravidla: S æ 0A, A æ S1.
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Bezkontextová gramatika pro jednoduché v˝razy

Definition (Bezkontextová gramatika)
Bezkontextová gramatika je gramatika, kde
vöechna pravidla jsou tvaru
A æ Ê, Ê œ (V fi T )ú.

Example 6.7 (CFG pro jednoduché v˝razy)
Gramatika pro jednoduché v˝razy
G = ({E , I}, {+, ú, (, ), a, b, 0, 1}, P, E ), P
jsou pravidla vypsaná vpravo.

Pravidla 1–4 definují v˝raz.
Pravidla 5–10 definují identifikátor I,
odpovídající regulárnímu v˝razu
(a + b)(a + b + 0 + 1)ú.

CFG pro jednoduché v˝razy
1. E æ I
2. E æ E + E
3. E æ E ú E
4. E æ (E )

5. I æ a
6. I æ b
7. I æ Ia
8. I æ Ib
9. I æ I0
10. I æ I1
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Deriva�ní strom

Definition 6.7 (Deriva�ní strom)
M�jme gramatiku G = (V , T , P, S). Deriva�ní strom pro G je strom, kde:

Ko�en (kreslíme naho�e) je ozna�en startovním symbolem S,
kaûd˝ vnit�ní uzel je ohodnocen neterminálem V .
Kaûd˝ uzel je ohodnocen prvkem œ V fi T fi {⁄}.
Je–li uzel ohodnocen ⁄, je jedin˝m dít�tem svého rodi�e.
Je–li A ohodnocení vrcholu a jeho d�ti zleva po�ad� jsou ohodnoceny
X1, . . . , Xk , pak (A æ X1 . . . Xk) œ P je pravidlo gramatiky.

Notation 1 (Terminologie strom�)
Uzly, rodi�e, d�ti, ko�en, vnit�ní uzly, listy, následníci, p�edci.

Stromová struktura reprezentuje zdrojov˝ program v p�eklada�i. Struktura
usnad�uje p�eklad do strojového kódu.
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P�íklady strom�, Strom dává slovo (yield)

Deriva�ní strom E ∆ú I + E . Deriva�ní strom P ∆ú 0110.
E

E

I

+ E

P

0 P

1 P

⁄

1

0

Definition 6.8 (Strom dává slovo (yield))
�íkáme, ûe derivan�ní strom dává slovo w (yield), jestliûe w je slovo sloûené
z ohodnocení list� bráno zleva doprava.
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Levá a pravá derivace

Definition 6.9 (Levá a pravá derivace)
Levá derivace (leftmost) ∆lm, ∆ú

lm v kaûdém kroku p�episuje nejlevn�jöí
neterminál.
Pravá derivace (rightmost) ∆rm, ∆ú

rm v kaûdém kroku p�episuje nejprav�jöí
neterminál.

Example 6.8 (levá derivace)

E ∆lm E ú E ∆lm I ú E ∆lm a ú E ∆lm a ú (E) ∆lm a ú (E + E) ∆lm a ú (I + E) ∆lm
∆lm a ú (a + E) ∆lm a ú (a + I) ∆lm a ú (a + I0) ∆lm a ú (a + I00) ∆lm a ú (a + b00)

Pravá derivace pouûívá stejné p�episy, jen je provádí v jiném po�adí.

Example 6.9 (rightmost derivation)
E ∆rm E ú E ∆rm E ú (E ) ∆rm E ú (E + E ) ∆rm E ú (E + I) ∆rm
∆rm E ú (E + I0) ∆rm E ú (E + I00) ∆rm E ú (E + b00) ∆rm
∆rm E ú (I + b00) ∆rm E ú (a + b00) ∆rm I ú (a + b00) ∆rm a ú (a + b00)
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Derivace a deriva�ní stromy

Theorem 6.3
Pro danou gramatiku G = (V , T , P, S) a w œ T ú jsou následující tvrzení
ekvivalentní:

A ∆ú w.
A ∆ú

lm w.
A ∆ú

rm w.
Existuje deriva�ní strom s ko�enem A dávající slovo w.
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Od strom� k derivaci

Lemma
M�jme CFG G = (V , T , P, S) a deriva�ní strom s ko�enem A dávající slovo
w œ T ú.
Pak existuje levá derivace A ∆ú

lm w v G.

P�íprava d�kazu: ’obalení derivace’
M�jme následující derivaci:

E ∆ I ∆ Ib æ ab.

Pro libovolná slova –, — œ (V fi T )ú je také derivace:

–E— ∆ –I— ∆ –Ib— ∆ –ab—.

Automaty a gramatiky Gramatiky, Chomského hierarchie, vícezna�nost 6 February 8, 2023 126 / 107 - 136



Proof: ÷ deriva�ní strom pak existuje levá derivace ∆lm

Indukcí podle v˝öky stomu.
Základ: v˝öka 1: Ko�en A s d�tmi dávajícími w . Je to deriva�ní strom,
proto, A æ w je pravidlo œ P, tedy A ∆lm w v jednom kroku.
Indukce: v˝öka n > 1. Ko�en A s d�tmi X1, X2, . . . , Xk .

Je–li Xi œ T , definujeme wi © Xi .

Je–li Xi œ V , z induk�ního p�edpokladu Xi ∆ú
lm wi .

Levou derivaci konstruujeme induktivn� pro i = 1, . . . , k sloûíme
A ∆ú

lm w1w2 . . . wiXi+1Xi+2 . . . Xk .
Pro Xi œ T jen zvedneme �íta� i + +.

Pro Xi œ V p�epíöeme derivaci: Xi ∆lm –1 ∆lm –2 . . . ∆lm wi na

w1w2 . . . wi≠1Xi Xi+1Xi+2 . . . Xk ∆lm

w1w2 . . . wi≠1–1Xi+1Xi+2 . . . Xk ∆lm

. . .

∆lm w1w2 . . . wi≠1wi Xi+1Xi+2 . . . Xk .

Pro i = k dostaneme levou derivaci w z A.
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P�íklad levé derivace z deriva�ního stromu

E

E

I

a

* E

( E

E

I

a

+ E

I

I

I

b

0

0

)

Je p�íjemn�jöí zachytit derivaci stromem.
Ko�en: E ∆lm E ú E
Levé dít� ko�ene: E ∆lm I ∆lm a
Ko�en a levé dít�: E ∆lm E ú E ∆lm I ú E ∆lm a ú E
Pravé dít� ko�ene:
E ∆lm (E ) ∆lm (E + E ) ∆lm (I + E ) ∆lm (a + E )
∆lm (a+I) ∆lm (a+I0) ∆lm (a+I00) ∆lm (a+b00)
Plná derivace:
E ∆lm E ú E ∆lm I ú E ∆lm a ú E ∆lm
∆lm a ú (E ) ∆lm a ú (E + E ) ∆lm a ú (I + E ) ∆lm
∆lm a ú (a + E ) ∆lm a ú (a + I) ∆lm a ú (a + I0) ∆lm
∆lm a ú (a + I00) ∆lm a ú (a + b00).
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Ekvivalence gramatik

Definition 6.10 (ekvivalence gramatik)
Gramatiky G1, G2 jsou ekvivalentní, jestliûe L(G1) = L(G2), tj. generují stejn˝
jazyk.
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Vícezna�nost gramatik

Dv� derivace téhoû v˝razu:
E ∆ E + E ∆ E + E ú E E ∆ E ú E ∆ E + E ú E

E

E + E

E * E

E

E

E + E

* E

Rozdíl je d�leûit ,̋ vlevo 1 + (2 ú 3) = 7, vpravo (1 + 2) ú 3 = 9.
Tato gramatika m�ûe b˝t modifikovaná na jednozna�nou.

Example 6.10
R�zné derivace mohou reprezentovat stejn˝ deriva�ní strom, pak není problém.
1. E ∆ E + E ∆ I + E ∆ a + E ∆ a + I ∆ a + b
2. E ∆ E + E ∆ E + I ∆ I + I ∆ I + b ∆ a + b.
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Definition 6.11 (Jednozna�nost a vícezna�nost CFG)
Bezkontextová gramatika G = (V , T , P, S) je
vícezna�ná pokud existuje aspo� jeden �et�zec
w œ T ú pro kter˝ m�ûeme najít dva r�zné
deriva�ní stromy, oba s ko�enem S dávající slovo
w .
V opa�ném p�ípad� naz˝váme gramatiku
jednozna�nou.
Bezkontextov˝ jazyk L je jednozna�n˝, jestliûe
existuje jednozna�ná CFG G tak, ûe L = L(G).
Bezkontextov˝ jazyk L je (podstatn�)

nejednozna�n˝, jestliûe kaûdá CFG G taková,
ûe L = L(G), je nejednozna�ná. Takovému
jazyku �íkáme i vícezna�n˝.

Example 6.11
(nejednozna�nost CFG)
Dva deriva�ní stromy
dávající a + a ú a
ukazující vícezna�nost
gramatiky.

E

E

I

a

+ E

E

I

a

* E

I

a

E

E

E

I

a

+ E

I

a

* E

I

a
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P�íklad vícezna�ného jazyka

Example 6.12 (Vícezna�n˝ jazyk)
P�íklad vícezna�ného jazyka:

L = {anbncmdm|n Ø 1, m Ø 1} fi
fi{anbmcmdn|n Ø 1, m Ø 1}.

1. S æ AB|C
2. A æ aAb|ab
3. B æ cBd |cd
4. C æ aCd |aDd
5. D æ bDc|bc.
Jakákoli gramatika pro dan˝ jazyk
bude generovat pro n�která slova typu
anbncndn dva r�zné deriva�ní stromy.

Dva deriva�ní stromy pro aabbccdd .
S

A

a A

a b

b

B

c B

c d

d

S

C

a C

a C

b D

D

b c

c

d

d
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Odstan�ní vícezna�nosti gramatiky

Neexistuje algoritmus, kter˝ nám �ekne, zda je daná gramatika vícezna�ná.
Existují bezkontextové jazyky, pro které neexistuje jednozna�ná
bezkontextová gramatika, pouze vícezna�né CFG.
Existují ur�itá doporu�ení pro odstran�ní vícezna�nosti.

Vícezna�nost má r�zné p�í�iny:
Není respektovaná priorita operátor�.
Posloupnost identick˝ch operátor� lze shlukovat zleva i zprava.
S æ if then S else S| if then S|⁄
slovo ’if then if then else’ má dva v˝znamy

’if then (if then else)’ nebo ’if then (if then) else’

�eöení:
syntaktická chyba (Algol 60)

else pat�í k bliûöímu if (preference po�adí pavidel)

závorky begin-end,odsazení v Python (asi nej�istöí �eöení).
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Vynucení priority

�eöením je zavést více r�zn˝ch prom�nn˝ch, kaû-
dou pro jednu úrove� ’priority’.
Konkrétn�:

Faktor je v˝raz kter˝ nesmí rozd�lit ûádn˝
operátor.

identifikátory

v˝raz v závorkách

Term je v˝raz, kter˝ nem�ûe rozd�lit
operátor +.
V˝raz m�ûe b˝t rozd�len ú i +.

Jednozna�ná gramatika pro v˝razy:
1. I æ a|b|Ia|Ib|I0|I1
2. F æ I|(E )
3. T æ F |T ú F
4. E æ T |E + T .

Jedin˝ deriva�ní strom pro a+aú
a. E

E

T

F

I

a

+ T

T

F

I

a

* F

I

a
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Jednozna�nost a kompilátory

Kompilace v˝razu (zásobník na meziv˝sledky + dva registry):
(1) E æ E + T ... pop r1; pop r2; add r1,r2; push r2
(2) E æ T
(3) T æ T ú F ... pop r1; pop r2; mul r1,r2; push r2
(4) T æ F
(5) F æ (E )
(6) F æ a ... push a

’a+a*a’ získáme postupnou aplikací pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6
posloupnost obrátíme a vybereme pouze pravidla generující kód
6,6,3,6,1
nyní nahradíme pravidla p�ísluön˝m kódem
push a; push a; pop r1; pop r2; mul r1,r2; push r2; push a; pop r1; pop r2;
add r1,r2; push r2
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Shrnutí

Gramatiky
obecné

kontextové

bezkontextové

regulární, pravé lineární

jazyk gramatiky, derivace, derivace dává slovo, deriva�ní strom (pro
bezkontextové gramatiky), ekvivalentní gramatiky
ne kaûdá lineární gramatika má ekvivalentní pravou lineární
bezkontextové gramatiky
jednozna�né a (podstatn�) vícezna�né gramatiky.
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Zásobníkov˝ automat
Zásobníkov˝ automat PDA je ⁄–NFA automat rozöí�en˝ o zásobník,
potenciáln� nekone�nou pam��

a zásobníkovou abecedu, po�áte�ní zásobníkov˝ symbol, p�echodová funkce

�te a píöe na zásobník, píöe i �et�zec

P�ijímání koncov˝m stavem a prázdn˝m zásobníkem, pro nedeterministiké
PDA p�ijímají stejnou t�ídu jazyk�
a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextov˝mi gramatikami.

Example 7.1 ({0n1n})
Zásobníkov˝ automat PDA PN = ({p, q}, {0, 1}, {Z0, A}, ”, p, Z0) p�ijímá
prázdn˝m zásobníkem jazyk N(PN) = {0i1i |i œ N0}.
Koncové stavy nemá, proto koncov˝m stavem p�ijímá prázdn˝ jazyk L(PN) = {}.

p q

⁄, Z0 æ ⁄
0, Z0 æ A
0, A æ AA

1, A æ ⁄

1, A æ ⁄
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Gramatika ze zásobníkového automatu

a) ’p œ Q: S æ [q0Z0p], tj. uhodni koncov˝ stav a spus� PDA na
(q0, w , Z0) „ú (p, ⁄, ⁄).

b) Pro vöechny dvojice
(r , Y1Y2 . . . Yk) œ ”(q, s, X ), s œ � fi {⁄}, ’r1, . . . , rk≠1 œ Q vytvo�
pravidlo

[qXrk ] æ s[rY1r1][r1Y2r2] . . . [rk≠1Yk rk ]

c) spec. pro (r , ⁄) œ ”(q, a, A) vytvo� [qAr ] æ a.

Example 7.2 ({0n1n})
P�eve�me PDA
PN = ({p, q},
{0, 1}, {Z0, A}, ”, p, Z0)
na gramatiku.

p q

⁄, Z0 æ ⁄
0, Z0 æ A
0, A æ AA

1, A æ ⁄

1, A æ ⁄

” Pravidla
S æ [pZ0p]|[pZ0q] (0)

”(p, ⁄, Z0) – (p, ⁄) [pZ0p] æ ⁄ (1)
”(p, 0, Z0) – (p, A) [pZ0p] æ 0[pAp] (2)

[pZ0q] æ 0[pAq] (3)
”(p, 0, A) – (p, AA) [pAp] æ 0[pAp][pAp] (4)

[pAp] æ 0[pAq][qAp] (5)
[pAq] æ 0[pAp][pAq] (6)
[pAq] æ 0[pAq][qAq] (7)

”(p, 1, A) – (q, ⁄) [pAq] æ 1 (8)
”(q, 1, A) – (q, ⁄) [qAq] æ 1 (9)

S ∆(0) [pZ0q] ∆(3) 0[pAq] ∆(7) 00[pAq][qAq] ∆(8) 001[qAq] ∆(9) 0011
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Ekvivalence jazyk� rozpoznávan˝ch zásobníkov˝mi
automaty a bezkontextov˝ch jazyk�

Theorem (7.1 !L(CFG), L(PDA), N(PDA))
Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

Jazyk L je bezkontextov ,̋ tj. generovan˝ bezkontextovou gramatikou.
Jazyk L je p�ijíman˝ n�jak˝m zásobníkov˝m automatem koncov˝m stavem.
Jazyk L je p�ijíman˝ n�jak˝m zásobníkov˝m automatem prázdn˝m
zásobníkem.

D�kaz je veden sm�ry dle následujícího obrázku.

bezkontextová
gramatika

PDA
prázdn˝m

zásobníkem

PDA
koncov˝m

stavem

Lemma 9.5

Lemma 9.6

Lemma 9.4

Lemma 9.3
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Chomského normální forma

Chomského normální forma bezkontextové gramatiky: vöechna pravidla tvaru
A æ BC nebo A æ a, A, B, C jsou neterminály, a terminál.
Pro kaûd˝ bezkontextov˝ jazyk L, kde L \ {⁄} ”= ÿ existuje gramatika
v Chomského normálním tvaru, která generuje L \ {⁄}.

Postupn� provedeme zjednoduöení gramatiky, nejd�ív:
Eliminace zbyte�n˝ch symbol�
eliminace ⁄–pravidel A æ ⁄; A œ V
eliminace jednotkov˝ch pravidel A æ B pro A, B œ V .

To vöe pot�ebujeme k formulaci itera�ního lemmatu pro bezkontextové jazyky.
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Eliminace zbyte�n˝ch symbol�

Definition 7.1 (zbyte�n ,̋ uûite�n ,̋ generující, dosaûiteln˝ symbol)
Symbol X je uûite�n˝ v gramatice G = (V , T , P, S) pokud existuje derivace
tvaru S ∆ú –X— ∆ú w kde w œ T ú, X œ (V fi T ), –, — œ (V fi T )ú.
Pokud X není uûite�n ,̋ �íkáme, ûe je zbyte�n˝.
X je generující pokud X ∆ú w pro n�jaké slovo w œ T ú. Vûdy w ∆ú w v
nula krocích.
X je dosaûiteln˝ pokud S ∆ú –X— pro n�jaká –, — œ (V fi T )ú.

Chceme eliminovat ne–generující a ne–dosaûitelné symboly.

Example 7.3

Uvaûujme gramatiku:
S æ AB|a
A æ b

Eliminujeme B
(ne–generující):
S æ a
A æ b.

Eliminujeme A
(nedosaûiteln˝):
S æ a.
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Lemma 7.1 (Eliminace zbyte�n˝ch symbol�)
Nech� G = (V , T , P, S) je CFG, p�edpokládejme L(G) ”= ÿ. Zkonstruujeme
G1 = (V1, T1, P1, S) následovn�:

Eliminujeme ne–generující symboly a pravidla je obsahující
poté eliminujeme vöechny nedosaûitelné symboly

Pak G1 nemá zbyte�né symboly a L(G1) = L(G).

Algorithm: Generující symboly

Základ Kaûd˝ a œ T je generující.
Indukce Pro kaûdé pravidlo A æ –,

kde kaûd˝ symbol v – je
generující. Pak i A je
generující.
(V�etn� A æ ⁄).

Algorithm: Dosaûitelné symboly

Základ S je dosaûiteln .̋
Indukce Je–li A dosaûiteln ,̋ pro

vöechna pravidla A æ –
jsou vöechny symboly v –
dosaûitelné.

Lemma 7.2 (generující/dosaûitelné symboly)
V˝öe uvedené algoritmy najdou práv� vöechny generující / dosaûitelné symboly.
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Eliminace ⁄ pravidel

Definition 7.2 (nulovateln˝ neterminál)
Neterminál A je nulovateln˝ pokud A ∆ú ⁄.

Pro nulovatelné neterminály na pravé stran� pravidla B æ CAD, vytvo�íme dv�
verze pravidla – s a bez nulovatelného neterminálu.

Algorithm: Nalezení nulovateln˝ch symbol� v G

Základ Pokud A æ ⁄ je pravidlo G , pak A je nulovatelné.
Indukce Pokud B æ C1 . . . Ck , kde jsou vöechna Ci nulovatelná, je i B

nulovatelné (terminály nejsou nulovatelné nikdy).

Algorithm: Konstrukce gramatiky bez ⁄–pravidel z G

Najdi nulovatelné symboly
Pro kaûdé pravidlo A æ X1 . . . Xk œ P, k Ø 1, nech� m z Xi je
nulovateln˝ch. Nová gramatika G1 bude mít 2m verzí tohoto pravidla
s/bez kaûdého nulovatelného symbolu krom� ⁄ v p�ípad� m = k.
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P�íklad eliminace ⁄–pravidel

Example 7.4

M�jme gramatiku:
S æ AB
A æ aAA|⁄
B æ bBB|⁄

S æ AB|A|B
A æ aAA|aA|aA|a
B æ bBB|bB|bB|b

V˝sledná gramatika:
S æ AB|A|B
A æ aAA|aA|a
B æ bBB|bB|b.
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Eliminace jednotkov˝ch pravidel

Definition 7.3 (jednotkové pravidlo)
Jednotkové pravidlo je A æ B œ P kde A, B jsou oba neterminály.

Example 7.5

I æ a|b|Ia|Ib|I0|I1
F æ I|(E )
T æ F |T ú F
E æ T |E + T

Expanze T v E æ T
E æ F |T ú F
Expanze E æ F
E æ I|(E )

Expanze E æ I
E æ a|b|Ia|Ib|I0|I1

Dohromady: E æ a|b|Ia|Ib|I0|I1|(E )|T ú F |E + T .

Musíme se vyhnout moûn˝m cykl�m.

Definition 7.4 (jednotkov˝ pár)
Dvojici A, B œ V takovou, ûe A ∆ú B pouze jednotkov˝mi pravidly naz˝váme
jednotkov˝ pár (jednotková dvojice).
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Algorithm: Nalezení jednotkov˝ch pár�

Základ (A, A) pro kaûd˝ A œ V je jednotkov˝ pár.
Indukce Je–li (A, B) jednotkov˝ pár a (B æ C) œ P, pak (A, C) je jednotkov˝

pár.

Example 7.6 (Jednotkové páry z p�edchozí gramatiky)
(E , E ), (T , T ), (F , F ), (I, I), (E , T ), (E , F ), (E , I), (T , F ), (T , I), (F , I).

Algorithm: Eliminace jednotkov˝ch pravidel z G

najdi vöechny jednotkové páry v G
pro kaûd˝ jednotkov˝ pár (A, B) dáme do nové gramatiky vöechna
pravidla A æ – kde B æ – œ P a B æ – není jednotkové pravidlo.

Example 7.7

I æ a|b|Ia|Ib|I0|I1
F æ I|(E )
T æ F |T ú F
E æ T |E + T

I æ a|b|Ia|Ib|I0|I1
F æ (E )|a|b|Ia|Ib|I0|I1
T æ T ú F |(E )|a|b|Ia|Ib|I0|I1
E æ E + T |T ú F |(E )|a|b|Ia|Ib|I0|I1
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Gramatiky v normálním tvaru

Lemma 7.3 (Gramatika v normálním tvaru, redukovaná)
M�jme bezkontextovou gramatiku G, L(G) ≠ {⁄} ”= ÿ. pak existuje CFG G1
taková ûe L(G1) = L(G) ≠ {⁄} a G1 neobsahuje ⁄–pravidla, jednotková pravidla
ani zbyte�né symboly. Gramatika G1 se naz˝vá redukovaná.

Proof.
Idea d�kazu:

Za�neme eliminací ⁄–pravidel.
Eliminujeme jednotková pravidla. Tím nep�idáme ⁄–pravidla.
Eliminujeme zbyte�né symboly. Tím nep�idáme ûádná pravidla.
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Definition 7.5 (Chomského normální tvar)
O bezkontextové gramatice G = (V , T , P, S) bez zbyte�n˝ch symbol� kde jsou
vöechna pravidla v jednom ze dvou tvar�

A æ BC , A, B, C œ V ,
A æ a, A œ V , a œ T ,

�íkáme, ûe je v Chomského normálním tvaru (ChNF).

Pot�ebujeme dva dalöí kroky:
pravé strany délky 2 a více p�ed�lat na samé neterminály
rozd�lit pravé strany délky 3 a více neterminál� na více pravidel

Algorithm: neterminály

Pro kaûd˝ terminál a
vytvo�íme nov˝ neterminál,
�ekn�me A,
p�idáme pravidlo A æ a,
pouûijeme A místo a na
pravé stran� pravidel délky
2 a více.

Algorithm: rozd�lení pravidel

Pro pravidlo A æ B1 . . . Bk
zavedeme k ≠ 2
neterminál� Ci

P�idáme pravidla
A æ B1C1,C1 æ B2C2,
. . . ,Ck≠2 æ Bk≠1Bk .
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Theorem 7.1 (Chomského normální tvar bezkontextové gramatiky)
M�jme bezkontextovou gramatiku G, L(G) ≠ {⁄} ”= ÿ. Pak existuje CFG G1
v Chomského normálním tvaru taková, ûe L(G1) = L(G) ≠ {⁄}.

Example 7.8
I æ a|b|Ia|Ib|I0|I1
F æ I|(E )

T æ F |T ú F
E æ T |E + T

I æ a|b|IA|IB|IZ |IU
F æ LER|a|b|IA|IB|IZ |IU
T æ TMF |LER|a|b|IA|IB|IZ |IU
E æ EPT |TMF |LER|a|b|IA|IB|IZ |IU
A æ a
B æ b
Z æ 0
U æ 1
P æ +
M æ ú
L æ (
R æ)

F æ LC3|a|b|IA|IB|IZ |IU
T æ TC2|LC3|a|b|IA|IB|IZ |IU
E æ EC1|TC2|LC3|a|b|IA|IB|IZ |IU
C1 æ PT
C2 æ MF
C3 æ ER
I, A, B, Z , U, P, M, L, R jako vlevo
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P�íprava na (pumping) lemma o vkládání

Lemma (Velikost deriva�ního stromu gramatiky v CNF)
M�jme deriva�ní strom podle gramatiky G = (V , T , P, S) v Chomského
normálním tvaru, kter˝ dává slovo w. Je–li délka nejdelöí cesty n, pak |w | Æ 2n≠1.

Proof.
Indukcí podle n,

Základ |a| = 1 = 20

Indukce 2n≠2 + 2n≠2 = 2n≠1.

Lemma (D�sledek)
M�jme deriva�ní strom podle gramatiky G = (V , T , P, S) v Chomského normální
form�, kter˝ dává slovo w, |w | > p = 2n≠1. Pak ve strom� existuje cesta delöí neû
n.
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Lemma o vkládání (pumping) pro bezkontextové jazyky

Theorem 7.2 (!!Lemma o vkládání (pumping) pro
bezkontextové jazyky)
M�jme bezkontextov˝ jazyk L. Pak existuje
p�irozené �íslo n œ N takové, ûe kaûdé
z œ L, |z | > n lze rozloûit na z = uvwxy kde:

|vwx | Æ n
vx ”= ⁄

’i Ø 0, uv iwx iy œ L.

A1

A2

u v w x y

T 1

T 2

v w x

Idea d�kazu:

vezmeme deriva�ní strom pro z
najdeme nejdelöí cestu
na ní dva stejné neterminály
tyto neterminály ur�í dva
podstromy

podstromy definují rozklad slova
nyní m�ûeme v�töí podstrom
posunout (i > 1)
nebo nahradit menöím
podstromem (i = 0)
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Proof: |z | > n : z = uvwxy , |vwx | Æ n, vx ”= ⁄, ’i Ø 0uv iwx iy œ L

vezmeme gramatiku v Chomského NF (pro L = {⁄} a ÿ zvol n = 1).
Nech� |V | = k. Poloûíme n = 2k .
Pro z œ L,|z | > 2k , má v deriva�ním stromu z cestu délky > k
vezmeme cestu maximální délky; terminál kam vede ozna�íme t
Aspo� dva z posledních (k + 1) neterminál� na cest� do t jsou stejné
vezmeme dvojici A1, A2 nejblíûe k t (ur�uje podstromy T 1, T 2)
cesta z A1 do t je nejdelöí v podstromu T 1 a má délku maximáln�
(k + 1)

tedy slovo dané stromem T 1
není delöí neû 2

k
(tedy |vwx | Æ n)

z A1 vedou dv� cesty (ChNF), jedna do T 2 druhá do zbytku vx
ChNF je nevypouöt�jící, tedy vx ”= ⁄

derivace slova (A1 ∆ú vA2x , A2 ∆ú w)
S ∆ú uA1y ∆ú uvA2xy ∆ú uvwxy

posuneme–li A2 do A1

(i = 0)
S ∆ú uA2y ∆ú uwy

posuneme–li A1 do A2 (i = 2, 3, . . .)
S ∆ú uA1y ∆ú uvA1xy ∆ú

uvvA2xxy ∆ú uvvwxxy .
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Pouûití lemma o vkládání

Example 7.9 (ne–bezkontextov˝ jazyk)
Následující jazyk není bezkontextov˝

{0i1i2i |i Ø 1}

d�kaz sporem: p�edpokládejme
bezkontextovost
z lemmatu o vkládání máme n
zvolme z = |0n1n2n| > n

# ûádné d�lení nespl�uje PL nebo�
pumpovací slovo |vwx | Æ n
tj. vûdy lze pumpovat maximáln�
dva r�zné symboly
vx ”= ⁄, iterací se slovo zm�ní
poruöí se rovnost po�tu symbol� –
SPOR.

Example 7.10 (ne–bezkontextov˝ jazyk)
Následující jazyk není bezkontextov˝

{0i1j2k |0 Æ i Æ j Æ k}

d�kaz sporem: p�edpokládejme
bezkontextovost
z lemmatu o vkládání máme n
zvolme z = |0n1n2n| > n

# ûádné d�lení nespl�uje PL nebo�
pumpovací slovo |vwx | Æ n
tj. vûdy lze pumpovat maximáln�
dva r�zné symboly

pokud 0 (nebo 1), pumpujeme

nahoru – SPOR i Æ j (nebo

j Æ k)

pokud 2 (nebo 1), pumpujeme

dol� – SPOR j Æ k (nebo i Æ j)
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Pouûití lemma o vkládání

Example 7.11 (ne–bezkontextov˝ jazyk)
Následující jazyk není bezkontextov˝

{0i1j2i3j |i , j Ø 1}

d�kaz sporem: p�edpokládejme
bezkontextovost
z lemmatu o vkládání máme n
zvolme z = |0n1n2n3n| > n
pumpovací slovo |vwx | Æ n
tj. vûdy lze pumpovat maximáln�
dva r�zné sousední symboly
poruöí se rovnost po�tu symbol� 0
a 2 nebo 1 a 3 – SPOR.

Example 7.12 (ne–bezkontextov˝ jazyk)
Následující jazyk není bezkontextov˝

{ww |w œ {0, 1}ú}

d�kaz sporem: p�edpokládejme
bezkontextovost
z lemmatu o vkládání máme n
zvolme z = |0n1n0n1n| > n
pumpovací slovo |vwx | Æ n
tj. vûdy lze pumpovat maximáln�
dva r�zné sousední symboly
poruöí se bu� rovnost nul �i
jedni�ek

rozeberete 4 p�ípady, vx
obsahuje znak z prvních nul,

prvních jedni�ek, druh˝ch nul,

druh˝ch jedni�ek.
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Kdy lemma o vkládání nezabere

Lemma o vkládání je pouze implikace!

Example 7.13 (pumpovateln ,̋ ne–bezkontextov˝ jazyk)
L = {aibjckd l |i = 0 ‚ j = k = l} není bezkontextov˝ jazyk, p�esto lze pumpovat.

i = 0 : bjckd l lze pumpovat v libovolném písmenu
i > 0 : aibncndn lze pumpovat v �ásti obsahující a

Co s tím?
zobecn�ní pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)

pumpování vyzna�en˝ch symbol�

uzáv�rové vlastnosti.
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P�íklad gramatiky

Example 8.1 (Uzávorkování v ChNF)

M�jme gramatiku G = ({S, L, R}, {(, )}, P, S), kde P =

Y
__]

__[

S æ LR|SS|LA
A æ SR
L æ (
R æ )

Z
__̂

__\
.

S ∆ LR ∆ (R ∆ ()
S ∆ SS ∆ LRS ∆ (RS ∆ ()S ∆ ()LR ∆ ()(R ∆ ()()
S ∆ LA ∆ (A ∆ (SR ∆ (LRR ∆ ((RR ∆ (()R ∆ (())
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P�íklad CYK: pro slovo najít deriva�ní strom
Chceme rozhodnout, zda dané slovo w pat�í do
jazyka bezkontextové gramatiky

Vezmeme gramatiku v Chomského normální

form�

exponenciální sloûitost: prozkouöíme vöechny

deriva�ní stromy do hloubky |n|,
polynomiáln�: Cocke-Younger-Kasami

algoritmus.

Example 8.2 (CYK algoritmus)

Gramatika
G = ({S, A, L, R}, {(, )}, P, S):

P =

Y
__]

__[

S æ LR|SS|LA
A æ SR
L æ (
R æ )

Z
__̂

__\

Tabulku vypl�ujeme odspodu:
{S}
{} {A}
{} {S} {}
{} {} {} {A}
{} {S} {} {S} {}

{L} {L} {R} {L} {R} {R}
( ( ) ( ) )
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus náleûení slova do CFL

Algorithm: CYK algoritmus, v �ase O(n3)

M�jme gramatiku v ChNF
G = (V , T , P, S) pro jazyk L a slovo
w = a1a2 . . . an œ T ú.
Vytvo�me trohúhelníkovou tabulku
(vpravo),

horizontální osa je w
Xij jsou mnoûiny neterminál� A
takov˝ch, ûe A ∆ú ai ai+1 . . . aj .

Základ: Xii = {A; A æ ai œ P}
Indukce: Xij = {A æ BC ; B œ Xik , C œ

Xk+1,j}

Vypl�ujeme tabulku zdola nahoru.

X15

X14 X25

X13 X24 X35

X12 X23 X34 X45

X11 X22 X33 X44 X55

a1 a2 a3 a4 a5

Theorem 8.1 (CYK)
Slovo w pat�í do jazyka gramatiky G práv� kdyû je v CYK algoritmu S œ X1,n.
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Obecn˝ p�íklad CYK

Example 8.3 (CYK algoritmus)
Uvaûujme gramatiku
G = ({S, A, B, C}, {a, b}, P, S):

P =

Y
__]

__[

S æ AB|BC
A æ BA|a
B æ CC |b
C æ AB|a

Z
__̂

__\
.

Pravidla pozpátku:

AB æ {S, C}
BA æ {A}
BC æ {S}
CC æ {B}

b æ {B}
a æ {A, C}

Tabulku vypl�ujeme odspodu:
{S, A, C}

- {S, A, C}
- {B} {B}

{S, A} {B} {S, C} {S, A}
{B} {A, C} {A, C} {B} {A, C}

b a a b a
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Zásobníkové automaty
Zásobníkové automaty jsou rozöí�ením ⁄≠NFA nedeterministick˝ch
kone�n˝ch automat� s ⁄ p�echody.
P�idanou v�cí je zásobník. Má vlastní abecedu �.
V kaûdém kroku vidíme horní písmeno zásobníku (zde X ), m�ûeme dát
navrch libovoln˝ kone�n˝ po�et znak� “ œ �ú.
M�ûe si pamatovat neomezené mnoûství informace.
Deterministické zásobníkové automaty p�ijímají jen vlastní podmnoûinu
bezkontextov˝ch jazyk�.

⁄ ≠ NFA
test œ F?vstup w œ �ú

p�ístup jen na vrchol zásobníku

Z0

C
B

X œ �
B

”(q, a, X ) æ (q, “)

Zásobníkov˝ automat.
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Zásobníkov˝ automat (PDA)

Definition 9.1 (Zásobníkov˝ automat (PDA))
Zásobníkov˝ automat (PDA) je P = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ), kde

Q kone�ná mnoûina stav�
� neprázdná kone�ná mnoûina vstupních symbol�
� neprázdná kone�ná zásobníková abeceda
” p�echodová funkce ” : Q ◊ (� fi {⁄}) ◊ � æ PFIN(Q ◊ �ú),

”(p, a, X ) – (q, “)
kde q je nov˝ stav a “ je �et�zec zásobníkov˝ch symbol�, kter˝
nahradí X na vrcholu zásobníku

q0 œ Q po�áte�ní stav
Z0 œ � Po�áte�ní zásobníkov˝ symbol. Víc na za�átku na zásobníku není.

F Mnoûina p�ijímajících (koncov˝ch) stav�; m�ûe b˝t nedefinovaná.
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V jednom �asovém kroku zásobníkov˝ automat:
P�e�te na vstupu ûádn˝ nebo jeden symbol. (⁄
p�echody pro prázdn˝ vstup.)
P�ejde do nového stavu.
Nahradí symbol na vrchu zásobníku libovoln˝m
�et�zcem (⁄ odpovídá samotnému pop, jinak
následuje push jednoho nebo více symbol�).

œ F? Accept/Reject

only the top can be accessed

”(q, a, X) æ (q, “)

Nondet. FA
Input w œ �ú

Z0

C
B

X œ �
B

Example 9.1
Zásobníkov˝ automat pro jazyk: Lwwr = {wwR |w œ (0 + 1)ú}.

PDA p�ijímající Lwwr :
Start q0 reprezentuje odhad, ûe jeöt� nejsme uprost�ed.
V kaûdém kroku nedeterministicky hádáme;

Z�stat q0 (jeöt� nejsme uprost�ed).

P�ejít ⁄ p�echodem do q1 (uû jsme vid�li st�ed).

V q0, p�e�te vstupní symbol a dá (push) ho na zásobník
V q1, srovná vstupní symbol s vrcholem zásobníku
pokud se shodují, p�e�te vstupní symbol a umaûe (pop) vrchol zásobníku
Kdyû vyprázdníme zásobník, p�ijmeme vstup, kter˝ jsme dote� p�e�etli.

Automaty a gramatiky Zásobníkové automaty, Deterministické PDA 9 February 8, 2023 162 / 160 - 186



PDA pro Lwwr

Example 9.2 (PDA pro Lwwr )
PDA pro Lwwr m�ûeme popsat P = ({q0, q1, q2}, {0, 1}, {0, 1, Z0}, ”, q0, Z0, {q2})
kde ” je definovaná:

”(q0, 0, Z0) = {(q0, 0Z0)} Uloû vstup na zásobník, startovní symbol tam nech
”(q0, 1, Z0) = {(q0, 1Z0)}
”(q0, 0, 0) = {(q0, 00)}

Z�sta� v q0, p�e�ti vstup a dej ho na zásobník”(q0, 0, 1) = {(q0, 01)}
”(q0, 1, 0) = {(q0, 10)}
”(q0, 1, 1) = {(q0, 11)}
”(q0, ⁄, Z0) = {(q1, Z0)}

⁄ p�echod q1 bez zm�ny zásobníku (a vstupu)”(q0, ⁄, 0) = {(q1, 0)}
”(q0, ⁄, 1) = {(q1, 1)}
”(q1, 0, 0) = {(q1, ⁄)} stav q1 srovná vstupní symbol a vrchol zásobníku
”(q1, 1, 1) = {(q1, ⁄)}
”(q1, ⁄, Z0) = {(q2, Z0)} naöli jsme wwR a jdeme do p�ijímajícího stavu
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Grafická notace PDA’s

Definition 9.2 (P�echodov˝ diagram pro
zásobníkov˝ automat)
P�echodov˝ diagram pro

zásobníkov˝ automat obsahuje:
Uzly, které odpovídají stav�m PDA.
äipka ’odnikud’ ukazuje po�áte�ní
stav, dvojité kruhy ozna�ují
p�ijímající stavy.
hrana odpovídá p�echodu PDA.
Hrana ozna�ená a, X æ – ze stavu
p do q znamená ”(p, a, X ) – (q, –)
Konvence je, ûe po�áte�ní symbol
zásobníku zna�íme Z0.

Anotace hrany:
vstupní_znak, zásobníkov˝_znak æ push_�et�zec

q0 q1 q2

0, Z0 æ 0Z0
1, Z0 æ 1Z0
0, 0 æ 00
0, 1 æ 01
1, 0 æ 10
1, 1 æ 11

⁄, Z0 æ Z0
⁄, 0 æ 0
⁄, 1 æ 1

0, 0 æ ⁄
1, 1 æ ⁄

⁄, Z0 æ Z0
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Notace zásobníkov˝ch automat�

Example 9.3 (Notace)
a, b, c , ú, +, 1, (, ) symboly vstupní abecedy
p, q, r stavy
u, v , w , x , y , z �et�zce vstupní abecedy
X , Y , E , I, S zásobníkové symboly
–, —, “ �et�zce zásobníkov˝ch symbol�

Narozdíl od gramatik m�ûe vstupní a zásobníková abeceda obsahovat stejné
symboly.
Vyh˝báme se stejn˝m názv�m stav� jako jsou písmena kterékoli z abeced.
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Definition 9.3 (Situace zásobníkového automatu)
Situaci zásobníkového automatu reprezentujeme trojicí (q, w , “), kde

q je stav
w je zb˝vající vstup a
“ je obsah zásobníku (vrch zásobníku je vlevo).

Situaci zna�íme zkratkou (ID) z anglického instantaneous description (ID).

Definition 9.4 („, „ú posloupnosti situací)
M�jme PDA P = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ). M�jme stavy p, q œ Q,
a œ (� fi {⁄}), X œ �, – œ �ú a instrukci ”(p, a, X ) – (q, –). Pak �íkáme, ûe

situace (p, aw , X—) bezprost�edn� vede na situaci (q, w , –—),
Zna�íme (p, aw , X—) „ (q, w , –—).

Situace I vede na situaci J I „ú
P J a I „ú J pouûíváme na ozna�ení nuly a

více krok� zásobníkového automatu, t.j.
I „ú I pro kaûdou situaci I
I „ú J pokud existuje situace K tak ûe I „ K a K „ú J .
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Situace zásobníkového automatu na vstup 1111

(q0, 1111, Z0)

(q0, 111, 1Z0)

(q0, 11, 11Z0)

(q0, 1, 111Z0)

(q0, ⁄, 1111Z0)

(q1, ⁄, 1111Z0)

nep�ijímající stav

(q1, 1, 111Z0)

(q1, ⁄, 11Z0)

nep�ijímající stav

(q1, 11, 11Z0)

(q1, 1, 1Z0)

(q1, ⁄, Z0)

(q2, ⁄, Z0)

(q1, 111, 1Z0)

(q1, 11, Z0)

(q2, 11, Z0)

nedo�tené slovo

(q1, 1111, Z0)

(q2, 1111, Z0)

nedo�tené slovo
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Jazyky zásobníkov˝ch automat�

Definition 9.5 (Jazyk p�ijíman˝ koncov˝m stavem, prázdn˝m zásobníkem)
M�jme zásobníkov˝ automat P = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ). Pak L(P), jazyk

p�ijíman˝ (akceptovan˝) koncov˝m stavem je
L(P) = {w |(q0, w , Z0) „ú

P (q, ⁄, –) pro n�jaké q œ F a libovoln˝ �et�zec
– œ �ú; w œ �ú}.

jazyk p�ijíman˝ prázdn˝m zásobníkem N(P) definujeme
N(P) = {w |(q0, w , Z0) „ú

P (q, ⁄, ⁄) pro libovolné q œ Q; w œ �ú}.
Protoûe je mnoûina p�ijímajících stav� F nerelevantní, m�ûe se vynechat a

PDA je öestice P = (Q, �, �, ”, q0, Z0).

Example 9.4
Zásobníkov˝ automat z
p�edchozího p�íkladu p�ijímá
Lwwr koncovn˝m stavem.

Example 9.5
P Õ © P z p�edchozího p�íkladu, jen zm�níme
instrukci, aby umazala poslední symbol
”(q1, ⁄, Z0) = {(q2, Z0)} nahradíme
”(q1, ⁄, Z0) = {(q2, ⁄)}
Nyní L(P Õ) = N(P Õ) = Lwwr .
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P�íklad If-Else

Example 9.6 (If-else p�íjímané prázdn˝m zásobníkem)
Následující zásobníkov˝ automat zastaví p�i první chyb� na
if (i) a else (e), máme–li více else neû if.
PN = ({q}, {i , e}, {Z}, ”N , q, Z ) kde

”N(q, i , Z ) = {(q, ZZ )} push
”N(q, e, Z ) = {(q, ⁄)} pop

q

e, Z æ ⁄
i , Z æ ZZ

Example 9.7 (P�ijímání koncov˝m
stavem)
PF =
({p, q, r}, {i , e}, {Z , X0}, ”F , p, X0, {r})
kde

”F (p, ⁄, X0) = {(q, ZX0)} start
”F (q, i , Z ) = {(q, ZZ )} push
”F (q, e, Z ) = {(q, ⁄)} pop
”F (q, ⁄, X0) = {(r , ⁄)} p�ijmi

p q r

e, Z æ ⁄
i , Z æ ZZ

⁄, X0 æ ZX0 ⁄, X0 æ ⁄
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Ne�ten˝ vstup a dno zásobníku P neovlivní v˝po�et

Lemma 9.1
M�jme PDA P = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ) a (p, u, –) „ú

P (q, v , —). Potom pro
libovolné slovo w œ �ú and “ œ �ú platí: (p, uw , –“) „ú

P (q, vw , —“).
Specieln� pro “ = ⁄ a/nebo w = ⁄.

Proof.
Indukcí podle po�tu situací mezi (p, uw , –“) a (q, vw , —“). Kaûd˝ krok
(p, u, –) „ú

P (q, v , —) je ur�en bez w a/nebo “. Proto je moûn˝ i se symboly na
konci vstupu / dn� zásobníku.

Lemma 9.2
Pro PDA P = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ) a (p, uw , –) „ú

P (q, vw , —) platí
(p, u, –) „ú

P (q, v , —).

Remark Pro zásobník ale obdoba neplatí. PDA m�ûe zásobníkové symboly “
pouûít a zase je tam naskládat (push). L = {0i1i0j1j}, situace
(p, 0i≠j1i0j1j , 0jZ0) „ú (q, 1j , 0jZ0), mezitím vy�iötíme zásobník k Z0.
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Od p�ijímajícího stavu k prázdnému zásobníku

Lemma 9.3 (Od p�ijímajícího
stavu k prázdnému zásobníku)

M�jme L = L(PF ) pro n�jak˝
PDA
PF = (Q, �, �, ”F , q0, Z0, F ).
Pak existuje PDA PN takov ,̋ ûe
L = N(PN).

p0 q0

PF p

⁄, X0 æ Z0X0

⁄, any æ ⁄

⁄, any æ ⁄

⁄, any æ ⁄

Proof:

Nech� PN = (Q fi {p0, p}, �, � fi
{X0}, ”N , p0, X0), kde

”N(p0, ⁄, X0) = {(q, Z0X0)} start
’(q œ Q, a œ � fi {⁄}, Y œ �)
”N(q, a, Y ) = ”F (q, a, Y )
simulujeme
’(q œ F , Y œ � fi {X0}),
”N(q, ⁄, Y ) – (p, ⁄) p�ijmout
pokud PF p�ijímá,
’(Y œ � fi {X0}),
”N(p, ⁄, Y ) = {(p, ⁄)} vyprázdnit
zásobník.

Pak w œ N(PN) i� w œ L(PF ).
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Od prázdného zásobníku ke koncovému stavu

Lemma 9.4 (Od prázdného
zásobníku ke koncovému
stavu)

Pokud L = N(PN) pro
n�jak˝ PDA
PN = (Q, �, �, ”N , q0, Z0),
pak existuje PDA PF
takov ,̋ ûe L = L(PF ).

p0

q0

PN

pf

⁄, X0 æ Z0X0 ⁄, X0 æ ⁄

⁄, X0 æ ⁄

⁄, X0 æ ⁄

Proof:

PF = (Qfi{p0, pf }, �, �fi{X0}, ”F , p0, X0, {pf })

kde ”F je
”F (p0, ⁄, X0) = {(q0, Z0X0)} (start).
’(q œ Q, a œ � fi {⁄}, Y œ �),
”F (q, a, Y ) = ”N(q, a, Y ).
Navíc, ”F (q, ⁄, X0) – (pf , ⁄) pro kaûd˝
q œ Q.

Chceme ukázat w œ N(PN) i� w œ L(PF ).
(If) PF p�ijímá následovn�:
(p0, w , X0) „PF (q0, w , Z0X0) „ú

PF =NF
(q, ⁄, X0) „PF (pf , ⁄, ⁄).
(Only if) Do pf nelze dojít jinak neû
p�edchozím bodem.
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Ekvivalence jazyk� rozpoznávan˝ch zásobníkov˝mi
automaty a bezkontextov˝ch jazyk�

Theorem 9.1 (!L(CFG), L(PDA), N(PDA))
Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

Jazyk L je bezkontextov ,̋ tj. generovan˝ bezkontextovou gramatikou.
Jazyk L je p�ijíman˝ n�jak˝m zásobníkov˝m automatem koncov˝m stavem.
Jazyk L je p�ijíman˝ n�jak˝m zásobníkov˝m automatem prázdn˝m
zásobníkem.

D�kaz bude veden sm�ry dle následujícího obrázku.

bezkontextová
gramatika

PDA
prázdn˝m

zásobníkem

PDA
koncov˝m

stavem

Lemma 9.5

Lemma 9.6

Lemma 9.4

Lemma 9.3
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Od bezkontextové gramatiky k zásobníkovému automatu
Algorithm: Konstrukce PDA z CFG G

M�jme CFG gramatiku G = (V , T , P, S).
Konstruujeme PDA P = ({q}, T , V fi T , ”, q, S).
(1) Pro neterminály A œ V , ”(q, ⁄, A) = {(q, —)|A æ — je pravidlo G}.
(2) pro kaûd˝ terminál a œ T , ”(q, a, a) = {(q, ⁄)}.

Example 9.8
Konvertujme gramatiku: G = ({E , I}, {a, b, 0, 1, (, ), +, ú}, {I æ a|b|Ia|Ib|I0|I1,
E æ I|E ú E |E + E |(E )}, E ).

Mnoûina vstupních symbol� PDA je � = {a, b, 0, 1, (, ), +, ú}, � = � fi {I, E},
p�echodová funkce ”:

”(q, ⁄, I) = {(q, a), (q, b), (q, Ia), (q, Ib), (q, I0), (q, I1)}.
”(q, ⁄, E ) = {(q, I), (q, E ú E ), (q, E + E ), (q, (E ))}.
’s œ � je ”(q, s, s) = {(q, ⁄)}, nap�. ”(q, +, +) = {(q, ⁄)} .

Jinak je ” prázdná.
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CFG a PDA

Lemma 9.5 (P�ijímání prázdn˝m zásobníkem ze CFG)

Pro PDA P konstruovan˝ z CFG G algoritmem v˝öe je N(P) = L(G).

(1) Pro neterminály A œ V , ”(q, ⁄, A) = {(q, —)|A æ — je pravidlo G}.
(2) pro kaûd˝ terminál a œ T , ”(q, a, a) = {(q, ⁄)}.

Levá derivace: E ∆ E ú E ∆ I ú E ∆ aúE ∆ a ú I ∆ a ú b
Posloupnost situací:
(q, a ú b, E ) „ (q, a ú b, E ú E ) „ (q, a ú b, I ú E ) „ (q, a ú b, a ú E )
„ (q, úb, úE ) „(q, b, E ) „ (q, b, I) „ (q, b, b) „ (q, ⁄, ⁄)

Pozorování:
Kroky derivace simuluje PDA ⁄ p�episy zásobníku
odmazávan˝ vstup u PDA v derivaci z�stává aû do konce
aû PDA vymaûe terminály, pokra�uje v p�episech.
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CFG a PDA

w œ N(P) ≈ w œ L(G).
Nech� w œ L(G), w má levou derivaci S = “1 ∆

lm
“2 ∆

lm
. . . ∆

lm
“n = w .

Indukcí podle i dokáûeme (q, w , S) „
P

ú (q, vi , –i), kde “i = ui–i je levá
sentenciální forma a uivi = w .

Pokud “i obsahuje pouze terminály, “i = w = ui , vi = ⁄ = –i , hotovo.
Kaûdá nekoncová sentenciální forma “i m�ûe b˝t zapsaná uiA–i ,

A nejlev�jöí neterminál, ui �et�zec terminál�

induk�ní p�edpoklad nás dovedl do situace (q, vi , A–i), w = uivi

Pro “i ∆
lm

“i+1 bylo pouûilo pravilo (A æ —) œ P

PDA nahradí A na zásobníku —, p�ejde na situaci (q, vi , —–i).
odstra�me vöechny terminály v œ �ú zleva —– porovnáváním se vstupem

vi = vvi+1 a zárove� —– = v–i+1

p�eöli jsme do nové situace (q, vi+1, –i+1) a iterujeme.
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w œ N(P) ∆ w œ L(G).

Dokazujeme: Pokud (q, u, A) „
P

ú (q, ⁄, ⁄), tak A ú∆
G

u.
Indukcí podle po�tu krok� P.

n = 1 krok�:
a œ �, p�echod ”(q, a, a) – (q, ⁄), v derivaci

ûádn˝ krok,

A œ �, p�echod ”(q, ⁄, A) – (q, ⁄) pro pravidlo

gramatiky (A æ ⁄) œ G .

n > 1 krok�;
První krok typu (2) – terminály, nerozöi�ujeme

derivaci.

První krok typu (1), A nahrazeno Y1Y2 . . . Yk z

pravidla A æ Y1Y2 . . . Yk .

Rozd�líme u = u1u2 . . . uk :

�tením symbolu Yi skon�ilo slovo ui≠1 a
za�íná ui .

Pouûijeme induk�ní hypotézu na kaûdé

i = 1, . . . , k:

(q, ui ui+1 . . . uk , Yi ) „ú
(q, ui+1 . . . uk , ⁄) a

dostaneme Yi ∆ú ui .

Y1

. . .

Yk
uku1 . . .

Dohromady A ∆ Y1Y2 . . . Yk ∆ú u1Y2 . . . Yk ∆ú . . . ∆ú u1u2 . . . uk .
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P�íklad: Od zásobníkového automatu ke gramatice

Example 9.9
P�eve�me PDA PN = ({q}, {i , e}, {Z}, ”N , q, Z ) na obrázku na
gramatiku.

Neterminály gramatiky budou V = {S, [qZq]} nov˝ start a
jediná trojice PN .
Pravidla:

S æ [qZq].

[qZq] æ e
[qZq] æ i [qZq][qZq].

M�ûeme nahradit trojici [qZq] symbolem A a dostaneme:
S æ A
A æ iAA|e.
Protoûe A a S odvozují p�esn� stejné �et�zce, m�ûeme je
ztotoûnit: G = ({S}, {i , e}, {S æ iSS|e}, S).

q

e, Z æ ⁄
i , Z æ ZZ
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Od zásobníkového automatu ke gramatice CFG

Zásobní automat bere jeden symbol ze zásobníku. Stav
p�ed a po kroku m�ûe b˝t r�zn .̋
Neterminály gramatiky budou sloûené symboly [qXr ],
PDA vyöel z q, vzal X a p�eöel do r ;

a zavedeme nov˝ po�áte�ní symbol S.

Lemma 9.6 (Gramatika pro PDA)

M�jme PDA P = (Q, �, �, ”, q0, Z0). Pak existuje
bezkontextová gramatika G taková, ûe L(G) = N(P).

ú
rk

p¸
E

X

s

r

u1 ú u¸

p¸≠1

q

Y1

Yk
rk≠1

Pravidla definujeme:
’p œ Q: S æ [q0Z0p], tj. uhodni koncov˝ stav a spus� PDA na
(q0, w , Z0) „ú (p, ⁄, ⁄).
Pro vöechny dvojice
(r , Y1Y2 . . . Yk) œ ”(q, s, X ), s œ � fi {⁄}, ’r1, . . . , rk≠1 œ Q vytvo� pravidlo

[qXrk ] æ s[rY1r1][r1Y2r2] . . . [rk≠1Yk rk ]

spec. pro (r , ⁄) œ ”(q, a, A) vytvo� [qAr ] æ a.
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Proof.
Pro w œ �ú dokazujeme
[qXp] ∆ú w práv� kdyû (q, w , X ) „ú (p, ⁄, ⁄)
indukcí v obou sm�rech (po�et krok� PDA, po�et krok� derivace.)

Example 9.10 ({0n1n; n > 0})
” Pravidla

S æ [pZ0p]|[pZ0q] (1)
”(p, 0, Z0) – (p, A) [pZ0p] æ 0[pAp] (2)

[pZ0q] æ 0[pAq] (3)
”(p, 0, A) – (p, AA) [pAp] æ 0[pAp][pAp] (4)

[pAp] æ 0[pAq][qAp] (5)
[pAq] æ 0[pAp][pAq] (6)
[pAq] æ 0[pAq][qAq] (7)

”(p, 1, A) – (q, ⁄) [pAq] æ 1 (8)
”(q, 1, A) – (q, ⁄) [qAq] æ 1 (9)

p q

0, Z0 æ A
0, A æ AA

1, A æ ⁄

1, A æ ⁄

Derivace 0011
S ∆(1) [pZ0q] ∆(3) 0[pAq] ∆(7) 00[pAq][qAq] ∆(8) 001[qAq] ∆(9) 0011
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Shrnutí

Zásobníkov˝ automat PDA je ⁄–NFA automat rozöí�en˝ o zásobník,
potenciáln� nekone�nou pam��

a zásobníkovou abecedu, po�áte�ní zásobníkov˝ symbol, p�echodová funkce

�te a píöe na zásobník, píöe i �et�zec

P�ijímání koncov˝m stavem a prázdn˝m zásobníkem, pro nedeterministiké
PDA p�ijímají stejnou t�ídu jazyk�
a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextov˝mi gramatikami.
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Deterministick˝ zásobníkov˝ automat (DPDA)

Definition 9.6 (Deterministick˝ zásobníkov˝ automat (DPDA))
Zásobníkov˝ automat P = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ) je deterministick˝ PDA práv�
kdyû platí zárove�:

”(q, a, X ) je nejv˝öe jednoprvková ’(q, a, X ) œ Q ◊ (� fi {⁄}) ◊ �.
Je–li ”(q, a, X ) neprázdná pro n�jaké a œ �, pak ”(q, ⁄, X ) musí b˝t prázdná.

Example 9.11 (Det. PDA p�ijímající Lwcwr )
Jazyk Lwwr palindrom� je
bezkontextov ,̋ ale nemá p�ijímající
deterministick˝ zásobníkov˝ automat.
Druhá podmínka zaru�uje, ûe nebude
volba mezi ⁄ p�echodem a �tením
vstupního symbolu.
Vloûením st�edové zna�ky c do
Lwcwr = {wcwR |w œ (0 + 1)ú}
dostaneme jazyk rozpoznateln˝ DPDA.

q0 q1 q2

0, Z0 æ 0Z0
1, Z0 æ 1Z0
0, 0 æ 00
0, 1 æ 01
1, 0 æ 10
1, 1 æ 11

c , Z0 æ Z0
c , 0 æ 0
c , 1 æ 1

0, 0 æ ⁄
1, 1 æ ⁄

⁄, Z0 æ Z0
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Regulární jazyky, DPDA’s

RL ( L(PDPDA) ( L(PPDA) = CFL = N(PPDA) ) N(PDPDA).

Theorem 9.2
Nech� L je regulární jazyk, pak L = L(P) pro n�jak˝ DPDA P.

Proof.
DPDA m�ûe simulovat deterministick˝ kone�n˝ automat a ignorovat zásobník.
(nechat tam Z0).

Lemma
Jazyk Lwcwr je p�ijíman˝ DPDA ale není regulární.

D�kaz neregularity z pumping lemmatu na slovo 0nc0n.
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Example 9.12
Jazyk Labb = {aibi |i œ N} fi {aib2i |i œ N} je bezkontextov ,̋ ale není p�ijíman˝
ûádn˝m deterministick˝m zásobníkov˝m automatem.

Proof.
SPOREM: P�edokládejme, ûe existuje deterministick˝ PDA M p�ijímající
jazyk Labb.
Vytvo�me dv� kopie, M1 a M2, odpovídající si uzly budeme naz˝vat
sourozenci.
Zkonstuujeme nov˝ automat:

Po�áte�ním stavem bude po�áte�ní stav M1
koncov˝mi stavy budou koncové stavy M2
p�echody z koncov˝ch stav� M1 ”(p, b, X) = (q, X)

p�esm�rujeme do sourozenc� q v M2 a p�ejmenujeme b na c
v automatu M2 hrany ozna�ené b p�ezna�íme na c.

V˝sledn˝ automat p�ijímá {aibic i |i œ N} protoûe
M je deterministick ,̋ nemá jinou cestu, tj. i ve slov� ai b2i

musel jít za�átek

stejn� a pak �íst bi
, nyní c i

,

o {aibic i |i œ N} víme, ûe není bezkontextov ,̋ tj. deterministick˝ M nem�ûe
existovat.
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Bezprefixové jazyky

Definition 9.7 (bezprefixové jazyky)
�íkáme, ûe jazyk L µ �ú je bezprefixov˝ pokud neexistují slova u, v œ L a
z œ �+ tak, ûe u = vz . Tj. pro ûádná slova jazyka u, v není vlastní v prefix u.

Example 9.13
Jazyk Lwcwr je bezprefixov .̋
Jazyk L = {0}ú není bezprefixov .̋

Theorem 9.3 (L œ N(PDPDA) práv� kdyû L bezprefixov˝ a L œ L(P Õ
DPDA) )

Jazyk L je N(P) pro n�jak˝ DPDA P práv� kdyû L je bezprefixov˝ a L je L(P Õ)
pro n�jak˝ DPDA P Õ.

Proof.
∆ Prefix p�ijmeme prázdn˝m zásobníkem, pro prázdn˝ zásobník neexistuje

instrukce, tj. ûádné prodlouûení není v N(P).
≈ P�evod P | na P nep�idá nedeterminismus (první koncov˝ -> smaû, p�ijmi).

Automaty a gramatiky Zásobníkové automaty, Deterministické PDA 9 February 8, 2023 185 / 160 - 186



L3
regulární jazyky

{0, 00}
{010}

bezprefixové DPDA
{0n1n; n > 0}

deterministické PDA
{0n1m; 0 < n Æ m}

bezkontextové (=CFL)
{wwR |w œ {0, 1}}

L2

kontextové (=CL)
L1

{aibic i |i = 0, 1, . . .}
{ww |w œ {0, 1}}

rekurzivn�
spo�etné

L0
Lu = {(M, w);

TM M p�ijímá w}

Ld = {w ; TM s kódem w nep�ijímá vstup w}
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Uzáv�rové vlastnosti

Theorem 10.1 (CFL uzav�ené na sjednocení, konkatenaci, uzáv�r, reverzi)
CFL jsou uzav�ené na sjednocení, konkatenaci, iterace (ú), positivní iterace (+),
zrcadlov˝ obraz wR .

Proof:

Sjednocení:
pokud V1 fl V2 ”= ÿ p�ejmenujeme neterminály,

p�idáme nov˝ symbol Snew a pravidlo Snew æ S1|S2

z�et�zení (=konkatenace) L1.L2

Snew æ S1S2 (pro V1 fl V2 = ÿ, jinak p�ejmenujeme)

iterace Lú =
t

iØ0 Li

Snew æ SSnew |⁄

pozitivní iterace L+ =
t

iØ1 Li

Snew æ SSnew |S
zrcadlov˝ obraz LR = {wR |w œ L}

X æ ÊR
obrátíme pravou stranu pravidel.
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Pr�nik bezkontextov˝ch jazyk�

Example 10.1 (!CFL nejsou uzav�ené na pr�nik)
Jazyk L = {0n1n2n|n Ø 1} = {0n1n2i |n, i Ø 1} fl {0i1n2n|n, i Ø 1}

není CFL, i kdyû oba �leny pr�niku jsou bezkontextové, dokonce deterministické
bezkontextové. {0n1n2i |n, i Ø 1} {S æ AC , A æ 0A1|01, C æ 2C |2}

{0i1n2n|n, i Ø 1} {S æ AB, A æ 0A|0, B æ 1B2|12}
pr�nik není CFL z pumping lemmatu.

paralelní b�h dvou zásobníkov˝ch automat�
�ídící jednotky umíme spojit (viz kone�né automaty)
�tení umíme spojit (jeden automat m�ûe �ekat)
bohuûel dva zásobníky nelze obecn� spojit do jednoho

dva neomezené zásobníky =Turing�v stroj
=rekurzivn� spo�etné jazyky L0
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Pr�nik bezkontextového a regulárního jazyka
Theorem 10.2 (CFL i DCFL jsou uzav�ené na pr�nik
s regulárním jazykem)

M�jme L bezkontextov˝ jazyk a R regulární jazyk.
Pak L fl R je bezkontextov˝ jazyk.
M�jme L deterministick˝ CFL a R regulární jazyk.
Pak L fl R je deterministick˝ CFL.

PDA

FA

Input w œ �ú
AndAccept/Reject

Proof:

zásobníkov˝ a kone�n˝ automat m�ûeme spojit
FA A1 = (Q1, �, ”1, q1, F1)

PDA p�ijímání stavem M1 = (Q2, �, �, ”2, q2, Z0, F2)

nov˝ automat M = (Q1 ◊ Q2, �, �, ”, (q1, q2), Z0, F1 ◊ F2)
((r , s), –) œ ”((p, q), a, Z) práv� kdyû

a ”= ⁄: r = ”1(p, a)&(s, –) œ ”2(q, a, Z) . . . automaty �tou vstup

a = ⁄: (s, –) œ ”2(q, ⁄, Z) PDA m�ní zásobník

r = p FA stojí

z�ejm� L(M) = L(A1) fl L(M2)
paralelní b�h automat�.
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Substituce a homomorfismus
Opakování definice:

Definition ((5.1,5.2)substituce, homomorfismus, inverzní homomorfismus)
M�jme jazyk L nad abecedou �.
Substituce ‡; ’a œ � : ‡(a) = La jazyk abecedy �a, tj. ‡(a) ™ �ú

a
p�evádí slova na jazyky:

‡(⁄) = {⁄},
‡(a1 . . . an) = ‡(a1). . . . .‡(an) (konkatenace), tj. ‡ : �ú æ P((

t
aœ� �a)ú)

‡(L) =
t

wœL ‡(w).
homomorfismus h, ’a œ � : h(a) œ �ú

a
p�evádí slova na slova

h(⁄) = ⁄,
h(a1 . . . an) = h(a1). . . . .h(an) (konkatenace) tj. h : �ú æ (

t
aœ� �a)ú

h(L) = {h(w) |w œ L}.
Inverzní homomorfismus p�evádí slova zp�t

h≠1(L) = {w |h(w) œ L}.
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P�íklad: Substituce

Example 10.2
M�jme gramatiku G = ({E}, {a, +, (, )}, {E æ E + E |(E )|a}, E ). M�jme
substituci:

‡(a) = L(Ga), Ga = ({I}, {a, b, 0, 1}, {I æ I0|I1|Ia|Ib|a|b}, I),
‡(+) = {≠, ú, :, div , mod},
‡(() = {(},
‡()) = {)}.

(a + a) + a œ L(G)
v ‡(+) chybí + pro ukázku, ûe (a + a) + a /œ ‡(L(G)).
(a001 ≠ bba) ú b1 œ ‡((a + a) + a) µ ‡(L(G))

Co se stane, kdyû zm�níme definici:
‡(() = {(, [},
‡()) = {), ]}?
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P�íklad: Homomorfismus

Example 10.3
M�jme gramatiku
G = ({E}, {a, +, (, )},
{E æ E + E |(E )|a}, E ). M�jme
homomorfimus:

h(a) = ⁄

h(+) = ⁄,
h(() = left,
h()) = right.

h((a + a) + a) = leftright,
h≠1(leftright) – (a + +)a.

Example 10.4
M�jme gramatiku
G = ({E}, {a, +, (, )},
{E æ a + E |(E )|a}, E ). M�jme
homomorfimus:

h2(a) = a
h2(+) = +,
h(() = ⁄,
h()) = ⁄.

1 Je jazyk L(G) regulární?
2 Je jazyk h(L(G)) regulární?
3 Je jazyk h≠1(h(L(G)))

regulární?
4 Je h≠1(h(L(G))) = L(G)?

Automaty a gramatiky Uzáv�rové vlastnosti, Dykovy jazyky 10 February 8, 2023 192 / 187 - 206



Uzáv�rové vlastnosti bezkontextov˝ch jazyk�

Theorem 10.3 (CFL jsou uzav�ené na substituci)
M�jme CFL jazyk L nad � a substituci ‡ na �
takovou, ûe ‡(a) je CFL pro kaûdé a œ �. Pak je
i ‡(L) bezkontextov˝ (CFL).

Sa1

x1 xnxk

Sak

S

San

Proof:

Idea: listy v deriva�ním stromu generují dalöí stromy.
P�ejmenujeme neterminály na jednozna�né vöude v G = (V , �, P, S),
Ga = (Va, Ta, Pa, Sa), a œ �.
Vytvo�íme novou gramatiku G = (V Õ, T Õ, P Õ, S) pro ‡(L):

V Õ
= V fi

t
aœ� Va

T Õ
=

t
aœ� Ta

P Õ
=

t
aœ� Pa fi {p œ P kde vöechna a œ � nahradíme Sa}.

G Õ generuje jazyk ‡(L).
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Substituce bezkontextov˝ch jazyk�

Example 10.5 (substituce)
L = {aibj |0 Æ i Æ j} S æ aSb|Sb|⁄
‡(a) = L1 = {c id i |i Ø 0} S1 æ cS1d |⁄
‡(b) = L2 = {c i |i Ø 0} S2 æ cS2|⁄
‡(L): S æ S1SS2|SS2|⁄, S1 æ cS1d |⁄, S2 æ cS2|⁄

Theorem 10.4 (homomorfismus)
Bezkontextové jazyky jsou uzav�eny na homomorfismus.

Proof:

P�ím˝ d�sledek p�edchozí v�ty.
Terminál a v deriva�ním strom� nahradím slovem h(a).
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CFL jsou uzav�ené na inverzní homomorfizmus

Theorem 10.5 (CFL jsou uzav�ené na inverzní homomorfizmus)
M�jme CFL jazyk L a homomorfizmus h. Pak h≠1(L) je bezkontextov˝ jazyk.
Je–li L deterministick˝ CFL, je i h≠1(L) deterministick˝ CFL.

Idea
p�e�teme písmeno a a do vnit�ního bu�eru
dáme h(a)
simulujeme v˝po�et M, kdy vstup bereme
z bu�eru
po vyprázdn�ní bu�eru na�teme dalöí
písmeno ze vstupu
slovo je p�ijato, kdyû je bu�er prázdn˝ a M
je v koncovém stavu

! bu�er je kone�n ,̋ m�ûeme ho tedy
modelovat ve stavu

Input

PDA

h
a

h(a)

a

bu�er
œ F? Accept/Reject
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Input

PDA

h
a

h(a)

a

bu�er
œ F? Accept/Reject

Proof:

pro L máme PDA M = (Q, �, �, ”, q0, Z0, F ) (koncov˝m stavem)
h : T æ �ú

definujeme PDA M Õ = (QÕ, T , �, ”Õ, [q0, ⁄] , Z0, F ◊ {⁄}) kde
QÕ = {[q, u] |q œ Q, u œ �ú, ÷(a œ T )÷(v œ �ú)h(a) = vu} u je bu�er
”Õ([q, ⁄] , a, Z ) = {([q, h(a)] , Z )} napl�uje bu�er
”Õ([q, u] , ⁄, Z ) = {([p, u] , “)|(p, “) œ ”(q, ⁄, Z )}

fi{([p, v ] , “)|(p, “) œ ”(q, x , Z ), u = xv} �te bu�er, x œ �
Pro deterministick˝ PDA M je i M Õ deterministick .̋
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Kvocienty s regulárním jazykem

Lemma
Bezkontextové jazyky jsou uzav�ené na
lev˝ (prav˝) kvocient s regulárním
jazykem.

R \ L = {w |÷u œ R uw œ L},
L/R = {u|÷w œ R uw œ L}
Idea:

PDA b�ûí paraleln� s FA, ne�tou vstup
je–li FA v koncovém stavu, m�ûeme za�ít
�íst vstup

Proof:

FA A1 = (Q1, �, ”1, q1, F1)
PDA M2 = (Q2, �, �, ”2, q2, Z0, F2)
definujeme PDA M = (QÕ, �, �, ”, (q1, q2), Z0, F2) kde
QÕ = (Q1 ◊ Q2) fi Q2 dvojice stav� pro paralelní b�h

”((p, q), ⁄, Z ) = {((pÕ, qÕ), “)|÷(a œ �)pÕ œ ”1(p, a)&(qÕ, “) œ ”2(q, a, Z )}
fi{((p, qÕ), “)|(qÕ, “) œ ”2(q, ⁄, Z )}
fi{(q, Z )|p œ F1}

”(q, a, Z ) = ”2(q, a, Z ), a œ � fi {⁄}, q œ Q2, Z œ �
z�ejm� L(M) = L(A1) \ L(M2).
Prav˝ kvocient z levého a uzav�enosti na reverzi L/M = (MR \ LR)R .
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Pouûití uzav�enosti pr�niku CFL a RL
Example 10.6
Jazyk L = {0i1j2k3l |i = 0 ‚ j = k = l} není bezkontextov .̋

Proof: D�kaz sporem:

Nech� L je bezkontextov˝ jazyk
L1 = {01j2k3l |j , k, l Ø 0} je regulární jazyk

{S æ 0B, B æ 1B|C , C æ 2C |D, D æ 3D|⁄}
L fl L1 = {01i2i3i |i Ø 0} není bezkontextov˝ ∆ SPOR s uzav�eností
na pr�nik s regulárním jazykem.

L je kontextov˝ jazyk

S æ ⁄|0|0A|B1|C1|D1
B1 æ 1|1B1|C1, C1 æ 2|2C1|D1, D1 æ 3|3D1
A æ 0|0A|P
P æ 1PCD|1CD
DC æ CD p�epíöeme {DC æ XC , XC æ XY , XY æ CY , CY æ CD}
1C æ 12, 2C æ 22, 2D æ 23, 3D æ 33.
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Rozdíl a dopln�k

Theorem 10.6 (Rozdíl s regulárním jazykem)
M�jme bezkontextov˝ jazyk L a regulární jazyk R. Pak:

L ≠ R je CFL.

Proof.
L ≠ R = L fl R, R je regulární.

Theorem 10.7 (CFL nejsou uzav�ené na dopln�k ani rozdíl)
T�ída bezkontextov˝ch jazyk� není uzav�ená na dopln�k ani na rozdíl.

CFL nejsou uzav�ené na dopln�k ani rozdíl.
M�jme bezkontextové jazyky L, L1, L2, regulární jazyk R. Pak:

L nemusí b˝t CFL. L1 fl L2 = L1 fi L2.
L1 ≠ L2 nemusí b˝t CFL. �ú ≠ L není vûdy CFL.

V PDA nesta�í prohodit koncové a nekoncové stavy – nedeterminismus.
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Uzáv�rové vlastnosti deterministick˝ch CFL

Rozumné programovací jazyky jsou deterministické CFL.
Deterministické bezkontextové jazyky

nejsou uzav�ené na pr�nik

jsou uzav�ené na pr�nik s regulárním jazykem

jsou uzav�ené na inverzní homomorfismus.

Lemma
Dopln�k deterministického CFL je op�t deterministick˝ CFL.

Proof:

idea: prohodíme koncové a nekoncové stavy
nedefinované kroky oöet�íme ’podloûkou’ na zásobníku
cyklus odhalíme pomocí �íta�e
aû po p�e�tení slova prochází koncové a nekoncové stavy

sta�í si pamatovat, zda proöel koncov˝m stavem.
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Ne–uzav�enost deterministick˝ch CFL

Example 10.7 (DCFL nejsou uzav�ené na sjednocení)
Jazyk L = {aibjck |i ”= j ‚ j ”= k ‚ i ”= k} je CFL, ale není DCFL.

Proof.
Vzhledem k uzav�enosti DCFL na dopln�k by byl DCFL i
L fl aúbúcú = {aibjck |i = j = k}, o kterém víme, ûe není CFL (pumping
lemma)

Example 10.8 (DCFL nejsou uzav�ené na homomorfismus)
Jazyky L1 = {aibjck |i ”= j}, L2 = {aibjck |j ”= k} , L3 = {aibjck |i ”= k} jsou
deterministické bezkontextové.

Jazyk 0L1 fi 1L2 fi 2L3 je deterministick˝ bezkontextov˝
Jazyk L1 fi L2 fi L3 není deterministick˝ bezkontextov˝

poloûme h(0) = ⁄, h(1) = ⁄, , h(2) = ⁄
h(x) = x pro ostatní symboly

h(0L1 fi 1L2 fi 2L3) = L1 fi L2 fi L3,

dopln�k L1 fi L2 fi L3 fl aúbúcú
= {ai bjck |i = j = k}.
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Uzáv�rové vlastnosti v kostce

jazyk regulární (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocení ANO ANO NE
pr�nik ANO NE NE
fl s RL ANO ANO ANO
dopln�k ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzní hom. ANO ANO ANO
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Uzáv�rové vlastnosti v kostce

jazyk regulární (RL) bezkontextové deterministické CFL

sjednocení F = F1 ◊ Q2 fi Q1 ◊ F2 S æ S1|S2 A fl B = A fi B

pr�nik F = F1 ◊ F2 L = {0
n
1

n
2

n|n Ø 1} =

;
{0

n
1

n
2

i |n, i Ø 1}
fl{0

i
1

n
2

n|n, i Ø 1}

<

fl s RL F = F1 ◊ F2 F = F1 ◊ F2 F = F1 ◊ F2

dopln�k F = Q1 ≠ F1, ” tot. A fl B = A fi B F = Q1 ≠ F1, Z0, cykly, tot.

homom. Kleene + RegExp + uz. a nahra� Sa h(0) = h(1) = 0 cca. fi

inverzní hom.

Automaty a gramatiky Uzáv�rové vlastnosti, Dykovy jazyky 10 February 8, 2023 203 / 187 - 206



Dyckovy jazyky

Definition 10.1 (Dyck�v jazyk)

Dyck�v jazyk Dn je definován nad abecedou Zn = {a1, a|
1, . . . , an, a|

n} následující
gramatikou: S æ ⁄|SS|a1Sa|

1| . . . |anSa|
n.

Úvodní pozorování:
jedná se z�ejm� o jazyk bezkontextov˝
Dyck�v jazyk Dn popisuje správn� uzávorkované v˝razy s n druhy závorek
tímto jazykem lze popisovat v˝po�ty libovolného zásobníkového automatu
pomocí Dyckova jazyka lze popsat libovoln˝ bezkontextov˝ jazyk.

L = h(D fl R) regulární jazyk;
popisuje vöechny
kroky v˝po�tuhomomorfismus;

�istí pomocné sym-
boly

Dyck�v jazyk; vy-
bírá pouze korektní
v˝po�ty
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Jak charakterizovat bezkontextové jazyky?

Pokud do zásobníku pouze
p�idáváme

potom si sta�í pamatovat

poslední symbol

sta�í kone�ná pam�� æ kone�n˝
automat.

pot�ebujeme ze zásobníku také odebírat (�tení symbolu)
takov˝ proces nelze zaznamenat v kone�né struktu�e

p�idávání a odebírání není zcela libovolné
jedná se o zásobník, tj. LIFO (last in, first out) strukturu

roztáhn�me si v˝po�et se zásobníkem do lineární struktury
X symbol p�idán do zásobníku

X ≠1
symbol odebrán do zásobníku

p�idávan˝ a odebíran˝ symbol tvo�í pár ZZ≠1
¸ ˚˙ ˝ B AA≠1

¸ ˚˙ ˝ CC≠1
¸ ˚˙ ˝ B≠1

¸ ˚˙ ˝
kter˝ se v celé posloupnosti chová jako závorka
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Theorem 10.8 (Dyckovy jazyky)

Pro kaûd˝ bezkontextov˝ jazyk L existuje regulární jazyk R tak, ûe L = h(D fl R) pro vhodn˝
Dyck�v jazyk D a homomorfismus h.

Proof:

máme PDA p�ijímající L prázdn˝m zásobníkem
p�evedeme na instrukce tvaru ”(q, a, Z) œ (p, w), |w | Æ 2

delöí psaní na zásobník rozd�líme zavedením nov˝ch stav�

nech� R| obsahuje vöechny v˝razy

q≠1aa≠1Z ≠1BAp pro instrukci ”(q, a, Z) – (p, AB)

podobn� pro instrukce ”(q, a, Z) œ (p, A), ”(q, a, Z) œ (p, ⁄)

je–li a = ⁄, potom dvojici aa≠1
neza�azujeme

definujeme R takto: Z0q0(R|)úQ≠1

Dyck�v jazyk je definován nad abecedou � fi �≠1 fi Q fi Q≠1 fi � fi �≠1

D fl Z0q0(R|)úQ≠1 popisuje korektní v˝po�ty

Z0

˙ ˝¸ ˚
q0q≠1

0 aa≠1Z≠1
0¸ ˚˙ ˝

B A
˙˝¸˚
pp≠1 bb≠1A≠1

¸ ˚˙ ˝
˙˝¸˚
qq≠1 cc≠1B≠1

¸ ˚˙ ˝

˙˝¸˚
rr≠1

homomorfismus h vyd�lí p�e�tené slovo, tj.
h(a) = a pro vstupní (�tené) symboly
h(y) = ⁄ pro ostatní.
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Turingovy stroje – historie a motivace

1931–1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Gödel, Kleene, Church, Turing
Turing�v stroj

zachycení práce matematika

nekone�ná tabule
lze z ní �íst a lze na ni psát
mozek (�ídící jednotka)

Formalizace TM:

místo tabule nekone�ná páska

místo k�ídy �tecí a zapisovací hlava, kterou lze posunovat v obou sm�rech

místo mozku kone�ná �ídící jednotka (jako u PDA)

dalöí formalizace:

⁄–kalkul, �áste�n� rekurzivní funkce, RAM

Snaûíme se definovat problémy nerozhodnutelné jak˝mkoli po�íta�em.
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Turing�v stroj

Definition 11.1
Turing�v stroj (TM) je sedmice M = (Q, �, �, ”, q0, B, F ) se sloûkami:

Q kone�ná mnoûina stav�

� kone�ná neprázdná mnoûina vstupních symbol�

� kone�ná mnoûina vöech symbol� pro pásku. Vûdy � ´ �, Q fl � = ÿ.
” (�áste�ná) p�echodová funkce. (Q ≠ F ) ◊ � æ Q ◊ � ◊ {L, R}, v

”(q, x) = (p, Y , D):
q œ (Q ≠ F )! aktuální stav

X œ � aktuální symbol na pásce

p nov˝ stav, p œ Q.

Y œ � symbol pro zapsání do aktuální bu�ky, p�epíöe aktuální obsah.

D œ {L, R} je sm�r pohybu hlavy (doleva, doprava).

q0 œ Q po�áte�ní stav.
B œ � ≠ �. Blank. Symbol pro prázdné bu�ky, na za�átku vöude krom�

kone�ného po�tu bun�k se vstupem.
F ™ Q mnoûina koncov˝ch neboli p�ijímajících stav�.

Pozn: n�kdy se nerozliöuje � a � a neuvádí se prázdn˝ symbol B, tj. p�tice.
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Definition 11.2 (Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description ID))
Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description ID) je �et�zec
X1X2 . . . Xi≠1qXiXi+1 . . . Xn kde

q je stav Turingova stroje
�tecí hlava je vlevo od i–tého symbolu
X1 . . . Xn je �ást pásky mezi nejlev�jöím a nejprav�jöím symbolem r�zn˝m od
prázdného (B). S v˝jimkou v p�ípad�, ûe je hlava na kraji – pak na tom kraji
vkládáme jeden B navíc.

Definition 11.3 (Krok Turingova stroje)
Kroky Turingova stroje M zna�íme „

M
, „

M
ú, „ú jako u zásobníkov˝ch automat�.

Pro ”(q, Xi) = (p, Y , L)
X1X2 . . . Xi≠1qXiXi+1 . . . Xn „

M
X1X2 . . . Xi≠2pXi≠1YXi+1 . . . Xn

Pro ”(q, Xi) = (p, Y , R)
X1X2 . . . Xi≠1qXiXi+1 . . . Xn „

M
X1X2 . . . Xi≠1YpXi+1 . . . Xn.

Odvození v kone�ném po�tu krok� „
M

ú definuji rekurzivn� pro I, J , K konfigurace
Základ: I „

M
ú I Rekurze: Pokud I „

M
J a J „

M
ú K, tak i I „

M
ú K.
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A TM for {0n1n; n Ø 1}

Definition 11.4 (TM p�ijímá jazyk, rekurzivn� spo�etn˝ jazyk)
Turing�v stroj M = (Q, �, �, ”, q0, B, F ) p�ijímá jazyk

L(M) = {w œ �ú : q0w „
M

ú –p—, p œ F , –, — œ �ú}, tj. mnoûinu slov, po jejichû
p�e�tení se dostane do koncového stavu. Pásku (u nás) nemusí uklízet.

Jazyk nazveme rekurzivn� spo�etn˝m, pokud je p�ijímán n�jak˝m
Turingov˝m strojem T (tj. L = L(T )).

Example 11.1 (TM pro jazyk {0n1n; n Ø 1})
Turing�v stroj M = ({q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, {0, 1, X , Y , B}, ”, q0, B, {q4}) s ”
v tabulce p�ijímá jazyk {0n1n; n Ø 1}.

Stav 0 1 X Y B
q0 (q1, X , R) – – (q3, Y , R) –
q1 (q1, 0, R) (q2, Y , L) – (q1, Y , R) –
q2 (q2, 0, L) – (q0, X , R) (q2, Y , L) –
q3 – – – (q3, Y , R) (q4, B, R)
q4 – – – – –
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Rekurzivní jazyky

Definition (TM zastaví)
TM zastaví pokud vstoupí do stavu q, s �ten˝m symbolem X , a není instrukce
pro tuto situaci, t.j., ”(q, X ) není definováno.

P�edpokládáme, ûe v p�ijímajícím stavu q œ F TM zastaví,
dokud nezastaví, nevíme, jestli p�ijme nebo nep�ijme slovo.

Definition (Rekurzivní jazyky)
�íkáme, ûe TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kaûdé w œ �ú stroj
nad w zastaví.
Jazyky rozhodnutelné TM naz˝váme rekurzivní jazyky.
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P�echodov˝ diagram pro Turing�v stroj

Definition 11.5 (P�echodov˝ diagram pro TM)
P�echodov˝ diagram pro TM sestává z uzl�
odpovídajícím stav�m TM. Hrany q æ p jsou
ozna�eny seznamem vöech dvojic X/YD, kde
”(q, X ) = (p, Y , D), D œ {Ω, æ}.
Pokud neuvedeme jinak, B zna�í blank –
prázdn˝ symbol.

q0 q1 q2

q3 q4

0/X æ 1/Y Ω

Y /Y æ X/X æ

Y /Y æ

B/B æ

0/0 Ω
Y /Y Ω

0/0 æ
Y /Y æ

State 0 1 X Y B

q0 (q1, X , R) – – (q3, Y , R) –

q1 (q1, 0, R) (q2, Y , L) – (q1, Y , R) –

q2 (q2, 0, L) – (q0, X , R) (q2, Y , L) –

q3 – – – (q3, Y , R) (q4, B, R)

q4 – – – – –
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A TM for {0n1n; n Ø 1}

Na pásce vûdy v˝raz typu X
ú
0

ú
Y

ú
1

ú

postupn� p�episujeme 0 na X a

odpovídající 1 na Y
q0 p�epíöe 0 na X a p�edá �ízení q1
q1 najde první 1, p�epíöe na Y a p�edá

�ízení q2
q2 se vrátí k X , nechá ho b˝t a p�edá

�ízení q0
. . .

pokud q0 vidí Y , p�edá �ízení q3
q3 dojde zkontrolovat, jestli na konci

nezbyly 1

pokud q3 naölo B, p�edá �ízení q4
q4 skon�í úsp�chem (je p�ijímající)

. . .

pokud q3 narazilo na 1, tak skon�í

neúsp�chem

nemá instrukci
není p�ijímající.

q0 q1 q2

q3 q4

0/X æ 1/Y Ω

Y /Y æ X/X æ

Y /Y æ

B/B æ

0/0 Ω
Y /Y Ω

0/0 æ
Y /Y æ
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TM pro {0n1n; n Ø 1}

q0 q1 q2

q3 q4

0/X æ 1/Y Ω

Y /Y æ X/X æ

Y /Y æ

B/B æ

0/0 Ω
Y /Y Ω

0/0 æ
Y /Y æ

Slovo 0011

q00011 „ Xq1011 „ X0q111 „ Xq20Y 1 „ q2X0Y 1 „ Xq00Y 1 „ XXq1Y 1 „

„ XXYq11 „ XXq2YY „ Xq2XYY „ XXq0YY „ XXYq3Y „ XXYYq3B „ XXYYBq4B

Slovo 0010

q00010 „ Xq1010 „ X0q110 „ Xq20Y 0 „ q2X0Y 0 „ Xq00Y 0 „ XXq1Y 0 „

„ XXYq10 „ XXY 0q1B a skon�í neúsp�chem, protoûe nemá instrukci.
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Jeöt� p�íklad, rekurzivn� spo�etné jazyky

Example 11.2
Jazyk L = {a2n|n Ø 0}
p�ijímá Turing�v stroj M = ({q0, q1, qF }, {a}, {a, B}, ”, q0, B, {qF }) s ” v tabulce:

” komentá�
”(q0, B) = (qF , B, R) prázdné slovo, konec v˝po�tu
”(q0, a) = (q1, a, R) zv�töí �íta� (2k + 1 symbol�)
”(q1, a) = (q0, a, R) nuluje �íta� (2k symbol�).

Regulární jazyky:
simulujeme kone�n˝ automat, pohyb hlavy vûdy vpravo,

vidím-li B, tj. konec vstupu. Pokud je stav DFA p�ijímající, p�ejdu do nového

p�ijímajícího stavu qF .

(Z qF nesmí b˝t instrukce, z p�ijímajících stav� DFA pot�ebuji instrukce

kopírovat.)

Bezkontextové jazyky: nejsnáze s pomocnou páskou simulující zásobník, bude
za chvíli.
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TM s v˝stupem

Turing�v stoj po�ítající monus m . n = max(m ≠ n, 0).
M = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, {0, 1, B}, ”, q0, B, {q6})
Po�áte�ní páska 0m10n.
M zastaví s páskou 0m . n obklopenou prázdnem B.
Najdi nejlev�jöí 0, p�epiö na B.
Jdi doprava a najdi 1; pokra�uj, najdi 0 a
p�epiö na 1.
Vra� se doleva.
Pokud nenajdeö 0 (ukli�):

vpravo: p�epiö vöechny 1 na B.

vlevo: m < n: p�epiö vöechny 1 a 0 na B,

nech pásku prázdnou.

q0 q1

q5

q2 q3

q6 q4

0/B æ
1/1 æ

0/0 æ 1/1 æ

0/1 Ω 0/0 Ω
1/1 Ω

B/B æ

B/B æ

0/B æ
1/B æ

0/0 Ω
1/B Ω

B/0 æ

1/B æ B/B Ω
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Pam�� v �ídící jednotce, Pomocná stopa

Example 11.3 (P�íklad pam�ti ve stavu TM)
Pro jazyk L(M) = (01ú + 10ú) si pamatujeme první znak, stav je dvojice (obecn�
n–tice). M = ({q0, q1} ◊ {0, 1, B}, {0, 1}, {0, 1, B}, ”, [q0, B], B, {[q1, B]})

” 0 1 B
æ [q0, B] ([q1, 0], 0, R) ([q1, 1], 1, R)

[q1, 0] ([q1, 0], 1, R) ([q1, 0], B, R)
[q1, 1] ([q1, 1], 0, R) ([q1, 1], B, R)

ú[q1, B]

Example 11.4 (P�íprava pomocné stopy)
Budeme pot�ebovat dv� stopy na pásce. P�epíöeme vstup na dvojice, naho�e
budeme mít volno na poznámky. V definici ” pouûívám zástupn˝ znak pro vstupní
písmeno a œ {0, 1}.

”([q0, B], a) = ([q0, B], [B, a], R)
”([q0, B], B) = ([q≠1, B], [B, B], L) jsem na konci, otá�ím
”([q≠1, B], [B, a]) = ([q≠1, B], [B, a], L) jdi vlevo
”([q≠1, B], B) = ([q1, B], B, R) dv� stopy p�ipraveny pro dalöí práci.
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Více stop na pásce
Lwcw = {wcw |w œ (0 + 1)+},
M = ({q1, . . . , q9} ◊
{0, 1, B}, {[B, 0], [B, 1], [B, c]}, {B, ú}◊
{0, 1, B, c}, ”, [q1, B], [B, B], {[q9, B]})
” je definováno (a, b œ {0, 1}):

”([q1, B], [B, a]) = ([q2, a], [ú, a], R) na�ti symbol a
”([q2, a], [B, b]) = ([q2, a], [B, b], R) jdi vpravo, hledej st�ed c,

”([q2, a], [B, c]) = ([q3, a], [B, c], R) pokra�uj vpravo ve stavu q3,

”([q3, a], [ú, b]) = ([q3, a], [ú, b], R) pokra�uj vpravo,

”([q3, a], [B, a]) = ([q4, B], [ú, a], L) zkontroluj shodu, vymaû pam�� a jdi vlevo,

”([q4, B], [ú, a]) = ([q4, B], [ú, a], L) jdi vlevo,

”([q4, B], [B, c]) = ([q5, B], [B, c], L) c pokra�uj za st�ed ve stavu q5,

rozeskok podle toho, jestli je jeöt� co kontrolovat
”([q5, B], [B, a]) = ([q6, B], [B, a], L) jeöt� budeme kontolovat,

”([q6, B], [B, a]) = ([q6, B], [B, a], L) jdi vlevo,

”([q6, B], [ú, a]) = ([q1, B], [ú, a], R) znovu za�ni,

”([q5, B], [ú, a]) = ([q7, B], [ú, a], R) uû vöe vlevo od c porovnáno, jdi vpravo,

”([q7, B], [B, c]) = ([q8, B], [B, c], R) pokra�uj vpravo,

”([q8, B], [ú, a]) = ([q8, B], [ú, a], R) pokra�uj vpravo,

”([q8, B], [B, B]) = ([q9, B], [B, B], R) p�ijmi.
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Theorem 11.1 (Rekurzivn� spo�etné jsou L0)
Kaûd˝ rekurzivn� spo�etn˝ jazyk je typu 0.

Proof: Od Turingova stroje ke gramatice

pro Turing�v stroj T najdeme gramatiku G , L(T ) = L(G)

G = ({S, C , D, E} fi {X}xœ�fi� fi {Qi }qi œQ , �, P, S), P je:

gramatika nejd�íve vygeneruje pásku stroje a kopii slova

wBnW RQ0Bm
, kde B i

p�edstavují voln˝ prostor pro v˝po�et

potom simuluje v˝po�et (stavy jsou sou�ástí slova)

v koncovém stavu smaûeme pásku, necháme pouze kopii slova

1) S æ DQ0E
D æ xDX |E generuje slovo a jeho revizní kopii pro v˝po�et
E æ BE |⁄ generuje voln˝ prostor pro v˝po�et

2) XP æ QX Õ pro ”(p, x) = (q, x Õ, R)
XPY æ X ÕY Q pro ”(p, x) = (q, x Õ, L)

3) P æ C pro p œ F
CA æ C ,AC æ C mazání pásky
C æ ⁄ konec v˝po�tu
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P�íklad
Turing�v stroj pro jazyk L = {a2n|n Ø 1}, TM
M = ({q0, q1, q2, qF }, {a}, {a}, ”, q0, B, {qF }) s ” v tabulce:

” komentá�
”(q0, a) = (q1, a, R) první symbol
”(q2, a) = (q1, a, R) zv�töí �íta� (2k + 1 symbol�)
”(q1, a) = (q2, a, R) nuluje �íta� (2k symbol�)
”(q2, B) = (qF , B, L) p�ijme a zastaví

Example 11.5
Gramatika G = ({S, C , D, E , Q0, Q1, Q2, QF , a}, {a}, S, P1 fi P2 fi P3),

Inicializace

P1 =

Y
]

[

S æ DQ0E
D æ aDa|E
E æ BE |⁄

Z
^

\

P�echodová funkce

P2 =

Y
__]

__[

aQ0 æ Q1a
aQ2 æ Q1a
aQ1 æ Q2a

BQ2a æ BaQF

Z
__̂

__\

Mazání

P3 =

Y
____]

____[

QF æ C
Ca æ C
aC æ C
BC æ C
C æ ⁄

Z
____̂

____\

.

Konkrétn� pro aa œ L(M) vygeneruji aaBaaQ0, meziv˝sledek aaBaQF a a v˝sledek
aa.
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Od Turingova stroje ke gramatice
Jeöt� L(T ) = L(G)?

w œ L(T )
existuje kone�n˝ v˝po�et stroje T (kone�n˝ prostor)

gramatika vygeneruje dostate�n� velk˝ prostor pro v˝po�et

simuluje v˝po�et a smaûe dvojníky

w œ L(G)
pravidla v derivaci nemusí b˝t v po�adí, jakém chceme

derivaci m�ûeme p�euspo�ádat tak, ûe po�adí je 1),2),3).

podtrûené symboly smazány, tj. vygenerován koncov˝ stav.

Example 11.6
Turing�v stroj M =
({q0, q1, qF }, {a}, {a, B}, ”, q0, B, {qF })

”(q0, B) = (qF , B, R)
”(q0, a) = (q1, a, R)
”(q1, a) = (q0, a, R)

Gramatika po zjednoduöení
G = ({S, C , D, E , a, Q0, Q1}, {a}, P, S)
S æ DQ0
D æ aDa|B
BQ0 æ C
aQ0 æ Q1a
aQ1 æ Q0a
Ca æ C
C æ ⁄
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Od gramatik k Turingov� stroji

Theorem 11.2
Kaûd˝ jazyk typu 0 je rekurzivn� spo�etn .̋

Proof:

idea: TM postupn� generuje vöechny derivace
derivaci S ∆ Ê1 ∆ . . . ∆ Ên = w kódujeme jako slovo
#S#Ê1# . . . #w#
umíme ud�lat TM, kter˝ p�ijímá slova #–#—#, kde – ∆ —

umíme ud�lat TM, kter˝ p�ijímá slova #Ê1# . . . #Êk#, kde Ê1 ∆ú Êk

umíme ud�lat TM postupn� generující vöechna slova.

generuj (dalöí) slovo slovo tvo�í
derivaci

derivace
kon�í w

ano ano

ne ne
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TM rozöí�ení: Vícepáskov˝ TM

Definition 11.6 (Vícepáskov˝ Turing�v stroj)
Po�áte�ní pozice

vstup na první pásce, ostatní zcela prázdné
první hlava vlevo od vstupu, ostatní libovoln�
hlava v po�áte�ním stavu

Jeden krok vícepáskového TM
hlava p�ejde do nového stavu
na kaûdé pásce napíöeme nov˝ symbol
kaûdá hlava se nezávisle posune vlevo, z�stane,
vpravo.

Vícepáskov˝ TM

Theorem 11.3 (Vícepáskov˝ TM)
Kaûd˝ jazyk p�ijíman˝ vícepáskov˝m TM je p�ijíman˝ i n�jak˝m (jednopáskov˝m)
Turingov˝m strojem TM.
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Proof: vícepáskov˝ TM

konstruujeme Turing�v stroj M
pásku si p�edstavíme, ûe má 2k stop

liché stopy: pozice k–té hlavy

sudé stopy: znak na k–té pásce

pro simulaci jednoho kroku navötívíme
vöechny hlavy
ve stavu si pamatujeme

po�et hlav vlevo

’k symbol pod k–tou hlavou

pak uû umíme provést jeden krok (znovu
b�hat)

Simulaci v˝po�tu k–páskového stroje o n krocích
lze provést v �ase O(n2) (simulace jednoho kroku z
prvních n trvá 4n + 2k, hlavy nejv˝ö 2n daleko,
p�e�íst, zapsat, posunout zna�ky).

Simulace 2–páskového
TM na jedné pásce
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Rozöí�ení: Nedeterministické Turingovy stroje

Definition 11.7 (Nedeterministick˝ TM)
Nedeterministick˝m Turingov˝m strojem naz˝váme sedmici
M = (Q, �, �, ”, q0, B, F ), kde Q, �, �, q0, B, F jsou jako u TM a
” : (Q ≠ F ) ◊ � æ P(Q ◊ � ◊ {L, R}).
Slovo w œ �ú

je p�ijímáno nedeterministick˝m TM M, pokud existuje n�jak˝
v˝po�et q0w „ú –p—, p œ F .

Theorem 11.4 (Nedeterministick˝ TM)
Pro kaûd˝ MN nedeterministick˝ TM existuje deterministick˝ TM MD takov ,̋ ûe
L(MN) = L(MD).

Velmi stru�n� (p�íprava)

prohledáváme do öí�ky moûné v˝po�ty MN
odvozeno v k krocích

maximáln� mk
konfigurací

kde m = max |”(q, x)| je max. po�et
voleb MN
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Proof: idea d�kazu

páska nekone�ná – nelze pouûít podmnoûinovou konstrukci
prohledáváme do öí�ky vöechny v˝po�ty MN

modelujeme TM se dv�ma páskami
první páska: posloupnost konfigurací

aktuální ozna�ena (k�íûkem na obrázku)
vlevo uû prozkoumané, m�ûeme zapomenout
vpravo aktuální a pak dalöí �ekající

druhá páska: pomocn˝ v˝po�et

zpracování jedné konfigurace obnáöí
p�e�ti stav a symbol aktuální konfigurace ID

je–li stav p�ijímající œ F , p�ijmi a skon�i

napiö konfiguraci ID na pomocnou pásku

pro kaûd˝ moûn˝ krok ” (uloûen˝ v hlav� MD)

prove� krok a napiö novou ID na konec první pásky

vra� se k ozna�ené ID, zna�ku vymaû a posu� o 1 doprava

opakuj
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Jednosm�rná páska

X0 X1 X2 . . .
* X≠1 X≠2 . . .

Lemma (Jednosm�rná páska)
Pro kaûd˝ Turing�v stroj M2 existuje Turing�v stroj M1, kter˝ p�ijímá stejn˝ jazyk
a

M1 nikdy nejde vlevo od po�áte�ní pozice
M1 nikdy nepíöe blank B.
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Shrnutí
Turing�v stroj: nekone�ná oboustranná páska, m�ûe �íst, psát, pohybovat
hlavou.
P�ijímání TM: TM p�ijímá pokud vstoupí do koncového stavu.
TM s v˝stupem: Hlava na prvním písmenu odpov�di, krom� odpov�di B.
Rekurzivn� spo�etné jazyky (RE): jazyky p�ijímané n�jak˝m Turingov˝m
strojem.
Konfigurace TM: Vöechny symboly pásky mezi nejlev�jöím a nejprav�jöím
ne–B. Stav a pozice hlavy hned vlevo od práv� �teného symbolu.
modelovací triky

Pam�� v �ídící jednotce

Více stop

Rozöí�ení TM bez rozöí�ení t�ídy p�ijíman˝ch jazyk�:
Vícepáskové TM Samostatn˝ pohyb hlav na páskách (lze simulovat na

p�idan˝ch stopách).

Nedeterministick˝ TM: Má instrukce na v˝b�r, na p�ijetí sta�í jeden

p�ijímající v˝po�et.

Budou: Lineárn� omezené automaty LBA

Vstupní slovo mezi levou a pravou zna�kou, hlava nesmí za tyto zna�ky ani je

p�epsat.

LBA rozpoznávají práv� kontextové jazyky.
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Kontextové jazyky

kone�né automaty
DFA, NFA, ⁄NFA

zásobníkové automaty

lineárn� omezené automaty

Turingovy stroje
Vícepáskové, nedeterministické

regulární gramatiky

bezkontextové gramatiky

kontextové gramatiky
monotónní gramatiky

gramatiky Typu 0

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L1)
pouze pravidla ve tvaru –A— æ –Ê—

A œ V , –, — œ (V fi T )ú, Ê œ (V fi T )+

jedinou v˝jimkou je pravidlo S æ ⁄, potom se ale S nevyskytuje na

pravé stran� ûádného pravidla
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Chomského hierarchie

gramatiky typu 0 (rekurzivn� spo�etné jazyky L0)
pravidla v obecné form� – æ —, –, — œ (V fi T )

ú, – obsahuje neterminál

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L1)
pouze pravidla ve tvaru –A— æ –Ê—

A œ V , –, — œ (V fi T )
ú, Ê œ (V fi T )

+

jedinou v˝jimkou je pravidlo S æ ⁄, potom se ale S nevyskytuje na

pravé stran� ûádného pravidla

gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L2)
pouze pravidla ve tvaru A æ Ê, A œ V , Ê œ (V fi T )

ú

gramatiky typu 3 (regulární/pravé lineární jazyky L3)
pouze pravidla ve tvaru A æ ÊB, A æ Ê, A, B œ V , Ê œ T ú
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Monotónní a kontextové gramatiky

Example 12.1 (kontextov˝ jazyk)
L = {anbncn|n Ø 1} je kontextov˝ jazyk, není bezkontextov .̋

Monotónní gramatika:

S æ aSBC |abC
CB æ BC není kontextové, nutno rozepsat!
bB æ bb
bC æ bc
cC æ cc

Je snaûöí napsat monotónní gramatiku
a upravit ji na kontextovou.

Vygeneruji stejn˝ po�et a, B, C .
P�euspo�ádám - proto pot�ebuji B, C neterminály.
Dovolím p�epsat jen v abecedním po�adí

Za�ínám s mal˝mi a s jedním b za nimi.

B se m�ûe p�epsat, kdyû je na �ad� - vlevo od n�j b.

∆ P�edevöím nedovolím p�epsat B, pokud je p�ed ním c.
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Separované gramatiky

Definition 12.1 (Separovaná gramatika)
Gramatika je separovaná, pokud obsahuje pouze pravidla tvaru – æ —, kde:

bu� –, — œ V + (neprázdné posloupnosti neterminál�)
nebo – œ V a — œ T fi {⁄}.

Lemma
Ke kaûdé gramatice G lze sestrojit ekvivalentní separovanou gramatiku G Õ.

Proof:

Nech� G = (V , T , P, S)
pro kaûd˝ terminál a œ T zavedeme nov˝ neterminál AÕ.
v pravidlech z P

nahradíme terminály odpovídajícími neterminály

p�idáme pravidla AÕ æ a

V˝sledná gramatika je separovaná a z�ejm� L(G) = L(G Õ).
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Od monotonie ke kontextovosti
Definition 12.2 (monotónní (nevypouöt�jící) gramatika)
Gramatika je monotónní (nevypouöt�jící), jestliûe pro kaûdé pravidlo
(– æ —) œ P platí |–| Æ |—|. Monotónní gramatiky slovo v pr�b�hu generování nezkracují.

Lemma
Ke kaûdé monotónní gramatice lze nalézt ekvivalentní gramatiku kontextovou.

Proof:

nejprve p�evedeme gramatiku na separovanou

tím se monotonie neporuöí (a pravidla AÕ æ a jsou kontextová)

zb˝vající pravidla A1 . . . Am æ B1 . . . Bn, m Æ n p�evedeme na pravidla s

nov˝mi neterminály C

A1A2 . . . Am æ C1A2 . . . Am C1C2 . . . Cm æ B1C2 . . . Cm
C1A2 . . . Am æ C1C2 . . . Am B1C2 . . . Cm æ B1B2 . . . Cm
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

C1 . . . Cm≠1Am æ C1 . . . Cm≠1Cm B1 . . . Bm≠1Cm æ B1 . . . Bm≠1Bm . . . Bn
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P�íklad kontextového jazyka

Example 12.2
Jazyk L = {aibjck |1 Æ i Æ j Æ k} je kontextov˝ jazyk, není bezkontextov .̋

Proof: (na jedni�ku povinné)

S æ aSBC |aBC generování symbol� a
B æ BBC mnoûení symbol� B
C æ CC mnoûení symbol� C
CB æ BC uspo�ádání symbol� B a C
aB æ ab za�átek p�episu B na b
bB æ bb pokra�ování p�episu B na b
bC æ bc za�átek p�episu C na c
cC æ cc pokra�ování p�episu C na c

CB æ BC není kontextové pravidlo, nahradíme ho
CB æ XB, XB æ XY , XY æ BY , BY æ BC
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Lineárn� omezené automaty

Jeöt� pot�ebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky
kontextovou gramatiku dostaneme z libovolné monotónní gramatiky

Definition 12.3 (lineárn� omezen˝ automat (LBA))
Lineárn� omezen˝ automat LBA je nedeterministick˝ TM, kde na pásce je
ozna�en lev˝ a prav˝ konec l , r . Tyto symboly nelze p�i v˝po�tu p�epsat a nesmí
se jít nalevo od l a napravo od r .
Slovo w je p�ijímáno lineárn� omezen˝m automatem, pokud existuje
p�ijímající v˝po�et q0lwr „ú –p—, p œ F .

Prostor v˝po�tu je definován vstupním slovem a automat p�i jeho p�ijímání
nesmí p�ekro�it jeho délku
u monotónních (kontextov˝ch) derivací to není problém – ûádné slovo
v derivaci není delöí neû vstupní slovo.
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Od kontextov˝ch jazyk� k LBA

Theorem 12.1
Kaûd˝ kontextov˝ jazyk lze p�ijímat pomocí LBA.

Proof: z kontextové gramatiky k LBA

derivaci gramatiky budeme simulovat
pomocí LBA
pouûijeme pásku se dv�ma stopami
slovo w dáme nahoru, na za�átek dolní
stopy S

l
w

r
S

Aplikace pravidla

–X— æ –“—
u – X — v

u – “ — v

p�episujeme slovo ve druhé stop� podle pravidel G
nedeterministicky vybereme �ást k p�epsání

provedeme p�epsání dle pravidla (pravá �ást se odsune)

pokud jsou ve druhé stop� samé terminály, porovnáme ji s první stopou
slovo p�ijmeme nebo zamítneme
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Od LBA ke kontextov˝m jazyk�m

Theorem 12.2
LBA p�ijímají pouze kontextové jazyky.

Proof: z LBA ke kontextov˝m gramatikám

pot�ebujeme p�evést LBA na monotónní gramatiku
tj. gramatika nesmí generovat nic navíc

v˝po�et ukryjeme do ’dvoustop˝ch’ neterminál�
generuj slovo ve tvaru (a0, [q0, l , a0]), (a1, a1), . . . , (an, [an, r ])

w
q0, l , a0 an, r

simuluj práci LBA ve ’druhé’ stop� (stejn� jako u TM)
pro ”(p, x) = (q, x Õ, R): Px æ x ÕQ
pro ”(p, x) = (q, x Õ, L): yPx æ Qyx Õ

pokud je stav koncov ,̋ smaû ’druhou’ stop
speciáln� je t�eba oöet�it p�ijímání prázdného slova

pokud LBA p�ijímá ⁄, p�idáme speciální startovací pravidlo
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M�jme lineán� omezen˝ automat pro jazyk L = {a2n|n Ø 1}, LBA
M = ({q0, q1, q2, qF }, {a}, {a, l , r}, ”, q0, B, {qF }) s ” v tabulce:

” komentá�
”(q0, l) = (q0, l , R) p�esko�ím prázdnou zaráûku
”(q0, a) = (q1, a, R) zv�töí �íta� (2k + 1 symbol�)
”(q2, a) = (q1, a, R) zv�töí �íta� (2k + 1 symbol�)
”(q1, a) = (q2, a, R) nuluje �íta� (2k symbol�)
”(q2, r) = (qF , r , L) konec v˝po�tu, p�ijímám.

Example 12.3 (Gramatika z lineán� omezeného automatu)
Monotónní gramatika G = (V , {a}, S, P1 fi P2 fi P3)

V =

Y
_________]

_________[

S, L, C , R,

5
a

q0la

6
,

5
a

lq0a

6
,

5
a
la

6
,

5
a

q2a

6
,

5
a

q1a

6
,

5
a
ar

6
,

5
a

MΩ

6
,

5
a
a

6
,

5
a

q1ar

6
,

5
a

aq2r

6

Z
_________̂

_________\

P1 =

Y
___________]

___________[

S æ LR|LCR

C æ CC |
5
a
a

6

L æ
5

a
q0la

6

R æ
5

a
ar

6

Z
___________̂

___________\
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Pravidla pro p�echodovou funkci

P2 =

Y
_______________________________]

_______________________________[

5
a

q0la

6
æ

5
a

lq0a

6

5
a

lq0a

6 5
a
a

6
æ

5
a
la

6 5
a

q1a

6

5
a

q2a

6 5
a
a

6
æ

5
a
a

6 5
a

q1a

6

5
a

q1a

6 5
a
a

6
æ

5
a
a

6 5
a

q2a

6

5
a

q2a

6 5
a
ar

6
æ

5
a
a

6 5
a

q1ar

6

5
a

q1ar

6
æ

5
a

aq2r

6

5
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Obecn�ji
P�i více písmenech bychom
m�li varianty (tém��) vöech
neterminál� pro kaûdé
písmeno, totéû písmeno
naho�e i dole.
Pokud skon�íme uvnit� slova,
musíme mazat do obou stran
aû k zaráûkám.
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Hierarchie jazyk� (kontextové a v˝ö)

rekurzivní (=R)
EXP-space complete

kontextové (=CL)
L1

{aibic i |i = 0, 1, . . .}
{ww |w œ {0, 1}}

rekurzivn�
spo�etné (=RE)

L0
Lu = {(M, w);

TM M p�ijímá w}

Ld = {w ; TM s kódem w
nep�ijímá vstup w}
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Rekurzivní jazyky

Definition 12.4 (TM zastaví)
TM zastaví pokud vstoupí do stavu q, s �ten˝m symbolem X , a není instrukce
pro tuto situaci, t.j., ”(q, X ) není definováno.

Z definice, v p�ijímajícím stavu q œ F TM zastaví,
dokud nezastaví, nevíme, jestli p�ijme nebo nep�ijme slovo.

Definition 12.5 (Rekurzivní jazyky)
�íkáme, ûe TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kaûdé w œ �ú stroj
nad w zastaví.
Jazyky rozhodnutelné TM naz˝váme rekurzivní jazyky.
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Hierarchie jazyk� (kontextové a v˝ö)

rekurzivní (=R)
EXP-space complete

kontextové (=CL)
L1

{aibic i |i = 0, 1, . . .}
{ww |w œ {0, 1}}

rekurzivn�
spo�etné (=RE)

L0
Lu = {(M, w);

TM M p�ijímá w}

Ld = {w ; TM s kódem w
nep�ijímá vstup w}
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Jazyk kter˝ není rekurzivn� spo�etn˝
Sm��ujeme k d�kazu nerozhodnutelnosti jazyka dvojic (M, w) takov˝ch, ûe:

M je binárn� kódovan˝ Turing�v stroj s abecedou {0, 1},
w œ {0, 1}ú a
M nep�ijímá vstup w .

Postup:
Kódování TM binárním kódem pro libovoln˝ po�et stav� TM.
Kód TM vezmeme TM jako binární �et�zec.
Pokud kód nedává smysl, reprezentuje TM bez transakcí. Tedy kaûd˝ kód
reprezentuje n�jak˝ TM.
Diagonální jazyk Ld ;
Ld = {w ; TM reprezentovan˝ jako w takov ,̋ ûe nep�ijímá w}.
Neexistuje TM p�ijímající jazyk Ld . Spuöt�ní takového stroje na vlastním
kódu by vedlo k paradoxu.

Jazyk Ld není rekurzivn� spo�etn .̋ Proto Ld není rekurzivní. Lze dokázat,
ûe Ld je rekurzivn� spo�etn .̋
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Kódování

Pro kódování TM M = (Q, {0, 1}, �, ”, q1, B, {q2}) o�íslujeme stavy, symboly
a sm�ry L, R.
P�edpokládejme:

Po�áte�ní stav je vûdy q1.

Stav q2 je vûdy jedin˝ koncov˝ stav (nepot�ebujeme víc, TM zastaví).

První symbol je vûdy 0, druh˝ 1, t�etí B, prázdn˝ symbol. Ostatní symboly

pásky o�íslujeme libovoln�.

Sm�r L je 1, sm�r R je 2.

Jeden krok ”(qi , Xj) = (qk , Xl , Dm) kódujeme: 0i10j10k10l10m. Vöechna
i , j , k, l , m Ø 1 takûe se dv� jedni�ky za sebou nevyskytují.
Cel˝ TM se skládá z kód� vöech p�echod� v n�jakém po�adí odd�len˝ch
dvojicemi jedni�ek 11: C111C211 . . . Cn≠111Cn.

Budeme pot�ebovat uspo�ádat �et�zce do posloupnosti:
�et�zce bereme uspo�ádané podle délky, stejn� dlouhé uspo�ádáme
lexikograficky.
První je ⁄, druh˝ 0, t�etí 1, �tvrt˝ 00 atd.
i–t˝ �et�zec ozna�ujeme wi .
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P�íklad kódování TM

Turing�v stroj
M = ({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1, B}, ”, q1, B, {q2})

” 0 1 B
æ q1 (q3, 0, R)

úq2
q3 (q1, 1, R) (q2, 0, R) (q3, 1, L).

Kód pro transakce:
C1 C2 C3 C4

0100100010100 0001010100100 00010010010100 0001000100010010
Kód celého TM:
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010.
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Definition 12.6 (Diagonální jazyk)
Diagonální jazyk Ld je definovan˝
Ld = {w œ {0, 1}ú; TM reprezentovan˝ jako w kter˝ nep�ijímá slovo w}.

Ld = {w ; na diagonále je 0}.

Theorem 12.3
Ld není rekurzivn� spo�etn˝
jazyk, tj. neexistuje TM
p�ijímající Ld .

Proof.
P�edpokládejme Ld je RE, Ld = L(Md) pro
n�jak˝ TM Md .
Jeho jazyk je {0, 1}, tedy je v seznamu na
obrázku: ’P�ijímá TM Mi vstupní slovo wj?’
Alespo� jeden �et�zec ho kóduje, �ekn�me
code(Md) = wd .
Je wd œ Ld

Pokud ’ano’, na diagonále má b˝t 0, tj.

wd /œ L(Md) = Ld , spor.

Pokud ’ne’, na diagonále má b˝t 1,

wd œ L(Md) = Ld , spor.

Proto takov˝ Md neexistuje. Tedy Ld není
rekurzivn� spo�etn .̋
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Univerzální Turing�v stroj

Definition 12.7 (Univerzální jazyk)
Definujeme univerzální jazyk Lu jakoûto mnoûinu binárních �et�zc� které kódují
pár (M, w), kde M je TM a w œ L(M).
TM p�ijímající Lu se naz˝vá Univerzální Turing�v stroj.

Theorem 12.4 (Existence Univerzálního Turingova stroje)
Existuje Turing�v stroj U, pro kter˝ Lu = L(U).

Popíöeme U jako vícepáskov˝ Turing�v stroj.
P�echody M jsou napsány na první pásce
spolu s �et�zcem w .
Na druhé pásce simulujeme v˝po�et M,
pouûívající formát jako kód M, tj. symboly 0i

odd�lené jedni�kou 1.
T�etí páska obsahuje stav M reprezentovan˝
i nulami.
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Operace univerzálního Turingova stroje

Operace U jsou následující:
Otestuj, zda je kód M legitimní;
pokud ne, U zastav bez p�ijetí.
Inicializuj druhou pásku kódovan˝m slovem w : 10 pro 0 ve w , 100 pro 1;
blank jsou nechané prázdné a nahrazeny 1000 pouze ’v p�ípad� pot�eby’.
Napiö 0, po�áte�ní stav M, na t�etí pásku. Posu� hlavu druhé pásky na první
simulované polí�ko.
Simuluj jednotlivé p�echody M

Najdi na první pásce správnou transakci 0
i
10

j
10

k
10

l
10

m
, 0

i
na pásce 3, 0

j
na

pásce 2.

Zm�� obsah pásky 3 na 0
k
.

Nahra� 0
j

na 2. pásce �et�zcem 0
l
. Pouûij �tvrtou ’scratch tape’ pro správné

mezery.

Posu� hlavu 2. pásky na pozici vedle 1 vlevo nebo vpravo, podle pohybu m.

Pokud jsme nenaöli instrukci pro M, zastavíme.
Pokud M p�ejde do p�ijímajícího stavu, pak U také p�ijme.
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L&L œ RE ∆ L, L je rekurzivní

Lemma
Je–li L rekurzivní jazyk, je rekurzivní i L̄.

Theorem 12.5 (Postova v�ta)

Jazyk L je rekurzivní, práv� kdyû L i L
(dopln�k) jsou rekurzivn� spo�etné.

Proof:

Máme TM L = L(M1) a L = L(M2).
pro dané slovo w naráz simulujeme M1 i M2 (dv� pásky, stav se dv�ma
komponentami).
Pokud jeden z Mi p�ijme, M zastaví a odpoví.
Jazyky jsou komplementární, jeden z Mi vûdy zastaví, L je rekurzivní.
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Nerozhodnutelnost univerzálního jazyka

Theorem 12.6 (Nerozhodnutelnost univerzálního jazyka)
Lu je rekurzivn� spo�etn ,̋ ale není rekurzivní.

Proof.
Máme TM p�ijímající Lu, tj. je RE.
P�edpokládejme, ûe je Lu rekurzivní.
Pak Lu by byl také rekurzivní.
Pro TM p�ijímající Lu m�ûeme
zkonstruovat TM p�ijímající Ld
(vpravo).
Protoûe víme, ûe Ld není RE, Lu
není RE a Lu není rekurzivní.

Modifikace TM pro Lu na TM pro Ld :

�et�zec w p�epiö na w111w
(2–páskov ,̋ p�eve� na 1–páskov˝).
Simuluj M na novém vstupu.
P�ijmi i� M p�ijme.
Zvol i tak ûe wi = w . P�edchozí
krok p�ijímá Lu, tj. p�ípady kdy
Mi nep�ijímá wi , tj. jazyk Ld .
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Nerozhodnutelné problémy o automatech a gramatikách

Definition 13.1 (Rozhodnuteln˝ problém)
Problémem P myslíme matematicky/informaticky definovanou mnoûinu otázek
kódovatelnou �et�zci nad abecedou � s odpov��mi œ {ano, ne}.
Problém je (algoritmicky) rozhodnuteln˝, pokud existuje Turing�v stroj TM
takov ,̋ ûe pro kaûd˝ vstup w œ P zastaví a navíc p�ijme práv� kdyû P(w) = ano
(tj. pro P(w) = ne zastaví v ne–p�ijímacím stavu).
Problém kter˝ není algoritmicky rozhodnuteln˝ naz˝váme nerozhodnuteln˝

problém.

’Rozhodnuteln˝’ mluví o problémech, ’rekurzivní’ o jazycích, jinak jde o ’totéû’.

Example 13.1 (’Problémy’)
Obsahuje vstupní slovo p�t nul?
Je vstupní slovo korektn� definovan˝m kódem Turingova stroje v kódování
v˝öe?
Zastaví TM kódu M nad slovem w?
Zastaví TM kódu w nad slovem w?
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Redukce

Definition 13.2 (Redukce)
Redukcí problému P1 na P2, naz˝váme
algoritmus R, kter˝ pro kaûdou instanci
w œ P1 zastaví a vydá R(w) œ P2 tak, ûe

P1(w) = ano práv� kdyû P2(R(w)) = ano
tj. i P1(w) = ne práv� kdyû
P2(R(w)) = ne.

Example 13.2

Redukce TM pro Ld na TM pro Lu:
P1 = Nep�ijímá TM
reprezentovan˝ w vstupní
slovo w?
P2 = Nep�ijímá TM
reprezentovan˝ M vstupní
slovo w?
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V�ta o (ne)rozhodnutelnosti díky redukci

Theorem 13.1 (Redukce)
Pokud existuje redukce problému P1 na P2,
pak:

Pokud P1 je nerozhodnuteln ,̋ pak je
nerozhodnuteln˝ i P2.
Pokud P1 není rekurzivn� spo�etn ,̋ pak
není RE ani P2.

Proof.
P�edpokládejme P1 je nerozhodnuteln .̋ Je–li moûné rozhodnout P2, pak
m�ûeme zkombinovat redukci P1 na P2 s algoritmem rozhodujícím P2 pro
konstrukci algoritmu rozhodujícího P1. Proto je P2 nerozhodnuteln .̋
P�edpokládejme P1 ne–RE, ale P2 je RE. Podobn� jako v˝öe zkombinujeme
redukci a v˝sledek P2 k d�kazu P1 je RE; SPOR.
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Problém zastavení
Víme: Lu je rekurzivn� spo�etn ,̋ ale není rekurzivní.

Definition 13.3 (Problém zastavení)
Instancí problému zastavení je dvojice �et�zc� M, w œ {0, 1}ú.
Problém zastavení je najít alogritmus Halt(M, w), kter˝ vydá 1 práv� kdyû stroj
M zastaví na vstupu w , jinak vydá 0.

Theorem (Problém zastavení)
Problém zastavení není rozhodnuteln .̋

Proof.
Redukujeme Ld na Halt.
P�edpokládejme, ûe máme algoritmus (Turing�v stroj) pro Halt().
Modifikujeme ho na stroj Haltno(w); w œ {0, 1}ú:

Pokud Halt(w , w), spustíme nekone�n˝ cyklus

jinak zastavíme.

Otázka Halt(Haltno , Haltno) není �eöitelná, proto algoritmus Halt() nem�ûe
existovat.
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TM p�ijímající prázdn˝ jazyk (nic)

Definition 13.4
Slova w jazyk� Le , Lne œ {0, 1}ú vnímáme jako kódy Turingov˝ch stroj�.
Definujeme:

Le = {w |L(w) = ÿ}
Lne = {w |L(w) ”= ÿ}.

Theorem 13.2
Lne je rekurzivn� spo�etn˝ (RE).

Theorem 13.3
Le není rekurzivn� spo�etn ,̋ proto
Lne není rekurzivní.

Redukce: Pro w œ Ld do M; L(M) = Le .
Obraz R(w) je TM, kter˝ ignoruje
sv�j vstup x ,
na vstupní pásku napíöe w a simuluje
U na vstupu w .
Jazyk je prázdn˝ i� stroj w nep�ijímá
w , tj. p�ijímá diagonální jazyk.
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Post�v koresponden�ní problém

Definition 13.5 (Post�v koresponden�ní problém)
Instance Postova koresponden�ního problému (PCP) jsou dva seznamy slov
nad abecedou � zna�ené A = w1, w2, . . . , wk a B = x1, x2, . . . , xk stejné délky k.
Pro kaûdé i , dvojice (wi , xi) se naz˝vá odpovídající dvojice.
Instance PCP má �eöení, pokud existuje posloupnost jednoho �i více p�irozen˝ch
�ísel i1, i2, . . . , im tak ûe wi1wi2 . . . wim = xi1xi2 . . . xim tj. dostaneme stejné slovo. V
tom p�ípad� �íkáme, ûe posloupnost i1, i2, . . . , im je �eöení.
Post�v koresponden�ní problém je: Pro danou instanci PCP, rozhodn�te, zda
má �eöení.

Example 13.3
Seznam A Seznam B

i wi xi
1 1 111
2 10111 10
3 10 0

� = {0, 1}, seznamy A,B v tabulce.
�eöení 2, 1, 1, 3 vytvo�í slovo
101111110.
Jiné �eöení: 2,1,1,3,2,1,1,3.
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�áste�ná �eöení

Example 13.4
� = {0, 1}. Neexistuje
�eöení pro seznamy:

List A List B
i wi xi
1 10 101
2 011 11
3 101 011.

Zd�vodn�ní:
i1 = 1, jinak by
první symbol
neodpovídal.
Máme �áste�né
�eöení:

A: 10 · · ·
B: 101 · · ·

Definition 13.6 (�áste�né �eöení)

�áste�n˝m �eöením naz˝váme posloupnost index�
i1, i2, . . . , ir taková ûe jeden z �et�zc� wi1 , wi2 , . . . , wir a
xi1 , xi2 , . . . , xir je prefix druhého (i v p�ípad�, ûe �et�zce
nejsou totoûné).

Lemma
Je–li posloupnost �ísel �eöením, pak je kaûd˝ prefix
�áste�n˝m �eöením.

i2 = 1, �et�zce 1010
101101

nesouhlasí na 4.pozici.

i2 = 2, 10011
10111 nesouhlasí

na 3.pozici.
Je moûné jen i2 = 3.

A: 10101 · · ·
B: 101011 · · ·

Jsme ve stejné
pozici jako po
volb� i1 = 1.
Nelze dostat oba
�et�zce na
stejnou délku.
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Modifikovan˝ Post�v koresponden�ní probém MPCP

Definition 13.7 (Modifikovan˝ Post�v koresponden�ní probém MPCP)
M�jme PCP, tj. seznamy A = w1, w2, . . . , wk a B = x1, x2, . . . , xk . Hledáme
seznam 0 nebo více p�irozen˝ch �ísel i1, i2, . . . , im tak ûe
w1,wi1 , wi2 , . . . , wim = x1,xi1 , xi2 , . . . , xim . V tom p�ípad� �íkáme, ûe PCP má

iniciální �eöení.
Modifikovan˝ Post�v koresponden�ní problém: má PCP iniciální �eöení?

Example 13.5
Tento PCP nemá iniciální
�eöení.

seznam A seznam B
i wi xi
1 1 111
2 10111 10
3 10 0

Proof:

�áste�né instance 1
111 ,

11
111111 se nikdy nesrovnají na

stejnou délku.
Jiné volby vedou k r�zn˝m
písmen�m abecedy.

Automaty a gramatiky Nerozhodnutelné problémy, Post�v koresponden�ní p. 13 February 8, 2023 258 / 251 - 270



MPCP redukce na PCP
Lemma 13.1 (Red. MPCP na PCP)

w œ MPCP má iniciální �eöení, práv�
kdyû má R(w) �eöení.

List A List B
i wi xi
1 1 111
2 10111 10
3 10 0

Example 13.6 (MPCP redukce na PCP.)
List C List D

i yi zi
0 *1* *1*1*1
1 1* *1*1*1
2 1*0*1*1*1* *1*0
3 1*0* *0
4 $ *$

Proof:

Vezm�me nové symboly ú, $ /œ �.
’i = 1, . . . , k definujeme yi rozöí�ením wi s ú za kaûd˝m písmenem wi .
’i = 1, . . . , k def. zi rozöí�ením xi s ú p�ed kaûd˝m písmenem xi .
y0 = úy1, z0 = z1.
yk+1 = $, zk+1 = ú$.
i1, i2, . . . , im je iniciální �eöení, i� 0, i1, i2, . . . , im, (k + 1) je �eöení PCP.
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Nerozhodnutelnost PCP
Chceme dokázat, ûe PCP je algoritmicky nerozhodnuteln .̋
Redukovali jsme MPCP na PCP (minul˝ slajd)
a redukujeme Lu na MPCP.

Algorithm: Redukce Lu na MPCP

Konstruujeme MPCP pro TM M = (Q, �, �, ”, q0, B, F ), kter˝ nikdy nepíöe
B a nejde hlavou doleva od po�áte�ní pozice. Nech� w œ �ú je vstupní slovo.

seznam A seznam B
# #q0w#
X X ’ X œ �
# #
qX Yp pro ”(q, X ) = (p, Y , R)
ZqX pZY pro ”(q, X ) = (p, Y , L), Z œ � symbol pásky
q# Yp# pro ”(q, B) = (p, Y , R)
Zq# pZY # pro ”(q, B) = (p, Y , L), Z œ � symbol pásky
XqY q q œ F , p�ijímající stav
Xq q q œ F
qY q q œ F
q## q# q œ F .
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Example 13.7
Konvertujme TM M =
({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1, X , Y , B}, ”, q1, B, {q3})

qi ”(qi , 0) ”(qi , 1) ”(qi , B)
q1 (q2, 1, R) (q2, 0, L) (q2, 1, L)
q2 (q3, 0, L) (q1, 0, R) (q2, 0, R)
q3 – – –

a vstupní slovo w = 01 na instanci MPCP.

seznam A seznam B zdroj
q10 1q2 z ”(q1, 0) = (q2, 1, R)
0q11 q200 z ”(q1, 1) = (q2, 0, L)
1q11 q210 z ”(q1, 1) = (q2, 0, L)
0q1# q201# z ”(q1, B) = (q2, 1, L)
1q1# q211# z ”(q1, B) = (q2, 1, L)
0q20 q300 z ”(q2, 0) = (q3, 0, L)
1q20 q310 z ”(q2, 0) = (q3, 0, L)
q21 0q1 z ”(q2, 1) = (q1, 0, R)
q2# 0q2# z ”(q2, B) = (q2, 0, R)

Seznam dvojic bez B sym-
bolu (ve dvou tabulkách)

seznam A seznam B
# #q101#
0 0
1 1
# #

0q30 q3
0q31 q3
1q30 q3
1q31 q3
0q3 q3
1q3 q3
q30 q3
q31 q3

q3## #
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MPCP simulace TM

seznam A seznam B zdroj
q10 1q2 z ”(q1, 0) = (q2, 1, R)

0q11 q200 z ”(q1, 1) = (q2, 0, L)
1q11 q210 z ”(q1, 1) = (q2, 0, L)
0q1# q201# z ”(q1, B) = (q2, 1, L)
1q1# q211# z ”(q1, B) = (q2, 1, L)
0q20 q300 z ”(q2, 0) = (q3, 0, L)
1q20 q310 z ”(q2, 0) = (q3, 0, L)
q21 0q1 z ”(q2, 1) = (q1, 0, R)
q2# 0q2# z ”(q2, B) = (q2, 0, R)

M p�ijímá posloupností
q101 „ 1q21 „ 10q1 „ 1q201 „ q3101.

seznam A seznam B
# #q101#
0 0
1 1
# #

0q30 q3
0q31 q3
1q30 q3
1q31 q3
0q3 q3
1q3 q3
q30 q3
q31 q3

q3## #
A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3##
B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3##
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PCP je algoritmicky nerozhodnuteln˝

Theorem 13.4 (PCP je algoritmicky nerozhodnuteln˝)
Post�v koresponden�ní problém PCP je algoritmicky nerozhodnuteln .̋

Proof.
P�edchozí algoritmus redukuje Lu na MPCP. Chceme dokázat:

M p�ijímá w práv� kdyû zkonstruovan˝ PCP má iniciální �eöení.

∆ Pokud w œ L(M), za�neme iniciálním párem a simulujeme v˝po�et M na w .
≈ Máme–li iniciální �eöení PCP, odpovídá p�ijímajícímu v˝po�tu M nad w .

MPCP musí za�ít první dvojicí.

Dokud q /œ F , mazací pravidla se nepouûijí.

Pokud q /œ F , �áste�né �eöení je tvaru:
A:x
B:xy , t.j. B je delöí neû A

tedy musel skon�it v p�ijímajícím stavu.
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Algoritmická rozhodnutelnost u CFL

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné
zda dané slovo pat�í �i nepat�í do jazyka

prázdné slovo zvláö�

pak algoritmus CYK

nebo otestovat vöechny derivace s 2|w | ≠ 1 pravidly,

zda je jazyk prázdn˝
algoritmus redukce gramatiky (ne–nenerujících a nedosaûiteln˝ch), zjistíme,

zda lze z S generovat terminální slovo
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Nerozhodnutelnost vícezna�nosti CFG

Theorem 13.5
Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextová gramatika vícezna�ná (tj.
existuje slovo jazyka gramatiky, které má dva r�zné deriva�ní stomy).

A

wi1 A

wi2 ·

A

wim≠1 A

wim aim

aim≠1

ai2

ai1

Redukujeme PKP na náö problém.
M�jme instanci PCP (A = w1, w2, . . . , wk , B =
x1, x2, . . . , xk), mnoûinu index� a1, a2, . . . , ak œ N a t�i
gramatiky GA, GB , GAB :

GA A æ w1Aa1|w2Aa2| . . . |wkAak |
w1a1|w2a2| . . . |wkak

GB B æ x1Ba1|x2Ba2| . . . |xkBak |
x1a1|x2a2| . . . |xkak

GAB {S æ A|B} fi GA fi GB .
Gramatika GAB je vícezna�ná práv� kdyû instance (A, B)
PCP má �eöení.

Kaûdé slovo v GA má jednozna�nou derivaci
(danou ai vpravo). Podobn� pro B.
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky CFG

Theorem 13.6
M�jme G1, G2 bezkontextové gramatiky, R regulární v˝raz. Následující problémy
jsou algoritmicky nerozhodnutelné:

1 Je L(G1) fl L(G2) = ÿ?
2 Je L(G1) = T ú pro n�jakou abecedu T?
3 Je L(G1) = L(G2)?
4 Je L(G1) = L(R)?
5 Je L(G1) ™ L(G2)?
6 Je L(R) ™ L(G1)?
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Pr�nik L(G1) fl L(G2) = ÿ

Proof: 1 L(G1) fl L(G2) = ÿ

P�evedeme PKP na (1)
zvolíme nové terminály {a1, a2, . . . , am} pro kódy index�

G1 A æ w1Aa1|w2Aa2| . . . |wkAak |
w1a1|w2a2| . . . |wkak

G2 B æ x1Ba1|x2Ba2| . . . |xkBak |
x1a1|x2a2| . . . |xkak

PKP má �eöení práv� kdyû L(G1) fl L(G2) ”= ÿ
první �ást se musí rovnat, druhá (ai) zajiö�uje stejné po�adí.
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Vöe L(G) = T ú

Proof: 2 L(G) = T ú

P�evedeme PKP na (2):
zvolíme nové terminály {a1, a2, . . . , am} pro kódy index�

G1 A æ w1Aa1|w2Aa2| . . . |wkAak |
w1a1|w2a2| . . . |wkak

G2 B æ x1Ba1|x2Ba2| . . . |xkBak |
x1a1|x2a2| . . . |xkak

jazyky L(G1), L(G2) jsou deterministické,
tedy L(G1), L(G2) jsou deterministické CFL a L(G1) fi L(G2) je CFL
máme CFG G gramatiku s L(G) = L(G1) fi L(G2)
PKP má �eöení … L(G1) fl L(G2) ”= ÿ … L(G) = L(G1) fi L(G2) ”= �ú.

Poznámka: L(G) = ÿ je algoritmicky rozhodnutelné.
CFL nejsou uzav�ené na dopln�k, pouze deterministické CFL ano.
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Proof: 3-6

Zbylé algoritmicky nerozhodnutelné problémy.
3 Je L(G1) = L(G2)?

D�kaz: a� G1 generuje �
ú
.

4 Je L(G1) = L(R)?
D�kaz: za R zvolíme �

ú
.

5 Je L(G1) ™ L(G2)?
D�kaz: a� G1 generuje �

ú
.

6 Je L(R) ™ L(G1)?
D�kaz: za R zvolíme �

ú
.

Poznámka: L(G) ™ L(R) je algoritmicky rozhodnutelné
L(G) ™ L(R) … L(G) fl L(R) = ÿ a zárove� (L(G) fl L(R)) je CFL
(uzav�enost operací)

Automaty a gramatiky Nerozhodnutelné problémy, Post�v koresponden�ní p. 13 February 8, 2023 269 / 251 - 270



Shrnutí

Popis nekone�n˝ch objekt� kone�n˝mi prost�edky
regulární jazyky

kone�né automaty (NFA, 2FA)

Nerode (rozklad), Kleene (elementární operace), pumpování

bezkontextové jazyky
zásobníkové automaty (DPDA”= PDA)

pumpování

kontextové jazyky
lineárn� omezené automaty

monotonie

rekurzivn� spo�etné jazyky
Turingovy stroje

algoritmická nerozhodnutelnost

pouûití nejen pro práci s jazyky.

Automaty a gramatiky Nerozhodnutelné problémy, Post�v koresponden�ní p. 13 February 8, 2023 270 / 251 - 270



P�ehled kapitol

1 Úvod, Itera�ní lemma pro reg. jazyky
2 Redukovan˝ DFA a ekvivalence automat�, stav�
3 Nedeterministické ⁄–NFA, Operace zachovávající regularitu
4 Regulární v˝razy, Kleeneova v�ta, Substituce, Homomorfizmus
5 Dvousm�rné FA, Mealy a Moore stroje
6 Gramatiky, Chomského hierarchie, vícezna�nost
7 Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL
8 CYK – náleûení do CFL
9 Zásobníkové automaty, Deterministické PDA
10 Uzáv�rové vlastnosti, Dykovy jazyky
11 Turing�v stroj, rozöí�ení
12 Lineárn� omezené automaty, Univerzální TM, Diagonální jazyk
13 Nerozhodnutelné problémy, Post�v koresponden�ní p.
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