
Domáćı úkol z MA2

Úkol č́ıslo 4

Definition 0.1 Nechť d1, d2 jsou metriky na množině X. Metriky d1, d2 se
nazývaj́ı

• silně ekvivalentńı, pokud existuj́ı A,B → (0,↑) splňuj́ıćı, že pro každé
x, y → X, Ad1(x, y) ↓ d2(x, y) ↓ Bd2(x, y),

• ekvivalentńı (nebo také topologicky ekvivalentńı), pokud pro každou posloup-
nost {xn}→n=1 v X a každé x → X plat́ı, že {xn}→n=1 konverguje k x v
metrice d1 právě tehdy, když {xn}→n=1 konverguje k x v metrice d2.

Následuj́ıćı informace lze v úkolu využ́ıt:
Plat́ı, že každé dvě silně ekvivalentńı metriky jsou topologicky ekvivalentńı.
Topologická ekvivalence zachovává otevřenost, uzavřenost a také kompaktnost
množin. Silná ekvivalence kromě toho zachovává také Cauchyovskost posloup-
nost́ı a úplnost množin.

1. Uvažujte na R metriku d(x, y) = |arctan(x)↔ arctan(y)|, kterou jsme
prob́ırali na posledńım cvičeńı. Nechť de znač́ı Eukleidovskou metriku
na R.

• Rozhodněte, zda metriky d a de jsou silně ekvivalentńı.

• Rozhodněte, zda metriky d a de jsou topologicky ekvivalentńı.

(2 body)

2. Označme C([0, 1]) množinu všech funkćı f : [0, 1] ↗ R, které jsou spojité
na intervalu [0, 1]. Definujme zobrazeńı

d(f, g) = max{|f(x)↔ g(x)| : x → [0, 1]}, f, g → C([0, 1]).

• Dokažte, že (C([0, 1]), d) je metrický prostor.

• Dokažte, že množina B(0, 1) je uzavřená, omezená, ale neńı kom-
paktńı v prostoru (C([0, 1]), d).
Hint: Abyste dokázali, že množina B(0, 1) neńı kompaktńı, uvažujte
posloupnost funkćı fn(x) = xn, x → [0, 1], n → N.

(3 body)
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