Opakovani.

Véta. (Fubini) Vezméme produkt J =
J' x J" C Eypan intervali J C Eyy,
J" C E,. Necht [; f(x,y)dxy exis-
tuje a necht pro kazdé x € J' (resp.
y € J") existuje integrdl Jn f(x,y)dy
(resp. [ f(x,y)dx). Potom

/f(x,y)dxy—/( f(x,y)dy)dx =
J J'JJ!"
=/( f(x,y)dx)dy.
J// J/

Jak vétu obvykle pouzivame. Defini¢ni
obor.

Uskalf, ale nenf to tak zl¢, jak to vy-
pada, to bude vysvétleno pozdéji.



Konvergence posloupnosti funkci:
bodova a stejnomérna.

Bodova konvergence:
X = (X,d),Y = (Y, d') metrické prostory,
fn : X — Y posloupnost zobrazeni.
Existuje-li pro kazdé¢ x € X limita

lim f(z) = ()

rikame, ze posloupnost (fn)n
konverguje bodové k f a piseme

Priklad. Bodova konvergence nezachovava pékné

vlastnosti funkei f,,, ani spojitost ne. Vezméme X =Y =
(0, 1) a definujme funkce f,, predpisy

folz) = 2"

Potom f(x) = lim,, f,(z) je 0 pro x < 1, ale f(1) = 1.
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Stejnomeérna konvergence:
Posloupnost (fn : (X, d) — (Y, d")),
konverguje stegnomérnék f - X — Y
jestlize
Ve > 03dng tze Vo € X (n>ng = d(fu(x), f(z)) < e).

Mluvime o stejnomérné konvergentni
posloupnosti zobrazeni a piseme

fn= T

Véta. Necht fn,: X =Y jsou
spojitd zobrazeni a fp, = f. Potom je
f s spojité.

Dikaz. Zvolme x € X a e > 0. Vezméme n takové, ze

vy € X, d(fuly). F) < 5

Jelikoz f,, je spojité, existuje d > 0 takové, ze
d(z,2) <8 = d(fulz), fal2)) < g

Potom pro d(zx, z) < 9,
d(f(x), f(2)) < d(f(2), ful@)+d (ful2), fu(2)) + d'(fu(2), f(2)) <

<€+€+€—5
3 3 3 7



Integral limity funkci.
Obecné neplati

b b
a n n a

ani kdyz vsechny | ; fn existuji a vsechny
funkce f;, jsou omezeny stejnou kon-

stantou.
Pifklad: Serad me racionéln{ ¢isla mezi 0 a 1 do posloup-
nosti

risTroy ooy Tpy o ov

Polozme

1 je-lixz =7, pro k <n,

fulw) = {O jinak.

1
Potom zrejmeé / fn existuje a je 0 pro kazdé n. Limita
0
f posloupnosti f,, je vSak znama Dirichletova funkce pro

kterou je (zfejmeé) dolni integral 0 a hornf integral 1.



Pro stejnomérnou konvergenci vsak plati

Véta. Necht f, = f na {(a,b) a
necht existuji Riemannovy integrdly
ff fn. Potom existuje téz fff a plati

/abf—lggn/abfn.

Dikaz. Pro € > 0 zvolme ng tak aby pro n > ng

platilo
3

fula) = F(o)] <

pro vsechny x € (a,b). Pro rozdéleni
Pa=ty<ti<---<t,_1 <t, =bvezméme

(*)

mj = inf{f(z)|t;-1 <z <t}

Mj = sup{f(z) |tj1 <@ < 1;} a
mj = inf{ fu(z) | tj-1 <z < 15},

Mjn = Sup{fn(x) |tj_1 S i S tj}.

Podle () plati pro n, k > ng

2e
b—a

5
b—a

[m;—m’|, |M;—M'| < a tedy |[M;—M"| <



a pro dolni soucty dostaneme

[s(f, P) = s(fn, P)| = ‘Z(mi —mi)(t —tis1)| <

a podobné pro horni soucty
IS(f, P) = S(fa, P)| < &

Nyn{ vezméme P takové aby | [ f, — S(fu, P)| < € a
| [ fe — S(fx, P)| < &; potom vidime z trojihelnikové
nerovnosti ze that | [ fr — [ fu| < 4e a tedy Ze po-
sloupnost ( [ fn)n je Cauchyovskd. Existuje tedy limita
L = lim, f fn. Zvolme n > ngy dostatecné velké aby

[ fn—L|<e
Pokud zvolime P tak aby

S(fn,P)—5</fn<s(fn,P)+e
dostaneme
L—Sz-:g/fn—2s<s(fn,P)—eés(f,P>g
SS(f,P)SS(fn,P)+s§/fn+25§L+35

a protoze € > 0 bylo libovolné zjistujeme, ze L = [ f =

If



Poznamka. Priklad Riemannovsky in-
tegrovatelnych funkci bodove konvergujicich
k Dirichletové funkci naznacuje, Zze by
problém mohl byt spis v tom, Ze limitni
funkce integrovatelna neni, nez v tom,
ze by se hodnota jejiho integralu od té
limity lisila, To je pravda jen zcasti. Je
to tak,ze vezmeme-li mocnéjsi Lebesgueuv
integral, vyjde nam, ze integral Dirichle-
tovy funkce je 0 (jak ostatné naznacuje
intuice: ta ¢ast intervalu na niz je funkce
nenulova je nekonecéné mensi nez ta kde
hodnota je 0).

Ale at uz je sila integralu jakdkol,
formule

b b
a n n a

nemuze obecné platit.
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Uvazujme funkce
frsgn o (—1,1) = RU {+o0}

definované predpisy

Pro kazdé n je f;fn =1a f;gn =0
zatim co limy, fr, = limy, gp.

(Ve skutecnosti se ukaze, ze rovnost
ff limy, g5, = limy, |, f gn je korektni, ta

s funkcemi f, neni; to pozdéji vysvétlime. )

J n

/1

Jo- 1

/‘?// bodo’ /&/74 J 3/f/hqf




Limita funkce v bodé:

lim g(z)=A

r—ra
znamena, ze

Ve > 030 > Otakové ze 0 < d(z,a) < d = |g(x)—A)| < e.

Lemma. Necht je limy o0 g(Ty) =
A pro kazZdou posloupnost (xy)n tako-
vou, Ze limy, Ty, = a. Potom jelimg_sq g(x) =

A.

Diikaz. Necht lim,_,, g(z) neexistuje nebo je ruzna od
A. Potom existuje € > 0 takové, ze pro kazdé 6 > 0
muzeme zvolit x(d), splnujici 0 < |a —x(d)| < d a |A —
g(z(8))| > e. Polozme x, = (). Potom lim, z, = a,

ale lim,, o g(x,) neni A.



Véta. Necht je
f:{a,b) x {c,d) = R
spojitd funkce. Potom je

lim x,y)dr = T
y%yo/f ,Y) /f ,Y0)d

Dikaz. {a, b) x{(c, d) je kompaktni, takze

f je stejnomerne spojita. Pro kazdé ¢ >
0 tedy mame 0 > 0 takové ze

max{|z — 2|, [y = |} < = |f(z,y) — f(2",y)| <e.

Bud limy y, = yg. Polozme g(x) =

f(z,y0) a gn(z) = f(2,yn). Je-li |y, —
yo| < 6 mame |gn(x)—g(x)| < enezavisle

na x, tedy gn =2 g, a proto limy, f gn(z)dr =
f ., 9(z)dx, a dile

: b b ,
limy, |, f(z,yn)dx = |, f(z,yo)dz; nyni
pouzijme predchozi Lemma.
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Véta. Necht [ : {a,b) x {c,d) — R je
spojitd a necht md spojitou parcidini

derivaci %ﬁ;’,y) (a,b) X (c,d). Po-

tom mad F(y f f(x,y)dx derivaci
v (¢,d) a platz

d [° _ [P9f(z,y)
d_y/a f(x,y)dx—/a 9y dx

Dukaz. Vyberme y € (c¢,d) a zvolme a > 0 tak aby

c<y—a<y+a<d Polozme F(y ffxydxa
definujme
@y +t) = flz,y)) pro t #0,
g(z,t) = of (z.y)
~5, ~ bro t=0.

Tato funkee g je spojita na kompaktnim {(a, b) X (—a, +a).
To je ztejmé pro t # 0; podle Lagrangeovy véty,

o(0.) = gl,0) = 3+ ) = i) — LY

_Of(x,y+6t) Of(z,y)
B Oy oy

a spojitost v (z,0) plyne ze spojitosti parcidlni derivace.
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Mame tedy

b b
. _ ["of(xy)
11&}1(1)/@ g(x,t)dx/a oy dz.

a jelikoz pro t # 0 je

/abgu,t) - (/f A /abf ‘”’”) - HFH-r0)

dostavame nase tvrzeni.
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Prvni poznamka

o Lebesgueove integralu.
Riemanuv integral muze byt rozsiten tak,
ze napr. je korektni pocitat

[t g =t [ 5,

jiz. za predpokladu ze |frn(x)| < K s
konstantou K.

To je dulezité: Pottebujeme ziskat

nespojitou tunkei
jako
limitu spojitych funkei.

V tom nam stejnomeérna limita nepomuze.
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Co muzZzeme udélat: Pouzijeme
Tietzeovu Vétu: Je-li Y uzavrend
v metrickém prostoru X potom kaZdd
spojitd g © Y — (a,b) se dd rozsirit
na spojitou, f : X — (a,b).

Pro uzavrenou podmnozinu D
kompaktniho n-rozmérného intervalu J
a funkci f spojitou na D definujme

Jo = {e|d(z, D) >},

Potom g¢,, definovana na J, jako 0, a
jako f na D je spojita, a muze byt rozsitena
na fp spojitou na J. Potom je

lim f;, rovna f na D a 0 jinde.
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Podrobnosti.
Text: Kapitola XVIII, 2
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