Cviceni z vyrokové a predikatové logiky - 11
11. prosince 2019
1. (pfedchozi DU) Necht T* je teorie s axiomy rovnosti. Tablo metodou dokazte, ze

(a) T"Ez=y - y==x (symetrie =)
b) T*E(x=y Ny=2) - z==z2 (tranzitivita =)

Ndpovéda: pro (a) v axiomu rovnosti (i) vezméte 1 = x, T2 =, Y1 =y & Yz = Z,
pro (b) vezméte 11 = x, zo =y, y1 = T a Yz = 2.

2. Necht L je jazyk s rovnosti obsahujici bindrni rela¢ni symbol < a T je teorie, jeZ ma nekoneény
model a plati v ni axiomy pro linedrni uspotadéni. Pomoci véty o kompaktnosti dokazte, ze
T méa model A s nekonecnym klesajicim tetézcem, tj. v A existuji prvky ¢; proi € N s

e < Cpg1 < cp < -0 < Cp.
(Tento priklad ukazuje, ze pojem dobrého uspordddni neni definovatelny v jazyce 1. fadu.)
3. Preved'te ndsledujici formule do prenexniho tvaru.

(a) (Vy)((Fz)P(z,y) = Qy,2)) A Fy) (Vo) R(z,y) vV Q(z,y))
(b) (3z)R(z,y) < (Vy)P(z,y)
(c) =((Vz)(3Fy)P(x,y) = (Gr)(Fy)R(z,y)) A (Vo) ~(Fy)Q(z, y)
4. K pfedchozim formulim naleznéte Skolemovy varianty.
5. Ukazte, ze Skolemova varianta nemusi byt ekvivalentni puvodni formuli, nap¥. ovéite
(a) = (Vo)P(z, f(z)) — (V2)(TFy) P(z,y)
(b) B~ (Va)(Fy) P(x,y) — (Vo) P(z, f(x))

6. Necht T je rozsifeni teorie T = {(Jy)(z +y =0),(z +y=0) A (z+2 =0) = y = z} jazyka
L = (4,0, <) s rovnosti o definice < a unarnfho — pomoci axiomu

—rx=y < x+y=0
<y < z<y A -(x=y)
Naleznéte formule puvodniho jazyka L ekvivalentni v T ndsledujicim formulim.
(a) 24+ (—x)=0
(b) 4+ (—y) <=z
(c) —(x+y) < —z
7. Teorie téles T jazyka L = (+, —,-,0,1) m4 mezi axiomy jediny axiom ¢, ktery nenf otevieny:
r#0 — Fy)(z-y=1).
Vime, 2e TE=0-y=0aTkE (x#0 A z-y=1ANz-2=1) - y==z

(a) Naleznéte Skolemovu variantu pg formule ¢ s novym funkénim symbolem f.
(b) Necht T” je teorie vznikld z T' nahrazenim ¢ za ¢g. Je T' | ¢?

(¢) Lze kazdy model teorie T' jednoznacné expandovat na model teorie T'?
8. Necht T je ptedchozi teorie. Ozna¢me v formuli -y =1V (x =0 Ay = 0).

(a) Plati v T podminky existence a jednozna¢nosti pro formuli ¢(z,y) a proménnou y?



(b) Sestrojte extenzi T* teorie T' o definovany symbol f formulf .
(¢) Je T* ekvivalentni teorii 7" z prechoziho pifkladu?

(d) K nésledujici formuli naleznéte v T* ekvivalentni formuli puvodniho jazyka L.
f(@-y)=f(x)- fy)
9. Sestrojte Herbrandovo univerzum a piiklad Herbrandovy struktury pro nasledujici jazyky.

(a) L =(P,Q, f,a,b), kde P,@Q jsou undrni resp. bindrni rela¢ni, f je undrni funkéni, a,b
jsou konstantni symboly.
(b) L=(P, f,g,a), kde P je binarni rela¢ni, f, g jsou unarni funkéni, a je konstantni.
10. Sestrojte Herbranduv model pro néasledujici teorie anebo naleznéte nejsplnitelnou konjunkci
zékladnich instanci jejich axiomu. Predpoklddejte, ze jazyk obsahuje konst. symboly a, b.
(a) T={-P(z)VvQ(f(x),y), ~Q(z,b), P(a)}
(b) T ={=P(z) VQ(f(z),y), Q(z,b), P(a)}
(c) T ={P(z, f(x)),~P(z,9(x))}
(d) T ={P(z, f(x)), ~P(z,g(x)), P(g(x), f(y)) = P(z,y)}

11. Pievedte nésledujici formule na ekvisplnitelné formule v mnozinové reprezentaci.
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Poznamka

DU: pifklad 8 (za 1b, toto je posledni DU) Druhy test se bude psat na cviceni 8. ledna.
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3. Pievedte nasledujici formule do prenexniho tvaru.
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6. Necht T je rozsifen! teorie T' = {(Fy)(x +y =0),(z+y=0)A(z + 2 = 0) — y = 2} jazyka
L = (4,0, <) s rovnosti o definice < a undrniho — pomoci axiomu
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Naleznéte formule ptvodniho jazyka L ekvivalentni v T ndsledujicim formulim.

(a) z+(—z)=0 (32)(X+z =0 A X*L:O)
(b) 2+ (—y) <=z _ =
() —(z+vy) < -z ~%x= 2

9. Sestrojte Herbrandovo univerzum a piiklad Herbrandovy struktury pro nasledujici jazyky.
(a) L =(P,Q, f,a,b), kde P, @ jsou undrnf resp. bindrn{ rela¢ni, f je undrni funkéni, a,b fl L{ .
jsou konstantni symboly. > Witvaues Z”é/%
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