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Rezolu¢ni metoda v PL Unifikace

Unifikace
Necht S = {E, ..., E,} je (koneCnd) mnozina vyrazu.
@ Unifikace pro S je substituce ¢ takova, ze Eio0 = Exo = --- = E, 0,

tj. So je singleton.
@ S je unifikovatelna, pokud ma unifikaci.
@ Unifikace o pro S je nejobecnejsi unifikace (mgu), pokud pro kazdou

unifikaci T pro S existuje substituce A takova, ze m = o \.

Napr. S = {P(f(x),y), P(f(a), w)} je unifikovatelna pomoci nejobecnejsi
unifikace o = {x/a, y/w}. Unifikaci 7 = {x/a,y/b, w/b} dostaneme jako o\
pro A = {w/b}. 7 neni mgu, nelze z ni ziskat unifikaci o = {x/a,y/c, w/c}.

Pozorovani Jsou-li o, T ruzné nejobecnejsi unifikace pro S, lisi se pouze
prejmenovanim promennych.
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Unifikacni algoritmus

Necht' S je (koneCna) neprazdna mnozina vyrazu a p je nejlevejsi pozice,
na které se nejaké dva vyrazy z S lisi. Pak neshoda v S je mnozina D(S)
podvyrazu zacinajicich na pozici p ze vSech vyrazu v S .

Napr. pro S = {P(x,y), P(f(x), z), P(z,f(x))} je D(S) = {x, f(x), z}.

Vstup Neprazdna (kone¢nda) mnozina vyrazu S.

Vystup Nejobecnéjsi unifikace o pro S nebo “S neni unifikovatelna’.
0) Necht So =S, 09 := (Z), k:=0.
1

(inicializace)
) Je-li S singleton, vydej substituci ¢ = gyo; - - - 0. (mgu pro S)

(

(

(2) Zjisti, zda v D(Si) existuje promenna x a term ¢ neobsahujici x.
(3) Pokud ne, vydej “S neni unifikovatelna”.

(

3
4) Jinak Ok+1 := {x/t}, Skr1:= Skoks1, k:=k+1ajdina (1).

Poznamka Test vyskytu promenneé x v termu t v kroku (2) muze byt “drahy”
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Unifikacni algoritmus - priklad

§=1{P(f(y,8(2)), (b)), P(f(h(w),g(a)),t), P(f(h(b),g(2)),y)}
1) So = S neni singleton a D(Sy) = {y, h(w), h(b)} obsahuje term h(w) a
promennou y nevyskytujici se v h(w). Pak o1 = {y/h(w)}, S; = Spo1, 1j.

§1 = {P(f(h(w),g(z)), h(D)), P(f(Mw),g(a)),t), P(f(h(D),g(2)), h(w))}.

2) D(§) ={w, b}, o, ={w/b}, Sy = S0, {j.

So = {P(f(h(b),g(z)), (D)), P(f(h(b),g(a)),1)}.
3) D(S;) ={z,a}, o3 = {z/a}, S3 = Syo3, ij.

§3 = {P(f(h(b),g(a)), h(b)), P(f(h(D),g(a)),t)}.
4) D(S3) = {h(b), t}, o4 = {t/h(D)}, S4 = Ss04, 1.

S4 ={P(f(h(b),g(a)), (D))}

5) S; je singleton a nejobecnéjsi unifikace pro S je

o = y/hw){w/bi{z/a;{t/h(b)} = {y/M(b), w/b,z/a,t/h(D)}.
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Unifikacni algoritmus - korektnost

Tvrzeni Pro kazdé S unifikacni algoritmus vyda po konecné mnoha krocich
korektni vysledek, tj. nejobecnejsi unifikaci o pro S nebo pozna, Ze S neni
unifikovatelna. (x) Navic, pro kazdou unifikaci T pro S plati, ze T = o.

Dukaz V kazdém kroku eliminuje jednu proménnou, nékdy tedy skonci.
@ SkoncCi-li neuspechem po k krocich, nelze unifikovat D(Sy), tedy ani S.
@ Vyda-lio = ogoq - - - 0y, j€ o evidentné unifikace pro S.
@ Dokazeme-li, ze 0 ma vlastnost (x), je o nejobecnejsi unifikace pro S.
1) Necht 7 je unifikace pro S. Ukazeme, ze 7 = ogo, - - - ;7 pro kazdé i < k.
) Proi=0plati (1). Necht o;,1 = {x/t}, predpokladejme = ogoq - - - 0;7.
3) Staci dokazat, Ze vo; 17 = v7 pro kazdou proménnou v.
) Prov+# xje vojy1 = v, tedy plati (3). Nyni v=xa vo;., = X011 = L.
)

5) Jelikoz 7 unifikuje S; = Sogoy - -+ 0; a promenna x i term ¢ jsou v D(S;),
musi 7 unifikovat x a t, tj. tr7 = xr, jak bylo pozadovano pro (3). []

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XI ZS 2020/21 5/17



Obecné rezolucni pravidlo

Necht klauzule C;, C, neobsahuji stejnou proménnou a jsou ve tvaru
Ci=CU{A,..., A}, C=CU{-By,...,~ By},
kde S = {A;,...,A,, By, ..., B,,} Ize unifikovat a n, m > 1. Pak klauzule
C = CioU Cyo,
kde o je nejobecnéjsi unifikace pro S, je rezolventa klauzuli C; a G,.

Napr. v klauzulich {P(x), Q(x,z)} a{—-P(y),—~Q(f(y),y)} Ize unifikovat
S={0Q(x,z2),Q(f(y),y)} pomoci nejobecnegjsi unifikace o = {x/f(y),z/y}
a ziskat z nich rezolventu {P(f(y)), ~P(y)}.

Poznamka Podmince o ruznych promennych Ize vyhovet prejmenovanim
promennych v ramci klauzule. Je to nutné, napr. z {{P(x)},{-P(f(x))}}
Ize po prejmenovani ziskat [, ale { P(x), P(f(x))} nelze unifikovat.
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A4 V4 [o]
Rezolucni dukaz

Pojmy zavedeme jako ve VL, jen navic dovolime pfejmenovani promennych.

@ Rezolucni dukaz (odvozeni) klauzule C z formule S je konecna
posloupnost Gy, ..., C, = C takova, ze pro kazde i < nje C; = Clo,
kde C; € S a o je prejmenovani promennych, nebo je C; rezolventou
néjakych dvou predchozich klauzuli (i stejnych).

@ Klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S x C, pokud ma
rezolucni dukaz z S.

@ Zamitnuti formule S je rezolucni dukaz [J z S.
@ S je (rezoluci) zamitnutelna, pokud S - .
Poznamka Eliminace vice literalt najednou je nékdy nezbytna, napr.

S={{P(x),P(y)},{-P(x),—P(y)}} je rezoluci zamitnutelna, ale nema
zamitnuti, pfi kterém by se v kazdém kroku eliminoval pouze jeden literal.
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Rezolu¢ni metoda v PL Rezoluéni dikaz

Priklad rezoluce

Méjme teorii T = {—P(x,x), P(x,y) — P(y,x), P(x,y) N P(y,z) — P(x,2)}.

Je T |= (dx)—=P(x, f(x))? Tedy, je nasledujici formule T’ nesplnitelna?

T = {{_'P(xv .XI)}, {_'P(xv.)/)7p(y7 x)}v{_'P(xvy)v_'P(yv Z)7P(x7 z)},{P(x,f(x))}}

Pt / \

{P(z, ) {=P(2',2")}

(27),2") }
N ﬂv y/f\
)b AP, f(2)

{~P(f(z)
{=P(z,y), Py, 2), P(fL’ ?) ')y {=P(z,y), Py, f@)}
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Korektnost rezoluce

Nejprve ukazeme, Ze obecnée rezolucni pravidlo je korekini.
Tvrzeni Necht C je rezolventa klauzuli C;, C,. Pro kazdou L-strukturu A,
A=C a AE=EGCG = AEC

Dukaz Necht C, = C{ U{Ay,.... Ay}, G =CoU{=By,...,~ By}, 0je
nejobecnéjsi unifikace pro S = {A;,..., A,,By,...,By}a C = CloU Clo.

@ Jelikoz Cy, G, jsou otevrené, platii A = Cio a A = Cyo.

@ Mame Cio = Clo U {So}a Go = Clo U {—(So)}.

@ Ukazeme, ze A = Cle] pro kazdé e. Je-li A = Sole], pak A = Cliole] a

tedy A = Cle]. Jinak A = Sole], pak A = Clole] atedy A = Cle].

[]

Veta (korektnost) Je-li formule S rezoluci zamitnutelna, je S nesplnitelna.

Dukaz Necht S kg . Kdyby A |= S pro néjakou strukturu A, z korektnosti
rezoluéniho pravidla by platilo i A = [, coZ neni mozné. N
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Lifting lemma

Rezolucni dikaz na urovni VL Ize “zdvihnout” na uroven PL.

Lemma Necht Ci = Gy, G = Gy [Sou zakladni instance klauzuli Cy, G,
neobsahujici stejnou promennou a C* je rezolventa C; a C;. Pak existuje
rezolventa C klauzuli C, a C, takova, ze C* = Cry1» je zakladni instance C.

Dukaz Predpokladejme, ze C* je rezolventa C;, C; pres literal P(fy,. .., t;).
@ Paklzepsat C, = C] LU {A;,...,A,}a G = C,U{=B;,...,~B,}, kde
{Al, Cee n}Tl - {P(tl, Cee k)} d {_iBl, Cee _le}Tg - {_lp(tl, Cee tk)}-

@ Tedy (7 72) unifikuje S = {A;,..., Ay, B1,...,By} aje-lioc mgupro S
z unifikacniho algoritmu, pak C = Cjo U Cjo je rezolventa C; a G,.
@ Navic (mm2) = o(mm2) z vlastnosti (x) pro o a tedy
Crim = (Clo U Cyo)mime = Clonia U Coorime = Cim U Gy
= (G \{A1,..., A} )nU (G \ {—Bi,...,7By})m
= (Cy \{P(t,....tc)H) U(C \{=P(t1,...,1)}) = C*. O
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Rezolu¢ni metoda v PL Korektnost a Uplnost
Upl

Dusledek Necht S’ je mnozina vsech zakladnich instanci klauzuli formule S.
Je-li §' g C' (na drovni VL), kde C’ je zakladni klauzule, pak existuje
klauzule C a zakladni substituce o t.Z2. C' = Co a S+x C (na drovni PL).

Dukaz Indukci dle délky rezolucniho odvozeni pomoci lifting lemmatu. [

Véta (uplnost) Je-li formule S nesplnitelna, je S Fx .

Dukaz Je-li S nesplnitelna, dle (dusledku) Herbrandovy véty je nesplnitelna i
mnozina S’ v8ech zkladnich instanci klauzuli z S.

@ Dle uplnosti rezoluéni metody ve VL je S’ -z O (na drovni VL).

@ Dle predchoziho dusledku existuje klauzule C a substituce o takova, ze
(1= Co a Sty C (na urovni PL).

@ Jedina klauzule, jejiz instance je [, je klauzule C=01. N
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] V 4 V 4
Linearni rezoluce

Stejné jako ve VL, rezoluéni metodu Ize znacné omezit (bez ztraty uplnosti).
@ Linearni dukaz klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost dvojic
(Co, By), ..., (Cy, By t.2. Gy je varianta klauzule v § a pro kazdé i < n
i) B;je varianta klauzule v S nebo B; = C; pro nejake j < i, a
ii) Ciy1 je rezolventa C; a B;, kde C,,.; = C.
@ C je linearne dokazatelnaz S, psano Sy C, ma-li linearni dukaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dikaz I z S.

@ Sje linearne zamitnutelna, pokud S +; .

Véta S je linearne zamitnutelna, pravé kdyz S je nesplnitelna.

Dukaz (=) Kazdy linearni dukaz Ize transformovat na rezoluc¢ni dukaz.

(<) Plyne z uplnosti linearni rezoluce ve VL (nedokazovano), nebot lifting
lemma zachovava linearitu odvozeni. [
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Ll-rezoluce

Stejné jako ve VL, pro Hornovy formule muzZeme linearni rezoluci dal omezit.

@ L/-rezoluce (“linear input”) z formule S je linearni rezoluce z S, ve které
je kazda bocni klauzule B; variantou klauzule ze (vstupni) formule S.

@ Je-li klauzule C dokazatelna Ll-rezoluci z S, piseme S +;; C.

Hornova formule je mnozina (i nekonecna) Hornovych klauzuli.
Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvyse jeden pozitivni literal.
Fakt je (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literal.

Pravidlo je (Hornova) klauzule s pravé jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literalem. Pravidla a fakta jsou programoveé klauzule.

@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Veta Je-li Hornova T splnitelna a T U {G} nesplnitelna pro cil G, Ize [J
odvodit LI-rezoluci z T U { G} zaCinajici G.

Dukaz Plyne z Herbrandovy véty, stejné véty ve VL a lifting lemmatu. [

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XI ZS 2020/21 13/17



Program v Prologu

Program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze programové
klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

syn(X,Y) :— otec(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), —otec(Y, X), ~muz(X)}
syn(X,Y) :— matka(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), ~matka(Y, X), - muz(X)}
muz(jan). {muz(jan)}

otec(jiri, jan). {otec(jiri, jan)}

matka(julie, jan). {matka(julie, jan)}

:?— syn(jan, X) P E (3X)syn(jan, X) 7 {=syn(jan, X)}

Zajima nas, zda dany existencni dotaz vyplyva z daného programu.

Dusledek Pro program P a cil G = {—A,,...,—A,} v proménnych Xi, ..., Xy,
(1) PE(3X1)...3Xn) (A1 A ... \NAy), prave kdyZz

(2) O Ize odvodit LI-rezoluci z P U { G} zacinajici (variantou) cile G.
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Lineérni rezoluce a LI-rezoluce
LI-rezoluce nad programem

Je-li odpoved’ na dotaz kladna, chceme navic znat vystupni substituci.

Vystupni substituce o Ll-rezoluce 00 z P U { G} zacinajici G = {—A;,...,A,}
je slozeni mgu v jednotlivych krocich (jen na proménné v G). Plati,

Pl (Al A...AAy)o.

{=syn(jan, X)} {syn(X",Y"), —otec(Y', X"), ~muz(X")}

X'/jan Y’/X/
{—otec(X, jan), - muz(jan)} {muz(jan)}  {=syn(jan, X)} {syn(X",Y"), = matka(Y’, X"), = muz(X")}
‘ / X'/jan Y’/X/
{—otec(X, jan)} {otec(jiri, jan)} {—matka(X, jan),~muz(jan)} {muz(jan)}
X/jiri | — -
[ ] {—-matka(X,jan)}  {matka(julie, jan)}
X/julie | ___—
a) b) ]

Vystupni substituce a) X = jiri, b) X = julie.
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Hilbertovsky kalkul

@ zakladni logické spojky a kvantifikatory: —, —, (Vx) (ostatni odvozené)
@ dokazuiji se libovolné formule (nejen sentence)
@ /ogicke axiomy (schémata logickych axiomu)

(9) = (v = p)

(i) (= (W —=x) = {(e—=9)=(@—=x)

(i) (e = =) = (¥ = @)

(iv) (Vx)p — p(x/1) je-li t substituovatelny za x do ¢
(v) (Vx)(p = ¥) = (¢ = (Vx)1p) neni-li x volna promeénna ve ¢

kde ¢, 1, x jsou libovolné formule (daného jazyka), ¢ je libovolny term a
x je libovolnd proménna.

= (
= (

@ je-li jazyk s rovnosti, mezi logické axiomy patfi navic axiomy rovnosii
@ odvozovaci (deduktivni) pravidla

0, o>
(0

(modus ponens), (generalizace)

(Vx)p

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XI ZS 2020/21 16/17



Pojem dukazu
Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ z teorie T je konecna posloupnost
©o, - - -, on =  formuli takova, ze pro kazdée i < n

@ ¢; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo

@ o; lze odvodit z predchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-lidikaz z T, znaCime T g .

Veta Pro kaZdou teorii T a formulie, Try ¢ = T E .

Dukaz
@ Je-li ¢ € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize T=EpaTgEyp— 1y, pak T =, tj. modus ponens je korektni,
@ jestlize T =y, pak T = (Vx)y, tf. pravidlo generalizace je korekini,
@ tedy kazda formule vyskytujici se vdukazuz T plativ T. [

Poznamka Plati i uplnost, tj. T = = T g ¢ pro kazdou teorii T a formuli .
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