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Teorie struktury

Mnohdy nas zajima, co plati v jedné konkrétni strukture.

Teorie struktury A je mnozina Th(.A) sentenci (stejného jazyka) platnych v A.
Pozorovani Pro kazdou strukturu A a teorii T jazyka L,
(i) Th(A) je kompletni teorie,
(i1) je-li A =T, je Th(A) jednoducha (kompletni) extenze teorie T,
(iii) je-li A= T a T je kompletni, je Th(A) ekvivalentni s T,
ti. 0L(T) = Th(A).

Napr. proN = (N, S, +, -, 0, <) je Th(N) aritmetika prirozenych cisel.

Poznamka Pozdeji uvidime, Ze ackoliv je Th(N) kompletni teorie, je
(algoritmicky) nerozhodnutelna.
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Elementarni ekvivalence

@ Struktury A a B jazyka L jsou elementarné ekvivalentni, psano A = B,
pokud v nich plati stejné formule (jazyka L), tj. Th(.4) = Th(B).

Napr. (R, <) = (Q, <), ale (Q, <) # (Z, <), nebot’ v (Z, <) ma kazdy
prvek bezprostredniho naslednika, zatimco v (Q, <) ne.
@ T je kompletni, pravé kdyz ma az na el. ekvivalenci pravé jeden model.

Napr. teorie DelLO hustych linearnich usporadani bez koncu je kompletni.

Zajima nas, jak vypadaji modely dane teorie (az na elementarni ekvivalenci).

Pozorovani Pro modely A, B teorie T plati A = B, prave kdyZ Th(A), Th(B)
Jjsou ekvivalentni (jednoduche kompletni extenze teorie T ).

Poznamka Lze-li efektivné (algoritmicky) popsat pro efektivne danou teorii T,
jak vypadayji vsechny jeji kompletni extenze, je T (algoritmicky) rozhodnutelna.
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Jednoduché kompletni extenze - priklad

Teorie DeLO* hustého linearniho usporadani jazyka L = (<) s rovnosti je

x<Xx (reflexivita)
X<y AN y<x — x=yYy (antisymetrie)
x<y AN y<z — x<z (tranzitivita)
x<y VvV y<x (dichotomie)
X<y — () (x<z N z2<Yy) (hustota)
(Fx)(3y)(x # y) (netrivialita)

kde ‘x < y' je zkratkaza‘x <y A x # ).

Oznacme ¢, ¢ sentence (dx)(Vy)(x < y), resp. (3x)(Vy)(y < x). Uvidime, Ze

DelO = DelO* U {_'90, _‘w}, DeLO:‘: = DelLO" U {Qpa w}v
DeLO" = DeLO* U {—y, ¥}, DeLO™ = DeLO™ U {p, )}

jsou vsechny (neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.
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Dusledek Lowenheim-Skolemovy vety

Pomoci kanonického modelu (s rovnosti) jsme drive dokazali nasledujici vétu.

Veta Necht' T je bezesporna teorie spocetného jazyka L. Je-li L bez rovnosti,
ma T model, ktery je spocetne nekonecny. Je-li L s rovnosti, ma T model,
ktery je spocetny.

Dusledek Ke kazdé strukture A spocetného jazyka bez rovnosti existuje
spocetne nekonecna elementarne ekvivalentni struktura B.

Dukaz Teorie Th(.A) je bezesporna, nebot ma model A. Dle predchozi vety
ma spocetne nek. model 5. Jelikoz je teorie Th(A) kompletni, je A = B. [J

Dusledek Ke kazdé nekonecné strukture A spocetného jazyka s rovnosti
existuje spocetne nekonecna elementarne ekvivalentni struktura B.

Dukaz Obdobne jako vySe. Jelikoz v A neplati sentence “existuje prave n
prvku” pro zadné n € N a A = B, neni B konecna, tedy je nekonecha. [
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Spocetné algebraicky uzavrené teleso

Rekneme, Ze téleso A je algebraicky uzaviené, pokud v ném kazdy polynom
(nenulového stupné) ma koren, tj. pro kazdé n > 1 plati

A (Vxp-1) . (V%) B (V" + Xpr - Y X Y+ X = 0)
kde y* je zkratka zaterm y -y - --- - y (- aplikovano (k — 1)-krat).

Napr. teleso C = (C,+,—,-,0,1) je algebraicky uzavrene, zatimco telesa
R a Q nejsou (nebot polynom x* + 1 v nich nema koren).

Dusledek Existuje spocetné algebraicky uzavrené téleso.

Dukaz Dle predchoziho dusledku existuje spocetna struktura (nekonecna),
ktera je elementarné ekvivalentni s telesem C, tedy je to rovnéz algebraicky
uzavrene teéleso. [
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lzomorfismus struktur

Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R).

@ Bijekce h: A — B je izomorfismus struktur A a B, pokud plati zaroven
(i) h(fYa,...,an)) =P (h(a),..., hia,))

pro kazdy n-arni funkéni symbol f € F akazdé ay, ..., a, € A,
(ii) R¥ay,...,a,) < R°P(h(a),..., h(a,))
pro kazdy n-arni relacni symbol R € R a kazdé a,, ..., a, € A.

@ A a Bjsou izomorfni (via h), psano A ~ B (A ~; B), pokud existuje
izomorfismus h struktur A a B. Rikdme rovnéz, ze A je izomorfni s B.

@ Automorfismus struktury A je izomorfismus A s A.

Napf. potencni algebra P(X) = (P(X),—,N,U,0,X) s X = n je izomorfni

s Booleovou algebrou "2 = ("2, —,, A\, Vi, 05, 1) viah - A — xa, kde xa
je charakteristicka funkce mnoziny A C X.
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lzomorfismus a sémantika

Uvidime, Ze izomorfismus zachovava semantiku.

Tvrzeni Necht' A, B jsou struktury jazyka L = (F,R). Bijjekce h: A — B je
izomorfismus A a B, prave kdyZz plati zaroven

(i) h(t%[e]) = tP[eo A pro kazdy termt a e: Var — A,
(ii) AEyle] & BEpleoh] pro kazdou formuli p a e: Var — A.

Dukaz (=) Indukci dle struktury termu ¢, respektive formule .
(<) Dosazenim termu f(xi,...,Xx,) do (i) Ci atomické formule R(xy, ..., x)
do (ii) pro ohodnoceni e(x;) = a; mame, ze h vyhovuje def. izomorfismu. [

Dusledek Pro kazdeé struktury A, B stejného jazyka,

A~B = A=BKB.
Poznamka Obracena implikace obecne neplati, napr. (Q, <) = (R, <), ale
(Q, <) £ (R, <), nebot |Q| =w a|R| = 2%,
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Konecné modely s rovnosti

Tvrzeni Pro kazdé konecne struktury A, B stejného jazyka s rovnosti,
A=B = A~B.
Dukaz Je |A| = |B|, nebot Ize vyjadfit “existuje pravé n prvkd’.
@ Necht A’ je expanze A do jazyka L' = LU {c;}aca O jména prvkl z A.

@ Ukazeme, ze B Ize expandovat na B’ do jazyka L' tak, ze A" = B’. Pak
zfejmé h: a — cP je izomorfismus A’ s B’ a tedy i izomorfismus A s B.

@ Stadi ukazat, Ze pro kazdé ¢ = a € Aexistuje b € B t.2. (A, a) = (B, D).

@ Oznacme Q2 mnozinu formuli p(x) t.2. (A, a) = p(x/ca), tj. A = ple(x/a)].

@ Jelikoz je A konecCné, existuje konecne formuli pg(x), ..., om(x) tak, ze
pro kazdé ¢ € Q) je A = ¢ <> ¢; pro nejaké i.

@ Jelikoz B= A= (3x) \,<,, vi, existuje b € Bt.z. B = \,.,, pile(x/Db)].

e Tedy pro kazdou ¢ € Qje B = ple(x/b)], tj. (B,b) = p(x/ca). [

Dusledek Ma-li kompletni teorie jazyka s rovnosti konecny model, jsou
vsechny jeji modely izomorini.
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Teorie modell Izomorfismus

Definovatelnost a automorfismy
MnoZina definovana formuli o(X,y) s parametry b € AY! ve strukture A je
oM (x,Y) = {ae A | A le(x/a,y/D)]}.

Tvrzeni Necht D C A" je mnoZina definovatelna ve strukture A z parametru
b a h je automorfismus A, ktery je identicky na b. Pak h|D] = D.

Dikaz Necht D = ¢AD(%, 7). Pak pro kazdé a € A/
acD & AEyle(x/a,y/b)] & Al ol(ec h)(x/a,y/b)

& AE gle(x/h(a),y/n(b))] & AE yle(x/h(a),y/b)] < h(a) e D.
Napr. graf G ma prave jeden netriv. automorfismus h zachovavajici vrchol 0.

L 20 h0)=0, h(1)=4, h(2) =3, h(3)=2, h(4) =

1 3| {0} =(@=9)? {1,4} = (BE(2,9))7° {2,3} = (z # y A ~E(2,y))7°
Navic mnoziny {0}, {1,4}, {2,3} jsou definovatelné z parametru 0. Tedy
Df'(G,{0}) = {0,{0},{1,4},{2,3},{0,1,4},{0,2,3},{1,4,2,3},{0,1,2,3,4}}.
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Kategoricnost

@ /zomorini spektrum teorie T je pocet I(x, T') navzajem neizomorfnich
modell teorie T pro kazdou kardinalitu k.

@ Teorie T je k-kategoricka, pokud ma az na izomorfismus prave jeden
model kardinality &, tj. I(k, T) = 1.
Tvrzeni Teorie DelO (1. “bez koncu”) je w-kategoricka.

Dukaz Necht A, B = DelLOs A ={a;}icn, B={b;}icn. Indukci dle n Ize
nalézt prosté parcialni funkce h, C h, 1 C A x B zachovavajici usporadani
tak, ze {ai}i<n C dom(hn) a {bi}i<n C ].‘Ilg(hn) Pak A ~ Bvia h=Uh,. [

Obdobne dostaneme, Ze napi. A = (Q, <), A [ (0,1}, A[[0,1), A[[0,1]
Jjsou az na izomorfismus vsechny spocetné modely teorie DelL.O*. Pak

0 prokeN,
4 prosx =w.

I[(k, DeLO") = {
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w-kategoricke kritérium kompletnosti

Véeta Necht jazyk L je spocetny.
(i) Je-li teorie T jazyka L bez rovnosti w-kategoricka, je kompletni.

(ii) Je-li teorie T jazyka L s rovnosti w-kategoricka a bez konecneho
modelu, je kompletni.

Dukaz Kazdy model teorie T je elementarne ekvivalentni s néjakym
spocetné nekoneCnym modelem T, ale ten je az na izomorfismus jediny.
Tedy vSechny modely T jsou elementarné ekvivalentni, tj. T je kompletni. [

Napr. teorie DeLO, DeLO", DeLO~, DeLO* jsou kompletni a jsou to vsechny
(navzajem neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.

Poznamka Obdobné kritérium plati i pro vyssi kardinality nez w.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XII 7S 2020/21  12/17



Axiomatizovatelnost

Zajima nas, zda se dana cast sveta da “dobre” popsat.

Necht K C M(L) je tfida struktur jazyka L. Rekneme, Ze K je
@ axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T jazyka Ls M(T) = K,
@ konecne axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelnd konecnou teorii,
@ otevrene axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna otevrenou teorii,
@ teorie T je konecne (otevriene) axiomatizovatelna, pokud M(T) je

konecné (respektive oteviené) axiomatizovatelna.
Pozorovani Je-li K axiomatizovatelna, je uzaviena na elem. ekvivalenci.

Napfriklad
a) linearni usporadani jsou konecne i otevrene axiomatizovatelna,

b) telesa jsou konecne axiomatizovatelna, ale ne otevrene,

c) nekonecnée grupy jsou axiomatizovatelne, ale ne konecne.
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Dusledek kompaktnosti

Véeta Ma-li teorie T pro kazdé n € N alespon n-prvkovy model, ma i
nekonecny model.

Dukaz V jazyce bez rovnosti je to zfejmé, uvazme jazyk s rovnosti.
@ Oznacme T' = T U {c; # ¢;j | pro i # j} extenzi teorie T v rozSifenem
jazyce o spocetné nekone¢né mnoho novych konstantnich symbolu c;.

@ Dle predpokladu ma kazda konecna cast teorie T/ model.
@ Tedy dle vety o kompaktnosti ma T’ model, ten je nutné nekonecny.
@ Jeho redukt na puvodni jazyk je hledany nekone¢ny model teorie T. [

Dusledek Ma-li teorie T pro kazdé n € N alespori n-prvkovy model, neni
tfida vsech jejich konecnych modelt axiomatizovatelna.

Napr. nelze axiomatizovat konecné grupy, konecna télesa, atd. Avsak tfida
nekonecnych modelu teorie T jazyka s rovnosti je axiomatizovatelna.
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