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Konecna axiomatizovatelnost

Véta Necht K C M(L) aK = M(L) \ K, kde L je jazyk. Pak K je konecné
axiomatizovatelna, pravé kdyz K i K jsou axiomatizovatelné.

Dukaz (=) Je-li T konecna axiomatizace K v uzavreném tvaru, pak teorie
s jedinym axiomem \/ r —y axiomatizuje K. Nyni dokazme (<=).
@ Necht T, S jsou teorie jazyka L takové, ze M(T) = K, M(S) = K.
@ Pak M(TUS)=M(T)n M(S) =10 adle vety o kompaktnosti existuji
konecné T" C Ta § C Stakové, ze ) = M(T'US") = M(T")n M(S").
@ Jelikoz

M(T) C M(T') C M(S') C M(S) = M(T),
je M(T) = M(T'), tj. konecna T’ axiomatizuje K. [J
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Teorie modelU Axiomatizovatelnost

Konecna axiomatizovatelnost - priklad
Necht T je teorie téles. Rekneme, Ze téleso A = (A, +, —,-,0,1) je
@ charakteristiky 0, neexistuje-li zadné p € NT takové, ze A = pl = 0,
kde pl znaCiterm 1 +1+--- 4+ 1 ( + aplikovano (p — 1)-krat).
@ charakteristiky p, kde p je prvocislo, je-li p je nejmensit.z. A = pl = 0.
@ Trida teles charakteristiky p pro p prvocislo je konecné axiomatizovana
teorii T U {pl = 0}.
@ Trida téles charakteristiky 0 je axiomatizovana (nekonecnou) teorii
T"=TU{pl #0| pe NT}
Tvrzeni Trida K teles charakteristiky 0 neni konecne axiomatizovatelna.
Dukaz Staci dokazat, Ze K neni axiomatizovatelna. Kdyby M(S) = K, tak
S" = SU T’ ma model B, nebot kazda kone¢na §* C S’ ma model (téleso

prvociselné charakteristiky vetsi nez jakékoliv p vyskytujici se v axiomech
S*). Pak ale B € M(S) = K a zaroven B € M(T') = K, coz neni mozné. []
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Otevrena axiomatizovatelnost
Véta Je-li teorie T oteviené axiomatizovatelna, pak kazda podstruktura
modelu T je rovnéZz modelem T.

Dukaz Necht T’ je otevfena axiomatika M(T), A= T'a B C A. Vime, Ze
pro kazdé p € T je B |= ¢, nebot ¢ je otevrena. Tedy B je modelem T7. [

Poznamka Plati i obracena implikace, tj. je-li kazda podstruktura modelu
teorie T rovnez modelem T, pak T je otevrene axiomatizovatelna.

Napr. teorie Del.O neni otevrene axiomatizovatelna, nebot napf. konecna
podstruktura modelu DelLO neni modelem DelO.

Napr. nejvyse n-prvkove grupy pro pevné n > 1 jsou otevrene axiomatizovany

T U{ \/ X;i = Xj},
L,j<n
7]

kde T je (otevrena) teorie grup.
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Nerozhodnutelnost Rozhodnutelné teorie

Rekurzivni axiomatizace a rozhodnutelnost

@ Intuitivni pojem “algoritmus”|ze presne formalizovat (napr. pomoci TS).

@ Teorie T je rekurzivne axiomatizovana, pokud existuje algoritmus, ktery
pro kazdou vstupni formuli ¢ skonci a oznami, zda o € T.

@ Teorie T je rozhodnutelna, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdou
vstupni formuli ¢ skonCi a oznami, zda o € Thm(T).

@ Teorie T je castecne rozhodnutelna, pokud existuje algoritmus, ktery pro
kazdou vstupni formuli o skonci, prave kdyz o € Thm(T).

Tvrzeni Pro kazdou rekurzivné axiomatizovanou teorii T,
(i) T je castecne rozhodnutelna,
(i1) je-li navic T kompletni, je T rozhodnutelna.

Dukaz Konstrukce systematického tabla z T s Fy v koreni poskytuje
algoritmus, ktery rozpoznava T . Je-li navic T kompletni, paralelni
konstrukce pro Fy resp. Ty v kofeni rozhoduje, zda TH o Ci T+ —p. [
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Rekurzivneé spocetna kompletace

Co kdyz efektivne popiseme vsechny jednoduché kompletni extenze?

Rekneme, Ze mnozina v&ech (aZ na ekvivalenci) jednoduchych kompletnich
extenzi teorie T je rekurzivne spocetna, existuje-li algoritmus «(i, j), ktery
generuje i-ty axiom j-té extenze (pfi nejakém ocislovani), pripadne oznami,
Ze (takovy axiom Ci extenze) neexistuje.

Tvrzeni Je-li teorie T rekurzivne axiomatizovana a mnozina vsech
(az na ekvivalenci) jejich jednoduchych kompletnich extenzi je rekurzivne
spocetna, je T rozhodnutelna.

Dukaz Diky rek. axiomatizaci poskytuje konstrukce systematického tabla z T
s Fy v koreni algoritmus pro rozpoznani T + . Pokud ale T t ¢, pak T' - —p
v néjaké jednoduché kompletni extenzi T’ teorie T. To lze rozpoznat paralelni
postupnou konstrukci systematickych tabel pro Ty z jednotlivych extenzi.

V i-tém stupni se sestroji tabla do i kroku pro prvnich i extenzi. [
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Priklady rozhodnutelnych teorii

Nasleduijici teorie jsou rozhodnutelné, ackoliv jsou nekompletni.
@ teorie Cisté rovnosti; bez axiomu v jazyce L = () s rovnosti,

@ teorie unarniho predikatu; bez axiomu v jazyce L = (U) s rovnosti,
kde U je unarni relacni symbol,

@ teorie hustych linearnich usporadani DeLO*,

@ teorie algebraicky uzavrenych téles v jazyce L = (+,—,-,0,1) s rovnosti,
s axiomy teorie téles a navic axiomy pro kazdé n > 1,

(V2n-1) - (V) 3V (V" + Xn1 - Y 4+ - Y+ X% = 0),
kde y* je zkratka zaterm y-y- --- -y (- aplikovano (k — 1)-krat).

@ teorie komutativnich grup,

@ teorie Booleovych algeber.
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Rekurzivni axiomatizovatelnost

Daji se matematické struktury “efektivne” popsat?

@ Trida K C M(L) je rekurzivne axiomatizovatelna, pokud existuje
rekurzivneé axiomatizovana teorie T jazyka L s M(T) = K.

@ Teorie T je rekurzivne axiomatizovatelna, pokud M(T) je rekurzivne
axiomatizovatelna.

Tvrzeni Pro kazdou konecnou strukturu A v konecném jazyce s rovnosti
je Th(A) rekurzivné axiomatizovatelna. Tedy, Th(.A) je rozhodnutelna.

Dukaz Necht A = {ay,...,a,}. Teorii Th(A) axiomatizujeme jednou sentenci
(tedy rekurzivne) kompletné popisujici .A. Bude tvaru “existuje prave n prvku
a, ..., a, splnujicich prave ty zakladni vztahy o funkcnich hodnotach a
relacich, které plati ve strukture A.” [
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Priklady rekurzivni axiomatizovatelnosti

Nasledujici struktury A maji rekurzivné axiomatizovatelnou teorii Th(.A).

<), teorii diskrétnich linearnich usporadani,

<), teorii hustych linearnich usporadani bez koncu (DeLO),
N, S, 0), teorii naslednika s nulou,
N, S, +,0), tzv. Presburgerovou aritmetikou,

—,-,0, 1), teorii realné uzavrenych téles,

(Z,
Q,
<
<
(R,
<

C,+,—,-,0,1), teorii algebraicky uzavrenych teles charakteristiky O.
Dusledek Pro uvedené struktury je Th(A) rozhodnutelna.

Poznamka Uvidime, Ze ale N = (N, S, +, -, 0, <) rekurzivné axiomatizovat
nelze. (Vyplyva to z prvni Gédelovy véty o nedplnosti).
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Robinsonova aritmetika

Jak efektivné a pfitom co nejuplnéji axiomatizovatN = (N, S, +,-,0, <) ?
Jazyk aritmetiky je L = (S, +, -, 0, <) s rovnosti.

Robinsonova aritmetika Q ma axiomy (konecné mnoho)

S(x)#0 x-0=0

S(x)=8(y) =>x=y x-S(y)=x-y+x
x+0=x x#0—= Jy)(x=S8())
x+S(y)=Sx+y) x<y< (Jz)(z+x=y)

Poznamka Q je velmi slaba, napf. nedokazuje komutativitu ¢i asociativitu
operaci +, - ani tranzitivitu <. Nicménée postacuje napriklad k dukazu
existencnich tvrzeni o numeralech, ktera jsou pravdiva v N.

Napr. pro o(x,y) tvaru (3z)(x +z =y) je

QF ¢(1,2), kdel=S5(0)a 2= 5(50)).

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikétova logika - XII 7S 2020/21  10/22



Peanova aritmetika

Peanova aritmetika PA ma axiomy
(a) Robinsonovy aritmetiky Q,

(b) schéma indukce, tj. pro kazdou formuli ¢(x,y) jazyka L axiom
(0(0,¥) A (VX)(0(x,Y) = ©(S(x), 7)) = (Vx)p(X, ).

Poznamka PA je pomerne dobrou aproximaci Th(N), dokazuje vsechny
zakladni viastnosti platné v N (napr. komutativitu +). Na druhou stranu
existuji sentence pravdive v N ale nezavisle v PA.

Poznamka V jazyce 2. radu Ize axiomatizovat N (az na izomorfismus),
vezmeme-Ili misto schéma indukce primo axiom indukce (2. radu)

(VX) ((X(0) A (Vx)(X(x) = X(S(x)))) — (Vx) X(x)).
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Hilbertuv 10. problém

@ Necht p(xi,...,x,) je polynom s celoCiselnymi koeficienty.
Ma Diofanticka rovnice p(xi, ..., x,) = 0 celoCiselné feSeni?

@ Hilbert (1900) “Naleznéte algoritmus, ktery po konecné mnoha krocich
urci, zda dana Diofanticka rovnice s libovolnym poctem promennych a
celociselnymi koeficienty ma celociselné reseni.”

Poznamka Ekvivalentné Ize poZadovat algoritmus rozhodujici, zda existuje
reseni v prirozenych cislech.

Veta (DPRM, 1970) Probléem existence celoc¢iselného reseni dané
Diofantické rovnice s celociselnymi koeficienty je alg. nerozhodnutelny.

Dusledek Neexistuje algoritmus rozhodujici pro dané polynomy
p(xi,...,Xn), q(x1,...,%Xn) S prirozenymi koeficienty, zda

NE3x)... 3x,)(plx1, ..., xn) =qg(x1,...,%5)).
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Nerozhodutelnost predikatové logiky

Existuje algoritmus, rozhodujici o dané sentenci, zda je logicky pravdiva?

@ Vime, Ze Robinsonova aritmetika Q ma konec¢né axiomu, ma za model N

a staCi k dukazu existencnich tvrzeni o numeralech, ktera plati v N.

@ Presnégji, pro kazdou existencni formuli ¢(x,, ..., x,) jazyka aritmetiky

QFpxi/ai,...,xn/an) & NEople(a/a,..., x./a,))
pro kazdé a, ..., a, € N, kde a; znacCi a;-ty numeral.
@ Specialne, pro ¢ tvaru (Jx;) ... (3x,)(p(x1, ..., Xn) = q(x1, ..., %)),
kde p, g jsou polynomy s prirozenymi koeficienty (numeraly), plati
NEy & QFy & FYy—o & EFv—oop,
kde v je konjunkce (uzaveru) véech axiomu Q.

@ Tedy, pokud by existoval algoritmus rozhoduijici logickou pravdivost,
existoval by i algoritmus rozhodujici, zda N = ¢, coz neni mozné.
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Godelova 1. véta o neuplnosti

Veta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelna v T.
Poznamky
@ “Rekurzivné axiomatizovana” znamena, Ze je “efektivné zadana’.
@ “Extenze R. aritmetiky” znamena, ze je “zakladni aritmeticke sily”.
@ Je-linavicN = T, je teorie T nekompletni.
@ V dukazu sestrojena sentence vyjadruje “nejsem dokazatelna v T,
@ Dukaz je zaloZzen na dvou principech:

(a) aritmetizaci syntaxe,

(b) self-referenci.
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Neuplnost Aritmetizace dokazatelnosti

Aritmetizace - predikat dokazatelnosti
@ Konecné objekty syntaxe (symboly jazyka, termy, formule, kone¢na tabla,
tablo dukazy) Ize vhodné zakddovat prirozenymi Cisly.

@ Necht' [¢] znaci kod formule ¢ a necht’ ¢ znaci numeral (term jazyka
aritmetiky) reprezentujici [¢].

@ Je-li T rekurzivné axiomatizovana, je relace Prfr C N? rekurzivni.

Prir(x,y) < (tablo)y je dukazem (sentence) x v T.

@ Je-li T navic extenze Robinsonovy aritmetiky Q, da se dokazat, ze Prfy je
reprezentovatelna néjakou formuli Prfy(x, y) tak, Ze pro kazdé x,y € N

QF Prfr(x,y), Je-li Prir(x,y),
QF ﬂPrfT(g_, y), Jinak.
@ Prfr(x,y) vyjadtuje “y je dukaz x v T".
@ (Jdy)Prfr(x,y) vyjadruje “x je dokazatelna v T".
@ Je-li T+ ¢, pak N = (dy)Prr(¢,y) anavic T = (Jy)Prfr(y, ).
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Princip self-reference

@ Tato veta ma 16 pismen.

Self-reference ve formalnich systémech vetsinou neni pfimo k dispozici.

@ Nasledujici veta ma 24 pismen “Nasledujici veta ma 24 pismen’.

Prima reference obvykle je k dispozici, staCi, kdyz umime “mluvit”
o posloupnostech symbolld. Uvedena veta ale neni self-referencni.

@ Nasledujici veta zapsana jednou a jeste jednou v uvozovkach ma 116
pismen “Nasledujici véta zapsana jednou a jesté jednou v uvozovkach
ma 116 pismen”.

Pomoci primé reference Ize dosadhnout self-reference. Namisto
“ma x pismen” muze byt jina vlastnost.

@ main () {char »c="main () {char xc=%c%s%c; printf (c, 34,

c,34);1"; printf(c,34,c,34);}
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Véta o pevném bodé

Véeta Necht' T je bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky. Pro kaZzdou
formuli p(x) jazyka teorie T existuje sentence i takova, ze T 1) < ¢(1)).

Poznamka Sentence v je self-referencni, fika “spinuji podminku .

Dukaz (idea) Uvazme zdvojujici funkci d takovou, ze pro kazdou formuli y(x)

d(Ix(x)]) = [x(x(x))]

@ Plati, Zze d je reprezentovatelna v T. Predpokladejme (pro jednoduchost),
ze néjakym termem, ktery si oznacme d, stejné jako funkci d.

@ Pak pro kazdou formuli x(x) jazyka teorie T plati
T't=d(x(x)) = x(x(x)) (1)

@ Za 1) vezmeme sentenci o(d(p(d(x)))). Staci overit T = d(p(d(x))) = ).

@ To plyne z (1) pro x(x) tvaru ¢(d(x)), nebot v tom pripade
T+ d(e(d(x))) = p(d(e(d(x)))) O
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Nedefinovatelnost pravdy

Rekneme, Ze formule 7(x) definuje pravdu v aritmetické teorii T, pokud
pro kazdou sentenci p plati 7' ¢ <> 7(¢).

Veta V zadném bezesporném rozsireni Robinsonovy aritmetiky neexistuje
definice pravdly.

Dukaz Dle vety o pevném bode pro —7(x) existuje sentence ¢ takova, ze
TE g =1(p).
Kdyby formule 7(x) definovala pravdu v T, bylo by
'@ < =,

Ccoz v bezesporné teorii neni mozné. [

Poznamka Dukaz je zaloZen na paradoxu lhare, sentence ¢ by vyjadrovala
“nejsem pravdiva v T”.
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Dukaz 1. vety o neuplnosti

Véta (Godel) Pro kazdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelnav T.

Dukaz Necht ¢(x) je —=(dy)Prfr(x,y), vyjadfuje “x neni dokazatelna v T".
@ Dle vety o pevném bode pro ¢(x) existuje sentence ¢ takova, ze

T+ 41 < ~(3y)Prfr(dr, y). (2)

Y1 Fika “nejsem dokazatelna v T”. Presnéji, 11 je ekvivalentni sentenci
vyjadrujici, ze v r neni dokazatelnd v T. (Ekvivalence plativNiv T).

@ Nejprve ukazeme, ze ¢ neni dokazatelnav T. Kdyby T - ¢, 1j. Y7 je
Izivav N, pak N = (3y)Prfr(¢r,y) anavic T &= (Jy)Prfr(yr.y). Tedy
z (2) plyne T + —)7, coz ale neni mozné, nebot’ T je bezesporna.

@ Zbyva dokazat, ze 1 je pravdiva v N. Kdyby ne, tj. N = =7, pak
N = (Jy)Prfr(¢r.y). Tedy T 47, coz jsme jiz dokazali, ze neplati. [
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Dusledky a zesileni 1. vety

Dusledek Je-linavicN = T, je teorie T nekompletni.

Dukaz Kdyby byla T kompletni, pak T - - atedy N = —7, cozZ je
ve sporu s N = ¢p. [

Dusledek Th(N) neni rekurzivné axiomatizovatelna.

Dukaz Th(N) je bezesporna extenze Robinsonovy aritmetiky a ma model N.
Kdyby byla rekurzivné axiomatizovatelnda, dle predchoziho dusledku by byla
nekompletni, ale Th(N) je kompletni. [

Gddelovu 1. vetu o neuplnosti Ize nasledovné zesilit.

Veéta (Rosser) Pro kazdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi
T Robinsonovy aritmetiky existuje nezavisla sentence. Tedy T je nekompletni.

Poznamka Tedy predpoklad, Zze N = T, je v prvnim dusledku nadbytecny.
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Godelova 2. véta o neuplnosti

Oznacme Conr sentenci —(dy)Prfr(0=1,y). PlatiN = Cony < Tt/ 0= 1.
Tedy Conr vyjadtuje, ze “T' je bezesporna”.

Veta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Peanovy aritmetiky plati, ze Cont neni dokazatelnav T.

Dukaz (naznak) Necht v je Godelova sentence “nejsem dokazatelnav T
@ V prvni ¢asti dukazu 1. véty o neuplnosti jsme ukazali, ze
‘Je-li T bezesporna, pak iyt neni dokazatelnav T.” (3)
Jinak vyjadreno, plati Conr — 7.

@ Je-li T extenze Peanovy aritmetiky, dukaz tvrzeni (3) Ize formalizovat
vramci T. Tedy T + Conyp — .

@ Jelikoz T je bezesporna dle predpokladu vety, podle (3) je Tt 1.
@ Z predchozich dvou bodu vyplyva, ze Tt/ Cony. [

Poznamka Takova teorie T tedy neumi dokazat vilastni bezespornost.
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Dusledky 2. vety

Dusledek Existuje model A Peanovy aritmetiky t.Z. A = (Jy)Prfpa(0 =1,y).

Poznamka A musi byt nestandardni model PA, svedkem musi byt
nestandardni prvek (jiny neZz hodnoty numeralu).

Dusledek Existuje bezesporna rekurzivné axiomatizovana extenze T
Peanovy aritmetiky takova, ze T - —Conr.

Dukaz Necht T = PAU {—Conps}. Pak T je bezesporna, nebot’ PA t/ Conpa.
Navic T + —Conpy, tj. T dokazuje spornost PAC T, tedyi T+ —-Conyp. [

Poznamka N nemuze byt modelem teorie T.

Dusledek Je-li teorie mnozin ZFC bezesporna, neni Conzr: dokazatelna
v ZFC.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XIlI ZS 2020/21 22/22



