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Vyrokova logika Z&kladni sémantika

Sémantika

@ Uvazujeme pouze dvouhodnotovou logiku.

@ Prvovyroky reprezentuji atomicka tvrzeni, jejich vyznam je urCen

prirazenim pravdivostni hodnoty 0 (nepravda) nebo 1 (pravda).

@ Sémantika logickych spojek je dana jejich pravdivostnimi tabulkami.

Pld| P | pPNgq | pPVGg| | P—q | Pq
0]0 1 0 0 1 1
0|1 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
1|1 0 1 1 1 1

Ty jednoznacneé urcuji hodnotu kazdého vyroku z hodnot prvovyroku.

@ K vyrokim tedy mGzeme také pfitadit “pravdivostni tabulky”. Rikame, Ze
reprezentuji Booleovské funkce (az na urcCeni poradi proménnych).

@ Booleovska funkce je n-arni operacena 2 = {0,1},t. f: {0,1}" — {0, 1}.

Petr Gregor (KTIML MFF UK)

Vyrokova a predikatova logika - Il

ZS 2020/21 2/13



Hodnota vyroku

@ Ohodnoceni prvovyroku je funkce v: P — {0,1}, tj. v € F2.

@ Hodnota v(y) vyroku ¢ pfi ohodnoceni v je dana induktivne

v(p) = v(p) jestlize pc P V() = —1(V(9))
V(e ANp) = M(V(p), V(1)) V(e Vih) = Vi(v(p), V(¥))
V(e = ¥) = =1 (U(p), v(¥)) V(g < ¥) = <1 (U(p), V()

kde —1, A1, V1, —1, <1 Jsou Booleovské funkce dané tabulkami.

Tvrzeni Hodnota vyroku ¢ zavisi pouze na ohodnoceni var(p).

Dukaz Snadno indukci dle struktury formule. [
> Mroims ek VWb 2 gyl F.

Poznamka Jelikoz funkce v: {0,1} je jednoznacnou extenzi funkce v,
oy . ‘<t T anis b . ‘.

muzeme psat v misto v aniz by doslo k nedorozumeni.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - Il ZS2020/21  3/13



Semantické pojmy

Vyrok o nad P je

@ spinén (plati) prfi ohodnoceni v € ¥'2, pokud T(p) = 1.
Pak v je splnujici ohodnoceni vyroku ¢, znaCime v = .

@ pravdivy ((logicky) plati, tautologie), pokud T(y) = 1 pro kazdé v € ¥'2, j.
¢ je splnén pfi kazdém ohodnoceni, znaime = .

@ [Zivy (sporny), pokud T(p) = 0 pro kazdé v € ¥2, tj. —~¢ je pravdivy.

@ nezavisly, pokud 71 (¢) = 0 a 75(p) = 1 pro néjaka vy, 1, € 2, tj.
@ neni ani pravdivy ani Izivy.

@ splnitelny, pokud 7(¢) = 1 pro néjaké v € ©2, tj. ¢ neni Izivy.

Vyroky ¢ a v jsou (logicky) ekvivalentni, psano o ~ 1, pokud v(y) = v(v))
pro kazdé v € 2, tj. vyrok ¢ < v je pravdivy.
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Vyrokova logika Z&kladni sémantika

Predchozi definice ekvivalentne preformulujeme v terminologii modeld.

Model jazyka nad P je ohodnoceni z 2. Tfida vS§ech model( jazyka nad P
se znaci M(P), tedy M(P) = ¥2. Vyrok ¢ nad P (je)

@ plati v modelu v € M(P), pokud v(¢) = 1. Pak v je model vyroku o,
znacime vi=pa M ' (p) = {ve M(P) | v = ¢} je tfida modelu .

@ pravdivy ((logicky) plati, tautologie), pokud plati v kazdém modelu
(jazyka), znaCime = .

@ /zivy (sporny), pokud nema model.
@ nezavisly, pokud plati v néjakém modelu a neplati v jiném.

@ spinitelny, pokud ma model.

Vyroky o a 1 jsou (logicky) ekvivalentni, psano ¢ ~ 1, pokud maji stejné
modely.
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Univerzalnost spojek

Jazyk vyrokové logiky obsahuje zakladni spojky =, A,V , — , <.

Muzeme zavést obecné n-arni spojku pro libovolnou Booleovu funkci. Napf.
plqg “anipaniq” (NOR, Peirceova spojka) 0% fou wiwily”
ptq ‘ne(pagq)” (NAND, Shefferova spojka)

A}/a/é /y/ﬂ/@w

Mnozina spojek je univerzalni, pokud Ize kazdou Booleovskou funkci 2 22

reprezentovat néjakym z nich (dobre) vytvofenym vyrokem.

Tvrzeni {—- A ,V} je univerzalni.

Ddkaz Funkci f: {0,1}" — {0, 1} reprezentuje vyrok \/,c .1y Aizy Py’
kde p;" znaCi prvovyrok p; pokud v; = 1, jinak vyrok —p;. Pro f~1[1] = 0
zvolime vyrok 1. [

Tvrzeni {—,—} je univerzalni.

Dukaz (pAq) ~=(p——q), (pVq)~(-p—q). D
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Vyrokova logika Normalni tvary

@ Literal je prvovyrok nebo jeho negace. Je-li p prvovyrok, oznaéme p’
literdl —p a p' literal p. Je-li I literal, oznatme I literal opacny k 1.

@ Klauzule je disjunkce literalu, prazdnou klauzuli rozumime L.

@ Vyrok je v konjunktivné normalnim tvaru (CNF), je-li konjunkci klauzuli.
Prazdnym vyrokem v CNF rozumime T.

@ Elementarni konjunkce je konjunkce literall, prazdnou konjunkci je T.

@ Vyrok je v disjunktivne normalnim tvaru (DNF), je-li disjunkci
elementarnich konjunkci. Prazdnym vyrokem v DNF rozumime _L.

Poznamka Klauzule nebo elementarni konjunkce je zaroven v CNF i DNF.

Pozorovani Vyrok v CNF je pravdivy, praveé kdyZz kazda jeho klauzule
obsahuje dvojici opacnych literalt. Vyrok v DNF je spinitelny, pravé kdyZz
aspon jedna jeho elementarni konjunkce neobsahuje dvojici opacnych literald.
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Prevod tabulkou

Tvrzeni Necht K C 2 pro P konec¢né. Oznacme K = "2\ K. Pak

MP( \/ A p”<P>) — K = MIP’( AV pV(P))
UEI;;FEP veK pEP

chF
Dikaz Prvni rovnost plyne z w(A ,cp p*P)) = 1 pravé kdyz w = v, kde

w € "2. Druha obdobné z w(\ ,p p"P)) = 1 pravé kdyz w # v. [
Napr. K = {(1,0 0)\(1,1,0),(0,1,0),(1,1,1)} namodelujeme

b= A )V (DA GA-T)V (<P AGA-T)Y (DA GAT) ~

~ (pvagVIr)AN(pV gV =) AN(pV =gV =) AN(=pV qN —r) F
L - (0, 0 o)

Dusledek Kazdy vyrok je ekvivalentni nejakému vyroku v CNF/DNF.

Dukaz Hodnota vyroku ¢ zavisi pouze na ohodnoceni jeho proménnych,
kterych je kone¢né. Lze tedy pouzit tvrzeni pro K = M¥(p) a P = var(p). [
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Prevod Upravami

Tvrzeni Necht ¢’ je vyrok vznikly z vyroku o nahrazenim nekterych vyskytu
podvyroku i za vyrok v'. Jestlize 1 ~ ', pak ¢ ~ ¢'.

Dukaz Snadno indukci dle struktury formule. [

(1) (=)~ (eVY), (pov)~((meVY)A (Y V)

(2) e ~p, (eAY)~ (e V), (V) ~ (mp A1)

(3) (eV(¥AX)~({(DAX)Ve)~((eVY)A(eVX))

B) (eA (@ VX))~ ((DVx)Ap)~((eAY)V(eAX))

Tvrzeni KaZdy vyrok Ize pomoci (1),(2),(3)/(3)" prevést na CNF / DNF.
Dukaz Snadno indukci dle struktury formule. [

Tvrzeni Necht vyrok ¢ obsahuje pouze spojky —, N\, V. Pak pro vyrok o*
vznikly z o zamenou N a Vv a znegovanim vsech literalu plati —p ~ o*.

Dukaz Snadno indukci dle struktury formule. [
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Problém splnitelnosti a resice

@ Problém SAT: Je dana vyrokova formule splnitelna?

@ Priklad Lze sachovnici bez dvou protilehlych rohu perfektne
pokryt kostkami domina?

Snadno vytvorime vyrokovou formuli, ktera je splnitelna, praveé kdyz
to I1ze. Pak ji mUuzeme zkusit oveérit pomoci nejakého SAT reSice.

@ Nejlepsi reSice pro SAT: www.satcompetition.org.

@ Resi¢ v ukazce: Glucose, format pro CNF soubory: DIMACS.

@ Obecnéjsi otdzka: Lze celou matematiku prevest do logickych formuli?
Al, strojové dokazovani, Peano: Formulario (1895-1908), Mizar system

@ Proc to lidé (vetsinou) nedélaji?
Jak vyreSime uvedeny priklad elegantnéji? V ¢em nas postup spociva?
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http://www.labri.fr/perso/lsimon/glucose/
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/data/cnf/cnf.html

Vyrokova logika 2-SAT

@ Vyrok je v k-CNF, je-li v CNF a kazda jeho klauzule ma nejvyse k literald.

@ k-SAT je nasledujici problém (pro pevné k > 0)
INSTANCE: Vyrok ¢ v k-CNF.
OTAZKA: Je o splnitelny?
Zatimco uz pro k = 3 jde o NP-Uplny problém, ukazeme, ze 2-SAT Ize resit
v linearnim case (vzhledem k délce o).

Vynechame implementacni detaily (vypocetni model, reprezentace v paméti)
a vyuzijeme nasledujici znalosti, viz [ADS I].

Tvrzeni Rozklad orientovaneho grafu (V, E) na silné souvislé komponenty
Ize nalézt v case O(| V| + |E|).

@ Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy ua v
existuji v G orientované cesty jak z u do v, tak i z v do wu.

@ Silné souvisla komponenta grafu G je maximalni silneé souvisly podgraf G.
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http://ktiml.mff.cuni.cz/~cepek/ADS1.ppt

Implikacni graf

Implikacni graf vyroku ¢ v 2-CNF je orientovany graf G,, v némz
@ vrcholy jsou proménné vyroku ¢ nebo jejich negace,
@ klauzuli ; v L vyroku ¢ reprezentujeme dvojici hran ; — b, L, — 1,
@ klauzuli I; vyroku ¢ reprezentujeme hranou l; — ;.

-
q ) |

pA(=pV @ AN(—gV-r)AN(pVr)A(rV-as)A(—pViE)A(gVE)AN-sA(zVy)

Tvrzeni o je spinitelny, prave kdyz Zadna silne souvisla komponenta v G,
neobsahuje dvojici opacnych literald.

Dukaz Kazdé splnujici ohodnoceni ohodnoti vSechny literaly ze stejné
komponenty stejne. Implikace zleva doprava tedy plati.
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Nalezeni ohodnoceni

Naopak, oznacme G, graf vznikly z G,, kontrakci silne souvislych komponent.
Pozorovani G je acyklicky, ma tedy topologicke usporadani <.

@ Orientovany graf je acyklicky, neobsahuje-li orientovany cyklus.
@ Linearni usporadani < vrcholu orientovaného grafu je topologicke,
pokud p < g pro kazdou hranu z p do g.

Nyni pro kazdou komponentu v rostoucim poradi dle <, nejsou-li jeji literaly
dosud ohodnocené, nastav je na 0 a literaly v opaché komponenté na 1.

Zbyva ukazat, Ze takto ziskané ohodnoceni v splnuje ¢. Kdyby ne, existovaly
by v G hrany p - qgaq— psuv(p)=1av(qg)=0.Toje vesporus
poradim nastaveni komponentna O resp. 1, nebot p<gag<p. [

Dusledek 2-SAT je fesitelny v linearnim case.
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