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Horn-SAT

@ Jednotkova klauzule je klauzule obsahuijici jediny literal,
@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvyse jeden pozitivni literal,

LV NV opaVg o~ (LA App) = q
@ Hornuv vyrok je konjunkci Hornovych klauzuli,

@ Horn-SAT je problém splnitelnosti daného Hornova vyroku.
Algoritmus
@ obsahuje-li ¢ dvojici jednotkovych klauzuli I a I, neni spinitelny,

@ obsahuje-li ¢ jednotkovou klauzuli I, nastav | na 1, odstrari vSechny
klauzule obsahujici 1, odstrari | ze vdech klauzuli a opakuj od zadatku,

@ neobsahuje-li o jednotkovou klauzuli, je splnitelny ohodnocenim 0
vsech zbyvajicich promennych.

Krok (2) se nazyva jednotkova propagace.
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Jednotkova propagace

(=pV @) A (=pV =gV T)A =TV =s) A(-EV S) A v(s) = 1

(=pV @) AN(-pV gV )T v(—r) = 1
Tl A, T~

(=pV g) A (=pV —q) thawt! il 4% V() = v(q) :@: 0

g/ /2g Yo o /ﬁ/fﬂé /?xséﬁ%
Pozorovani Necht ! je vyrok ziskany z ¢ jednotkovou propagaci. Pak
! je spinitelny, pravé kdyZ ¢ je spinitelny. =0y W o

° . . o Yucy 477?2 ylg/gh //,7;(%}//7/ .
Dusledek Algoritmus je korektni (resi Horn-SAT). Vs, Tdy v Mo Ik

o S e e, Jon e Fobe o 544 Jrere.
Dukaz Korektnost 1. kroku je zrejma, v 2. kroku plyne z pozorovani, v 3.kroku

diky Hornove tvaru, nebot kazda zbyvajici klauzule obsahuje negativni literal.

Poznamka Primocara implementace vyzaduje kvadraticky Cas, pfi vhodné
reprezentaci v pameéti Ize dosahnout linearniho ¢asu (vzhledem k délce ).
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Teorie

Neformalne, teorie je popis “svéta”, na ktery vymezujeme svuj diskurz.

@ Vyrokova feorie nad jazykem P je libovolna mnozina T vyroku z VFp.
Vyrok(im z T ¥ikame axiomy teorie T. /i U » 1 ity rowfien

7
@ Model teorie T nad P je ohodnoceni v € M(P) (tj. model jazyka),
ve kterém plati vSechny axiomy z T, znacime v |= T. L7 halieirr” far

_— > /&’C’%{? s vz 7

@ Trida modeli T je M*(T) = {ve M(P) | v = ¢ pro kazde p € T}.
Napr. pro teorii T'={p, =pV —q, g —r}nadP={p,q,r} je

M]P(T) =1{(1,0,0),(1,0,1)}

@ Je-li teorie T konecna, lze ji nahradit konjunkci jejich axioma.
@ Zapis M (T, ) znacCi M(T U {p}).
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Sémantika vzhledem Kk teorii

Sémantické pojmy zobecnime vzhledem k teorii, respektive k jejim modelum.
Necht T je teorie nad P. Vyrok ¢ nad P je

@ pravdivy v T (plati v T), pokud plati v kazdém modelu T, znaCime T = ¢,
Rikame také, Ze ¢ je (sémantickym) diisledkem teorie T.

@ Izivy v T (sporny v T), pokud neplati v zadném modelu teorie T,
@ nezavisly v T, pokud plati v néjakém modelu teorie T a neplati v jiném,
@ spinitelny v T (konzistentni s T), pokud plati v néjakém modelu T.

Vyroky ¢ a v jsou ekvivalentni v T (T-ekvivalentni), psano o ~ 1, pokud
kazdy model teorie T je modelem ¢ pravé kdyz je modelem 4.

Poznamka Jsou-li véechny axiomy teorie T pravdivé (tautologie), napr. pro
T = 0, vSechny pojmy vzhledem k T se shoduji s plvodnimi (logickymi)
pojmy.
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Dusledek teorie

Dusledek teorie T nad P je mnozina 6% (T) vSech vyrokl pravdivych v T, ij.

0"(T) ={p € VF | T |= }.
& > A%, Lo %/V gonii ] (/Kféx 1 vl
Tvrzeni Pro kaZdé dve teorie T, T' a vyroky ¢, ¢1,...,p, NAd P pokdlieh 4

/5%’5)
@ T COF(T)=6"(0F(D)),
@ TCT = 0°(T)CoP(T), rmwtiue vl Liulie |
> ﬂt/{i}? /ﬂ&il,V')% Ol Pmttn //500;’" / 7[4Z /@w}ho 4 /é/y/ﬂ Y / ms /h&?, v T
@ vt ({pn...,on)) & E(p1 A Apn) = .
Dukaz Snadno z definic, nebot T =¢ < M(T) C M(yp) a navic
@ M(O(T)) = M(T), - obwiw ez ¥ L
7/-(/ é ' veepho AR 7 g//@// W‘fzk v/
7 12dytly s ETT 7

@ TCT = M(T)CM(T),
@ Ev—ov e M) CMp), Mot A...ANpy) =M(p1,...,0n). O
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Vlastnosti teorii

Vyrokova teorie T nad IP je (semanticky) /¢ $/W~ e i fohe o
o /Zf ns // we  conoll.
@ sporna, jestlize v ni plati L (spor), jinak je 6ezesporna (splnitelna),

@ kompletni, jestlize neni sporna a kazdy vyrok je v ni pravdivy Ci lzivy, ij.

zadny vyrok v ni neni nezavisly, [othne, co it v piacy” ferrs,
;v i wezelen

@ extenzeteorie T' nad P/, jestlize P’ C P a % (T') C 0%(T),
o extenzi T teorie T’ rekneme, ze je jednoducha, pokud P = P, a

7 Wh A /’ /,7
konzervativni, pokud 6% (T") = 6%(T) N VFp/; M,,@Z;;;Z ;ﬁ;iwma prirto 7

@ ekvivalentnis teorii T, jestlize T je extenzi T" a T' je extenzi T,

7] - ngj 4 E ;ﬂ/”)? = /(é loysemntom” euts.
Pozorovani Necht T a T’ jsou teorie nad IP. Teorjie T je (sémanticky)

/D V %
@ bezesporna, pravé kdyZ ma model, 1/ i mé/ fod Yy Jet L/ e, st

4)(/-7

‘ " trat oV “
@ kompletni, pravé kdyz ma jediny model, Z i"; ‘: d/m':/ ’{ i éff

@ extenze T', pravé kdyz ME(T) C MP(T'), <t L7 peaiitsy e o ety

/f} = = =e) /#74
ekvivalentni s T’ ravé kdyz M*(T) = MIP)EK’> (T) £ 0(7T)

)pahJ e 9(7)/44 e //”(T 7/'4' / /! //A e L 750'" i m woddiety T, Tnds mrﬁx/#
2) Mime o duscan’ 1€ M (T) Wejis e M (’) o pubi O(T). tad pr/r i OC) Ty v mas’ ghht v v VT

A/ 0(7-}
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Vyrokova logika Teorie - sémantika

Algebra vyroku

Necht T je bezesporna teorie nad P. Na mnozineé VFp/ ~ |ze zadefinovat
operace —, A, V, L, T (korektné) pomoci re Erezentantu napr.
e

uk/ﬂx

—To
~p N\ N Y|~
R O i
Pak AV¥(T) = (VFp/~1,—, A, V, L>FY je algebra vyroki vzhledem k T

Jelikoz o ~7r ¢ < M(T,p) = M(T,v),je h([jp]~,) = M(T, p) korektne
definovana prosta funkce /i: VEFp/~7 — P(M(T)) a plati
h(=lgl~r) = M(T) \ M(T, ¢)
h(l@lor AN W)~r) = M(T, ) 0O M(T, 7))
Al pler V [ $]~r) = M(T, ) UM(T, )
h([Ll~r) =0, h([T]~;) = M(T)
Navic h je na, pokud M(T) je konecna.

Dusledek Je-li T bezesporna nad konec¢nou PP, je AV (T) Booleova algebra
izomorfni s (konecnou) potencni algebrou P(M(T)) via h.
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Analyza teorii nad konecné prvovyroky

Necht' T je bezesporna teorie nad P, kde [P| = n € N* a m = |[M"(T)|. Pak
—2 //7//4 /\4 /’th7£é 2 Z)

@ neekvivalentnich vyrokd (popf. teorii) nad P je 22, ac/é/hzx 5#,,@7,‘2? hocers”

neekvivalentnich vyrok( nad P pravdivych (IZ|vyCh) v Tije2%~
neekvivalentnich vyrokl nad P nezavislych v T je 22" —/2/22"- e m /Z ff”é
neekvivalentnich jednoduchych extenzi teorie 1;1@/%/2 toho sporna 1,

V2 bftge Gertr 2274 p=
neekvivalentnich kompletnich jednoduchych extenzi teorie T jean

%é/@/m& 9-’77/&(4?'

T-neekvivalentnich vyroku nad P je 2,
T-neekvivalentnich vyroku nad P pravdivych (Izivych) (v T) je 1,

T-neekvivalentnich vyroku nad P nezavislych (v T) je 2" — 2.

Dukaz Diky bijekci VFp/ ~ resp. VFp/~7 s P(M(P)) resp. P(M"(T)) staci
zjistit poCet podmnozin s vhodnou vilastnosti. [
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Formalni dokazovaci systemy

Nasim cilem je presne formalizovat pojem dukazu jako syntaktické procedury.

Ve (standardnich) formalnich dokazovacich systémech,
@ dukaz je konecny objekt, muze vychazet z axiomu dané teorie,
@ T+ ¢ znaci, ze ¢ je dokazatelnaz T,
@ pokud dukaz dané formule existuje, Ize ho nalézt “algoritmicky”,
(Je-li T “rozumne zadana’.)
Od formalniho dokazovaciho systému obvykle ocekavame, Ze bude
@ korekini, 1j. kazda formule ¢ dokazatelna z teorie T je v T pravdiva,
@ nejlépe i uplny, tj. kazda formule ¢ pravdiva v T je z T dokazatelna.

Priklady formalnich dokazovacich systému (kalkult): tablo metody,
Hilbertovské systémy, Gentzenovy systémy, systémy prirozené dedukce.
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Tablo metoda - uvod

Budeme predpokladat, Ze jazyk je pevny a spocetny, tj. mnozina prvovyroku
P je spocetna. Pak kazda teorie nad P je spocetna.
Hlavni rysy tablo metody (neformalne)

@ tablo pro danou formuli ¢ je binarni znackovany strom reprezentujici
vyhledavani protiprikladu k ¢, tj. modelu teorie, ve kterém ¢ neplati,

@ formule ma dukaz, pokud kazda vétev prislusného tabla selze, tj. nebyl
nalezen protipriklad, v tom pripade bude (systematické) tablo konecné,

@ pokud protipriklad existuje, v (dokonceném) tablu bude vétev, ktera ho
poskytuje, tato vétev muze byt i nekonecna.
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Tablo metoda Uvod

Uvodni pFiklady

folat

F(((p—q) — p) = Dp)

M T((p— q) = p)

e S
F(p—q) Ip Tﬂ(//'
|t by
F(p—q) D g
(/lflhdlq %M Tp ) N
e T, Jelioen T, Wbhe myj? il
- , F
/‘c/), /«f’ Sporme., |q
®
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- Teheeon G
Komentar k prikladum

Vrcholy tabla jsou znaceny polozkami. Polozka je formule s priznakem T | F,
ktery reprezentuje predpoklad, Zze formule v néjakém modelu plati / neplati.
Je-li tento predpoklad u polozky spravny, je spravny i v néjaké vétvi pod ni.

V obou prikladech jde o dokoncena (systematicka) tabla z prazdné teorie.

@ Vlevo je tablo dukaz pro ((p — gq) — p) — p. VSechny véetve tabla
“selhaly”, znaceno ®, nebot je na nich dvojice Ty, Fy pro néjaké ¢
(protipriklad tedy nelze nalézt). Formule ma dukaz, piSeme

~((p—q)—>p)—p

@ Vpravo je (dokoncené) tablo pro (—q \ p) — p. Leva vétev “neselhala” a
je dokoncena (neni tfeba v ni pokracovat) (ta poskytuje protipriklad
v(p) = v(q) = 0).
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Atomicka tabla

Atomickeé tablo je jeden z nasledujicich (poloZzkami znackovanych) stromdu,
kde p je libovolna vyrokova promenna a ¢, v jsou libovolné vyrokoveé formule.

T(o N) Fp V)
| |
Tp Fp Ty F(o Ay) T(p V) Fep
| VAN VAN |
T Fy Fy | Ty T F
Fp — 1) T(p <) Fp < 1)
| VAN VRN
T(—¢) F(=p) T(p — 1) Ty Ty Fo | Ty Fo
| | VRN | | | | |
Fo T Fo T i T F | Fi T

Pomoci atomickych tabel a pravidel, jak tabla rozvinout (prodlouZit), formalné
zadefinujeme vsechna tabla (popiseme jejich konstrukci).
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Tablo

Konecné tablo je binarni, polozkami znackovany strom dany predpisem
Q@ kazdé atomickeé tablo je konec¢né tablo,

@ je-li P polozka na vétvi V koneCného tabla 7 a 7’/ vznikne z 7 pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V, je 7/ rovnéz konecné tablo,

@ kazdé konectné tablo vznikne konecnym uzitim pravidel (i), (ii).

Tablo je posloupnost 7y, 11, ..., s, ... (konecna i nekonecna) konec¢nych tabel
takovych, ze 1,1 vznikne z 1, pomoci pravidla (ii), formalné r = Ury,.

Poznamka Neni predepsane, jak polozku P a vetev V pro krok (ii) vybirat.
To specifikujeme az v systematickych tablech.
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Konstrukce tabla

F(((p = a) =p) = p) F((=q Vp) = p)
T((p—|>q) —p) T(ﬂé]'\/p)
% Fy
T((p—4q) —p) T(=qVp)
F(p —>/Q) \Tp T(ﬁg \Tp
F(p—q) <§|i> T(—q) <§|i>
o Fy
Fy
o
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Tablo metoda Tablo

Konvence
F(((p = 4q) = p) = p) F((=g Vp) = p)
T((p —|> q) = p) T(ﬂq|\/ p)
F'p Py

F(p—>q)/ - Tp T(ﬁj \Tp
1 . P
Fy
o

Polozku, dle které tablo prodluzujeme, nebudeme na vétvi znovu zobrazovat.

Poznamka Jeji zopakovani bude potreba pozdeji v predikatoveé logice.
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Tablo dukaz

Necht P je polozka na vétvi V tabla . Rekneme, Ze
@ polozka P je redukovana na V, pokud se na V vyskytuje jako koren
atomického tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k jejimu rozvoji na V,
@ vétev V je sporna, obsahuje-li polozky Ty a Fe pro néjakou formuli o,
jinak je bezesporna. Vetev V je dokoncena, je-li sporna nebo je kazda
jeji polozka redukovana na V,

@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vétev dokoncena, a je
sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

Tablo dukaz (dukaz tablem) vyrokové formule ¢ je sporné tablo s polozkou
F¢o v koreni. ¢ je (tablo) dokazatelna, piSeme + ¢, ma-li tablo dukaz.

Obdobne, zamitnuti formule ¢ tablem je sporné tablo s polozkou T v koreni.
Formule ¢ je (tablo) zamitnutelna, ma-li zamitnuti tablem, tj. = —.
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Tablo metoda Dukaz

Priklady
F(((=pA=q) VD) = (=p A—q)) T((p—q) <
7
T((=p A —q) V p) T(p—q)
|
F(=p A —q) T(p A —q)
7 S N
T(—p A —q) Tp Fp Tq
| N
® F(=p) F(—q) Tp Tp
|
Tp T(—q) T(—q)
Vi Vs Vs ® Fq
a) b) ®

@ F(—p A —q) neredukovana na V;, V; spornd, V, je dokoncena, V3 neni,
Q@ zamitnuti tablem vyrokové formule ¢: (p — q) ++ (p A —q), tedy F —.
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