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Tablo - priklady
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Tablo metoda Tablo

Atomicka tabla

Atomickeé tablo je jeden z nasledujicich (poloZzkami znackovanych) stromdu,
kde p je libovolna vyrokova promenna a ¢, v jsou libovolné vyrokové formule.

T(o N) Fo V)
| |
Tp Fp Ty F(o A1) T(p V) Fy
| VRN VAN |
Ty Fo Fi | Ty T F
Fp — 1) T(p <) Fp < 1)
| VAN VAN
T(—¢) F (=) T(p — 1) Ty Ty Fo | Ty Fo
| | VAN | | | | |
Fo Ty Fo Ty F Ty Fiy | Fy Ty

Petr Gregor (KTIML MFF UK)

Vyrokova a predikatova logika - 1V

ZS 2020/21

3/16



Tablo z teorie

Jak do dukazu pridat axiomy dané teorie?

Konecné tablo z teorie T je binarni, poloZzkami znackovany strom dany
predpisem

(i) kazdé atomicke tablo je konecné tablo,

(ii) je-li P polozka na vétvi V konecCného tabla  a 7’ vznikne z 7 pripojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V, je 7/ rovnéz konecné tablo,

(i) je-li V vétev konecného tabla (z T) a ¢ € T, pak pripojenim Ty na
konec V vznikne rovnéz konecné tablo z T.

(iii) kazdé konecné tablo vznikne konecnym uzitim pravidel (i), (i), (i) .

Tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71, ..., 7, ... konecnych tabel z T
takovych, ze 7,1 vznikne z 7, pomoci pravidla (ii) Ci (ii)’, formalné = = Ur,.
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Tablo dukaz z teorie

Necht P je polozka na vétvi V tabla  z teorie 7. Rekneme, Ze
@ polozka P je redukovana na V, pokud se na V vyskytuje jako koren
atomického tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k jejimu rozvoji na V,

@ vétev V je sporna, obsahuje-li polozky Ty a Fy pro néjakou formuli ¢,
@ vétev V je dokoncena, je-li sporna, nebo je kazda jeji polozka
redukovana na V a navic obsahuje Ty pro kazde ¢ € T,

@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vétev dokoncena, a je
sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

Tablo dukaz formule ¢ z teorie T je sporné tablo z T s Fy v koreni,
Ma-li o tablo dukaz z T, je (tablo) dokazatelna z T, piSeme T + o.

Zamitnuti formule ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T s Ty v koreni.
Formule ¢ je (tablo) zamitnutelna z T, ma-li zamitnuti tablem z T, 1j. T F —¢.
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Tablo metoda Duikaz z teorie

Priklady tabla z teorie

T(py — p1) %Y

b)

a) Tablo dukaz formule ¢ z teorie T = {¢, 0 — 1}, tedy T F 2.

b) Dokoncené tablo pro formuli py z teorie T = {p,..1 — p, | n € N}.
VSechny vétve jsou dokoncené, nejlevejsi vétev je bezesporna a
nekonecna. Poskytuje (jediny) model teorie T, ve kterém py neplati.
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Systematicke tablo

Popiseme systematickou konstrukci, jez povede vzdy k dokoncenemu tablu.

Necht R je poloZzka a T = {v, 1, ...} je (koneéna Ci nekone€na) teorie.
(1) Za 9 vezmi atomické tablo pro R. Dokud to Ize, aplikuj nasledujici kroky.

(2) Necht' P je nejlevejsi polozka v co nejmensi urovni jiz daného tabla 7,,,
ktera neni redukovana na néjaké bezesporné vétvi prochazejici skrze P.

(3) Za 7, vezmi tablo vzniklé z 7, pridanim atomického tabla pro P na
kazdou bezespornou vetev skrze P. (Neexistuje-li P, vezmi 7, = 7,.)

(4) Za 1,1 vezmi tablo vzniklé z 7/ pridanim Ty, na kazdou bezespornou
vetev neobsahujici Tp,. (Neexistuje-li p,, vezmi 7, = 7..)

Systematicke tablo z teorie T pro polozku R je vysledkem uvedené
konstrukce, tj. 7 = U,
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Systematické tablo - dokoncenost

Tvrzeni Pro kazdou teorii T a poloZku R je systematické tablo T dokonceneé.

Dukaz Necht r = Ur, je systematické tablo z 7" = { g, ¢1, ... } s R v koreni.
@ Je-li vétev v 7 bezesporna, je i kazdy jeji prefix v 7,, bezesporny.

@ Je-li polozka P neredukovana na vétvi v 7, je neredukovana na kazdém
jejim prefixu v 7, (na némz lezi).

@ Do urovne kazdé polozky P (vCetne jeji) je v 7 jen konecné polozek.

@ Kdyby P byla neredukovana na néjaké bezesporné véetvi r, prisla by
na ni rada v nejakém kroku (2) a byla by zredukovana krokem (3).

@ Kazda ¢, € T bude dle (4) nejpozdeji v 7,1 na kazdé bezesporné vetvi.

@ Tedy systematické tablo = obsahuje pouze dokoncené vetve. [
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Konecnost dukazu

Lemma (Konig) Kazdy nekonecny, konecne vétvici se strom obsahuje
nekonecnou veétev.

Tvrzeni Je-li T = U, sporné tablo, je 1,, sporné konecné tablo pro néjaké n.
Dukaz
@ Necht S je mnozina vrcholu stromu 7, jenz nad sebou neobsahuiji spor,
tj. mezi predky nemaji dvojici Ty, Fy pro zadné o.

@ Kdyby S byla nekonec¢na, dle Kénigova lemmatu by podstrom 7 na
vrcholech S obsahoval nekoneénou vétev, tedy by 7 nebylo sporné tablo.

@ Jelikoz je S konecné, vSechny vrcholy z S lezi do arovné m pro nejaké m.
@ Tedy kazdy vrchol v Urovni m + 1 ma nad sebou spor. Zvolme n tak, ze
7, se shoduje s 7 do Urovné m + 1. Pak kazda vétev v 7, je sporna. [
Dusledek Je-li systematické tablo T dukazem (z teorie T), je T konecné.

Dukaz P¥i jeho konstrukci se prodluzuji jen bezesporné vétve. [
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Korektnost

Rekneme, Ze polozka P se shoduje s ohodnocenim v, pokud P je Ty a

V() = 1 nebo pokud P je Fp av(y) = 0. Vetev V tabla se shoduje s v,
shoduje-li se s v kazda polozka na V.

Lemma Necht' v je model teorie T, ktery se shoduje s poloZkou v koreni
tabla T = Ut, z T. Pak v tablu T existuje vetev shodujici se s v.

Dukaz Indukci nalezneme posloupnost Vg, Vi, ... takovou, ze pro kazdeé n
je V, vétev v 7,, shodujicise svaV, je obsazenave V,, .
@ Overenim atomickych tabel snadno zjistime, ze zaklad indukce plati.
@ Pokud 7,1 vznikne z 7, bez prodlouzeni V,,, polozme V, . = V,.
@ Vznikne-li 7,1 z 7, pfipojenim Ty K V, pro néjaké ¢ € T, necht V,
je tato vétev. Jelikoz v je model ¢, shoduje se V,,; s v.
@ Jinak 7, vznikne z 7, prodlouzenim V, o atomické tablo néjaké polozky
P na V,. Jelikoz se P shoduje s v a tvrzeni plati pro atomicka tabla, |ze
pozadovanou vétev V, . v 7, nalézt. [
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Véta o korektnosti

Ukazeme, ze tablo metoda ve vyrokove logice je korekini.

Véta Pro kazdou teorii T a formuli ¢, je-li o tablo dokazatelna z T,
jeppravdivavT, . TFHe = T E .
Dukaz
@ Necht ¢ je tablo dokazatelna z teorie T, 1j. existuje sporné tablo
s polozkou F¢ v koreni.
@ Pro spor predpokladejme, Zze ¢ neni pravdiva v T, tj. existuje model v
teorie T, ve kterém ¢ neplati (protipriklad).
@ Jelikoz se polozka F¢ shoduje s v, dle predchoziho lemmatu v tablu 7
existuje vétev shoduijici se s v.

@ To ale neni mozné, nebot’ kazda vétev tabla 7 je sporna, tj. obsahuje
dvojici T, F1) pro néjaké ¢. [
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V 4
Uplnost

Ukazeme, Ze bezesporna vétev v dokonceném tablu poskytuje protipriklad.
Lemma Necht'V je bezesporna vetev dokonceného tabla ~. Pro nasledujici
ohodnoceni v vyrokovych proménnych plati, Ze V se shoduje s v.

1 pokud se Tp vyskytuje na vV
v(p) = )
0 jinak

Dukaz Indukci dle struktury formule v polozce vyskytujici se na V.
@ Je-li polozka Tp na V, kde p je prvovyrok, je v(p) = 1 dle definice v.

@ Je-li polozka Fp na V, neni Tp na V, jinak by V byla sporna, tedy v(p) = 0
dle definice v.

@ Je-liT(pAY)naV,je Ty aTy naV,nebot 7 je dokoncené. Dle
indukcniho predpokladu je v(p) = v(v) = 1, tedy v(p A ) = 1.

@ Je-li F(p AY) naV, je Fp nebo Fiy na V, nebot 7 je dokoncené. Dle
indukcniho predpokladu je v(¢) = 0 nebo v(v)) = 0, tedy v(p A 1) = 0.

@ Pro ostatni spojky obdobné jako v predchozich dvou pripadech. [
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Véta o uplnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda ve vyrokove logice je i upina.

Véta Pro kazdou teorii T a formuli ¢, je-li p pravdiva v T, je ¢ tablo
dokazatelnazT, . T =¢ = T+ .

Dukaz Necht ¢ je pravdiva v T. Ukadzeme, Ze libovolné dokoncené tablo
(napf. systematické) r z teorie T s polozkou Fy v kofeni je sporné.

@ Kdyby ne, necht' V je néjaka bezesporna vétev tabla 7.

@ Dle predchoziho lemmatu existuje ohodnoceni v prvovyroku
takové, Zze V se shoduje s v, specialné s Fo, tj. v(¢) = 0.

@ Jelikoz vetev V je dokoncCena, obsahuje T pro kazdé ¢ € T.
@ Tedy v je modelem teorie T (nebot vétev V se shoduje s v).

@ To je ale ve sporu s tim, ze ¢ plati v kazdém modelu teorie T.

Tedy tablo 7 je dukazem oz T. [
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Vlastnosti teorii

Zavedeme syntaktickeé varianty jiz definovanych sémantickych pojmu.

Necht T je teorie nad P. Je-li ¢ dokazatelna z T, rekneme, ze ¢ je
véta (teorém) teorie T. Mnozinu vét teorie T oznacme

Thm" (T) = {p € VFp | T I ¢}.
Rekneme, Ze teorie T je
@ sporna, jestlize je v T dokazatelny _L (spor), jinak je bezesporna,

@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda formule je v ni dokazatelna Ci
zamitnutelnd, tj. T+ o €I T + —p pro kazdé ¢ € VFp,

® extenze teorie T’ nad P, jestlize P’ C P a Thm® (") C Thm™(T),
o extenzi T teorie T' rekneme, Ze je jednoducha, pokud P = P/, a
konzervativni, pokud Thm" (T") = Thm"(T) N VFp,

@ ekvivalentni s teorii T’, jestlize T je extenzi T a T’ je extenzi T.
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Korektnost a Uplnost Dasledky
Dusledky

Z korektnosti a Uplnosti tablo metody vyplyva, ze predchozi pojmy se
shoduji se svymi sémantickymi variantami.

Dusledek Pro kaZdou teorii T a formule ¢, ¢ nad P,
@ THyprave kdyZ T = o,
@ Thm'(7) = 6%(T),
@ T je sporna, prave kdyz neni spinitelna, tj. nema model,

@ T je kompletni, prave kdyz je sémanticky kompletni, tj. ma prave
jeden model,
@ T,poF 1 prave kdyZT - ¢ — 1) (Véta o dedukci).

Poznamka Vétu o dedukci Ize dokazat primo, transformaci pfislusnych tabel.
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Veéta o kompakinosti

Véta Teorie ma model, prave kdyz kazda jeji konecna ¢ast ma model.

Dukaz 1 Implikace zleva doprava je zrejma. Pokud teorie T nema model,
je sporna, tj. je z ni dokazatelny L systematickym tablem 7. Jelikoz je T
konec¢né, je L dokazatelny z néjaké konecné 77 C T, tj. T’ nema model. [

Poznamka Tento dukaz je zaloZen na konecnosti dukazu, korektnosti a
uplnosti. Uved'me jeste druhy, primy dukaz (pomoci Kénigova lemmatu).

Dukaz 2 Necht T = {y; | i € N}. Uvazme strom S na konecnych binarnich
posloupnostech o usporadanych prodlouzenim. Pricemz o € S, pravé kdyz
existuje ohodnoceni v prodluzujici o takové, ze v = ¢; pro kazdé i < Ith(o).

Pozorovani S ma nekonecnou vetev, pravé kdyz T ma model.

Jelikoz {p; | i € n} € T ma model pro kazdé n € N, bude kazda uroven v S
neprazdna. Tedy S je nekonecny, navic binarni, a dle Kénigova lemmatu
obsahuje nekone¢nou vetev. [
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