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Aplikace kompaktnosti

Graf (V,E) je k-obarvitelny, pokud existuje c: V — k takoveé, ze c(u) # c¢(v)
pro kazdou hranu {u,v} € E.

Veta Spocetné nekonecny graf G = (V, E) je k-obarvitelny, prave kdyZz
kazdy jeho konecny podgraf je k-obarvitelny.

Dukaz Implikace zleva doprava je zfejma. Necht kazdy konecny podgraf v
G je k-obarvitelny. Vezmeme P = {p,; | u € V,i € k} ateorii T s axiomy

Puo V-V Puk—1 pro vsechnau € V,
—(Pu,i N\ Puj) provsechnau e V,i <j <k,
~(Pu,i A P,i) pro véechna {u,v} € E,i < k.

Plati, Zze G je k-obarvitelny, prave kdyz T ma model. Dle véty o kompaktnosti
staCi dokazat, ze kazda konec¢na 7" C T ma model. Necht G’ je podgraf na
vrcholech u takovych, ze p, ; se vyskytuje v T’ pro nejakeé i. Jelikoz G’ je
k-obarvitelny dle predpokladu, ma 7’ model. [

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - V ZS 2020/21 2/19



Rezolucni metoda - Uvod

Hlavni rysy rezolucni metody (neformalné)

@ je zakladem mnoha ruznych systému, napt. interpret Prologu, SAT
resice, systémy pro automatické dokazovani / verifikovani, . ..

predpoklada formule v CNF (pfevod obecné “drahy?”),
pracuje s mnozinovou reprezentaci formuli,

ma jediné odvozovaci pravidlo, tzv. rezolucni pravidlo,

nema zadné explicitni axiomy (i atomicka tabla), ale jisté axiomy
jsou skryty “Uvnitl”, T = 4 <=> T 24 peyliphi

@ obdobné jako u tablo metody, jde o zamitaci proceduru, tj. snazi se
ukazat, Ze dana formule (Ci teorie) je nesplnitelna,

@ ma ruzné varianty liSici se napr. podminkami pro pouziti rezolu¢niho
pravidla.
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Rezolué¢ni metoda Uvod

Mnozinova reprezentace (formuli v CNF)
@ Literal I je vyrokova proménnd nebo jeji negace. [ znaci opacny literal k 1.
@ Klauzule C je kone¢na mnozina literall (“tvoricich disjukci”). Prazdna

klauzule se znaci [J, neni nikdy splnéna (neobsahuje spinény literal).

@ Formule S je mnozina (i nekonecna) klauzuli (“tvoricich konjunkci”).
Prazdna formule ) je vzdy spinéna (neobsahuje nesplnénou klauzuli).
Nekonecné formule reprezentuji nekonecné teorie (konjunkci axiomu).

@ (Castecné) ohodnoceniV je libovolna konzistentni mnozina literald,
tj. neobsahujici dvojici opacnych literalt. Ohodnoceni V je totalni,
obsahuje-li pozitivni Ci negativni literal od kazdé vyrokové promenné.

@ V splnuje S, znaCime V = S, pokud C NV # () pro kazdé C € S.

Napf. ((—pVg)A(—pV—=gVr)A(—rV-os)A(—tVs) As) reprezentujeme

S = {{_'p,Q}, {_'p, g, I’}, {_'rv _'S}a {_'tv S}v {S}} a
VES pro V=/{s,—r,p}
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Rezolué¢ni metoda Uvod

Rezoluc¢ni pravidlo

Necht C;, C; jsou klauzule al € Cy, I € C, pro néjaky literal I. Pak z C; a C,
odvod pres literal [ klauzuli C, zvanou rezolventa, kde

C=(C\{Hu(C\{}).
Ekvivalentné zapsano, oznacime-li LI disjunktni sjednoceni,

Ciu{l}, G u{l
C UG,

Napft. z {p,q,r} a {—p, —q} Ize odvodit {g, —¢, r} nebo {p, —p. r}.

Pozorovani Rezolucni pravidlo je korektni, tj. pro libovolné ohodnoceni V,
V}chaV‘:Cz = V‘:C

Poznamka Rezolucni pravidlo je specialni pripad pravidla rezu
eV, 7pVx

YV X
kde ¢, ¥, x jsou libovolné formule.
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Rezolucni dukaz

@ rezolucni dukaz (odvozeni) klauzule C z formule S je konec¢na
posloupnost Cy,...,C, = C takova, ze prokazdé i <nje C; € S
nebo je C; rezolventou néjakych dvou predchozich klauzuli (i stejnych),

@ klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S x C, pokud ma
rezolucni dukaz z S,

@ zamitnuti formule S je rezolucni dukaz [z S,

@ S je (rezoluci) zamitnutelna, pokud S Fp L.

Véta (korektnost) Je-li S rezoluci zamitnutelna, je S nesplnitelna.

Dukaz Necht S g 0. Kdyby V = S pro néjaké ohodnoceni V, z korektnosti
rezolucniho pravidla by platilo i V = [J, coz neni mozné. B
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Rezolucni strom a uzaver

Rezolucni strom klauzule C z formule S je konecny binarni strom s vrcholy
oznacenymi klauzulemi takovy, ze
(i) kofen je oznacen C,

(ii) listy jsou oznaceny klauzulemi z S,

(iii) kazdy vnitfni vrchol je oznacCen rezolventou z klauzuli v jeho synech.

Pozorovani C ma rezolucni strom z S prave kdyz S Fr C.

Rezolucni uzaver R(S) formule S je nejmensi induktivni mnozina definovana
(i) C € R(S) pro kazdé C € S,

(ii) jsou-li C1,C, € R(S) a C je rezolventa Cy, C,, je zaroven C € R(S).

Pozorovani C € R(S) prave kdyz S kg C.

Poznamka Vsechny pojmy o rezolucnich dukazech Ize tedy ekvivalentne
zavést pomoci rezolucnich stromu ¢i uzavera.
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Priklad
Formule ((p Vv r)A(gV —r)A(=g) N (=pVi)A(=s)A(sV ) je nesplnitelna,
nebot pro S = {{p,r},{q, ~r},{—q}, {-p,t}, {-s}, {s,—t}} je S tg .

]
/ \
{r} {-p}
PN PN
{p,q} {—q} {-p, s} {—s}
VRN VAN

{p7 T} {Q7 _'T} {_'pa t} {87 _'t}

Rezoluéni uzaveér S je

R(S) — {{pa I’}, {% _'r}v {_'q}v {_'pa t}a {_'S}7 {Sv _'t}v {p7 Q}v {_'r}v {I’, t}a

{% t}v {_'t}v {_'pa S}v {I’, S}7 {t}a {Q}a {% S}a L], {_'p}v {p}7 {7‘}, {S}}
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Redukce dosazenim

Necht' S je formule a [ je literal. Oznaéme

S'={c\{I}|1¢CeS}.

Pozorovani

@ S’ je ekvivalentni formuli, jez vznikne dosazenim konstanty T (true, 1)
za literaly [ a konstanty _L (false, 0) za literaly [ ve formuli S,

@ S’ neobsahuje v Zadné klauzuli literal [ ani [,
@ jestlize {I} € S, pak O € §'.

Lemma S je spinitelnd, pravé kdyz S' nebo S' je spinitelna.

Dukaz (=) Necht V |= S pro néjaké V a predpokladejme (buno), ze [ ¢ V.
@ PakV =S nebotprol¢ CcSjeV\{LI} = CatudizV | C\ {I}.
@ Naopak («) predpokladejme (blno), ze V = S’ pro néjaké V.

@ Jelikoz se I ani I nevyskytuje v S, jei V' = S pro V' = (V \ {I}) U {I}.
@ Pak )V’ |= S, nebot pro C € S obsahujici/imamelc V' aproCe S
neobsahujici /je V' = (C\ {I}) € S'. &
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Strom dosazeni

Postupnou redukci literall dosazenim lIze reprezentovat binarnim stromem.

S = {p}{~a},{~p,~a}}

—— \_
SP = {{—q}} SP={0,{—~q}}
/ N

SPe = {1} SPi = ()
Dusledek S neni spinitelna, pravé kdyz kazda vetev obsahuje (.

Poznamka JelikoZ S muzZe byt nekonecna nad spocetnym jazykem, strom
muZze byt nekonecny. Je-li ale S nespinitelna, dle vety o kompaktnosti existuje
konecna cast S’ C S, ktera je nesplnitelna. Pak po redukci vsech literalt
vyskytujicich se v S’ bude [ v kaZdé vetvi po konecne mnoha krocich.
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Uplnost rezoluce

Veta Je-li konecna S nesplnitelna, je rezoluci zamitnutelna, t. S Fg .
Dukaz Indukci dle poctu proménnych v S ukazeme, ze S 5 .
@ Nema-li nesplnitelna S Zzadnou promennou, je S = {1} atedy S ¢ [,
@ Necht [ je literal vyskytujici se v S. Dle lemmatu, S’ a s’ jsou nesplnitelne.

e Jelikoz S a S maji méné promennych nez S, dle indukcniho predpokladu
existuji rezoluc¢ni stromy 7' a T' pro odvozeni O z S’ resp. S'.

@ Je-likazdy list 7' z S, je T' rezoluénim stromem O z S, tj. S Fx CJ.

@ Pokud ne, doplnénim literalu [ do kazdého listu, jenz neni z S,
(a do vSech vrcholt nad nim) ziskame rezoluéni strom {/} z S.

@ Obdobné ziskame rezoluéni strom {/} z S doplnénim [ ve stromu T,
@ Rezoluci jejich kofent {I} a {I} ziskame rezolu¢ni strom 0z S. W

Dusledek Je-li S nesplnitelna, je rezoluci zamitnutelna, tj. S g .

Dukaz Plyne z pfredchoziho uzitim véty o kompaktnosti.
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Linearni rezoluce - uvod

Rezolucni metodu muzeme znacne omezit (bez ztraty uplnosti).
@ Linearni dukaz (rezoluci) klauzule C z formule S je konecnha posloupnost
dvoijic (Cy, By), - .., (C,, B,) takova, ze Cy € Sa pro kazdei <n
i) B; € Snebo B; = C; pro nejakéj < i, a
ii) Ciy1 je rezolventa C; a B;, kde C,,.; = C.
@ Cy zveme pocatecni klauzule, C; centralni klauzule, B; bocni klauzule.
@ C je linearne dokazatelna z S, psano S +; C, ma-li linearni dukaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dukaz 1z S.

@ S je linearne zamitnutelna, pokud S+, [.

Pozorovani Je-li S linearné zamitnutelna, je S nesplnitelna.
Dukaz Kazdy linearni dukaz lze transformovat na (korektni) rezolucni dukaz.

Poznamka Plati i uplnost, t. je-li S nespinitelna, je S linearne zamitnutelna.
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Priklad linearni rezoluce

Co By {p,q} {p,~q} Ap,q} {p,—q}
R P P
Cy B {r} {-p,q} {p} {-p,q}
— I I
Cy {q} {-p,—q} {a} {-p,~q¢} {p,q} {p,—q}
5 _— _— -
C, B, {-p} {r} {-p} {p}
R P -
Cn—l—l L] L
a) b) c)
a) obecny tvar linearni rezoluce,
b) pro S = {{p,q},{p. ~q},{—p.q},{-p.—~q}}je Sk O,
c) transformace linearniho dukazu na rezolucni dukaz.
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Ll-rezoluce

Pro Hornovy formule muzeme linearni rezoluci dal omezit.
@ Hornova formule je mnozina (i nekone¢nd) Hornovych klauzuli.
@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvyse jeden pozitivni literal.
@ faktje (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literal.
@ Pravidlo je (Hornova) klauzule s praveé jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literalem. Pravidla a fakta jsou programoveé klauzule.
@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Pozorovani Je-li Hornova formule S nesplnitelna a O ¢ S, obsahuje fakt i cil.

Dukaz Neobsahuje-li fakt (cil), je splnitelna nastavenim vSech proménnych
naO(resp.nal). ®

LI-rezoluce (linear input) z formule S je linearni rezoluce z S, ve které je
kazda bocni klauzule B; ze (vstupni) formule S.

Je-li klauzule C dokazatelna LI-rezoluci z S, piseme S +;; C.
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Uplnost LI-rezoluce pro Hornovy formule

Veta Je-li Hornova T spinitelna a T U {G} nesplnitelna pro cil G, Ize [
odvodit LI-rezoluci z T U {G} zacCinajici G.

Dukaz Dle véty o kompaktnosti muzeme predpokladat, ze T je konecna.

@ Postupujeme indukci dle poctu proménnych v T.

@ Dle pozorovani, T obsahuje fakt {p} pro nejakou promennou p.

@ Dlelemmatu je 7' = (T U {G})? = T? U {G”} nesplnitelna, pricemz
G’ = G\ {p}.

@ Je-liG’ =10, je G={p} atedy Jje rezolventa G a {p} € T.

@ Jinak, jelikoz T7? je splnitelna (stejnym ohodnocenim, které splnuje T)
a ma méne promennych, dle indukcniho predpokladu Ize (1 odvodit
LI-rezoluci z T’ zacinajici GP.

@ Doplnéenim literalu p do v8ech listu, jez nejsou v T U {G}, a vSech
vrcholu pod nim ziskame LI-odvozeni {p} z T U {G} zacinajici v G.

@ Zaverecnou rezoluci pomoci faktu {p} € T ziskame []. B
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Priklad LI-rezoluce

I'= {{p7 A _'5}7{r7 _'q}v{QJ —18},{8}}, G = {_'pa _'Q}

T7° = {{p, ~r},{r,~qa},{a}} G={-p,—~q} {p,—r s}
—

T° = {{p,~r},{r}} G* = {-p,~q} {p,—r} {—=q, —r,~s} {r,—q}

T = {{p}} G = {-p} {p,—r} {~q,—r} {r,—q} {~q,=s}  {q,—s}

7 . L
G = {~p; {p} {7ry A} {—a} 0 {78} s}

| | _— |
Gsap — [ [] [] [

qur) G |_LI|:| qu, G54 l_LID TS, G* |_LI [] T, G I_L[ []
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Program v Prologu

(Vyrokovy) program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze
programové klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

pravidlo p:— q,r. gAT — D {p,—q,—r}
pi— S. S—Dp {p, —s}
q:— s. s — q {q,—s}
fakt . r {r}
S. s {s} program
dotaz  ™—-pq  d-p,—q} el

Zafima nas, zda dany dotaz vyplyva z daneho programu.

Dusledek Pro kaZdy program P a dotaz (p A ... A p,) je ekvivalentni, zda

(1) PEpP1A... AP,
(2) PU{=p1,...,—p.} je nesplnitelna,

(3) O lze odvodit LI-rezoluci z P U {G} zacCinajici cilem G = {—py,...,—p,}.
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Hilbertovsky kalkul

@ zakladni logické spojky: —, — (ostatni z nich odvozené)
@ /ogické axiomy (schémata logickych axiomu):

(1) o — (Y — )
(i) (= W —=x) = (¢ —=>9) = (¢ —x)
(iif) (mp = =) = (¥ = p)

kde ¢, ¥, x jsou libovolné formule (daného jazyka).
@ odvozovaci pravidlo:

_>
2 ib 4 (modus ponens)
Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ v teorii T je konecna posloupnost
©o, - - -, on =  formuli takova, ze pro kazdé i < n

@ ¢; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo
@ ; Ize odvodit z predchozich formuli pomoci odvozovaciho pravidla.

Poznamka Volba axiomu a odvozovacich pravidel se v muze v ruznych
dokazovacich systemech Hilbertova stylu lisit.
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Priklad a korektnost

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-lidikaz z T, znacime T g .
Je-li T = (), znaCime kg . Napf. pro T = {—p} je T 5 o — 1) pro kazdé 1.

1) —p axiomz T

2) = (7Y — ) logicky axiom (i)

3) —) — modus ponens z 1), 2)
4) (—Y = =) = (¢ = ) logicky axiom (iii)

5) © —> Y modus ponens z 3), 4)

Veta Pro kazdou teorii T a formulio, Tty ¢ = T = .

Dukaz
@ Je-li ¢ € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestizeT=ypaTEp— vy, pak T = 9, tj. modus ponens je korekini,
@ tedy kazda formule vyskytujici se v dukazu z T plati v T. ]

Poznamka Plati i uplnost, tj. T = = T Fy @ pro kazdou teorii T a formuli ¢.
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