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Predikatova logika

Zabyva se tvrzenimi o individuich, jejich vlastnostech a vztazich.

‘Je inteligentni a jeji otec zna pana rektora.” I[(x) NZ(o(x),r)
@ x je proménna, reprezentuje individuum,
@ r je konstantni symbol, reprezentuje konkrétni individuum,
@ o je funkcni symbol, reprezentuje funkci,
@ I, Z jsou relacni (predikatové) symboly, reprezentuji relace
(vlastnost “byt inteligentni” a vztah “znat”).

‘Funkce f je na (surjektivni).” (Vx)(3y)(f(y) = x)
@ (Vx) je vSeobecny (univerzalni) kvantifikator promenneé x,
@ (dy) je existencni kvantifikator promenné y,
@ — je (binarni) relacni symbol, reprezentuje identickou relaci.
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Zakladni syntax PL Jazyk

Jazyk 1. rAddu obsahuje

@ promeénné x,y,z,...,Xp,X1,... (sSpocetné mnoho),
mnozinu véech proménnych znac¢ime Var,

@ funkcni symboly f, g, h, ..., véetné konstantnich symbolt ¢, d, ...,
coz jsou nularni funkéni symboly,

@ relacni (predikatové) symboly P, Q. R, ..., pfipadné symbol = (rovnost)
jako specialni relacni symbol,

@ kvantifikatory (Vx), (dx) pro kazdou promennou x € Var,

@ logické spojky —, A, V, —, <>

@ zavorky (, )

Kazdy funkcni i relacni symbol S ma danou aritu (cetnost) ar(S) € N.

Poznamka Oproti vyrokoveé logice nemame (explicitne) vyrokové promenné,
Ize je zavést jako nularni relacni symboly.
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Signatura jazyka

@ Proménné, kvantifikatory, logické spojky a zavorky jsou logické symboly,
zatimco funkéni a relacni symboly (kromé pripadné rovnosti) jsou
mimologické symboly. Rovnost (obvykle) uvazujeme zvlast.

@ Signatura je dvojice (R, F) disjunktnich mnozin relacnich a funkénich
symbolu s danymi aritami, pficemz zadny z nich neni rovnost.
Signatura tedy urcuje vSechny mimologické symboly.

@ Jazyk je dan signaturou L = (R, F) a uvedenim, zda jde o jazyk
s rovnosti Ci bez rovnosti. Jazyk musi obsahovat alespon jeden relacni
symbol (mimologicky nebo rovnost).

Poznamka Vyznam symbolt neni v jazyce urcen, napr. symbol + nemusi
reprezentovat standardni scitani.
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Priklady jazyku

Jazyk obvykle uvadime vyctem mimologickych symbolu s pripadnym
upresnenim, zda jde o funkcni ¢i relacni symboly a jakou maji aritu.

Nasledujici priklady jazyku jsou vSechny s rovnosti.

@ L = () je jazyk Cisté rovnosti,

kde ¢;, 0, 1 jsou konstantni symboly, S, — jsou unarni funkéni symboly,
+, -, A, V jsou binarni funkcni symboly, E, < jsou binarni relacni symboly.
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Termy

Jsou vyrazy reprezentujici hodnoty (sloZenych) funkci.
Termy jazyka L jsou dany induktivnim predpisem
(/) kazda proménna nebo konstantni symbol je term,

(ii) je-li f funkcni symbol jazyka L s aritoun > 0a t,...,t,_1 jSOu termy,
pak jeivyraz f(ty,...,t,_1) term,

(iii) kazdy term vznikne konecnym uzitim pravidel (i), (ii).

@ Konstantni (ground) term je term bez proménnych, napf. /(0) + 1.
@ Mnozinu vSech termu jazyka L znaCime Term;.

@ Termu, jenz je soucasti jiného termu ¢, rikdme podterm termu t.

@ Strukturu termu muzeme reprezentovat jeho vytvorujicim stromem.

@ U binarnich funkénich symboll ¢asto pouzivame infixniho zapisu, napr.
piSeme (x + y) namisto +(x, y).
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Zakladni syntax PL Termy

Priklady termu

(500) +z) -y —(zAy) VL
PN PN

S0) +x Y —(z Ay) 1

PN |

S(0) T TAY
| PN
a) O b) «x Y

a) Vytvorujici strom termu (S(0) + x) - y jazyka aritmetiky.

b) Vyrokové formule se spojkami —, A, V, pfipadné s konstantami T, L
Ize chapat jako termy jazyka Booleovych algeber.
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Atomické formule

Jsou nejjednodussi formule.
@ Atomicka formule jazyka L je vyraz R(ty,...,t,_1), kde R je n-arni relacni
symbol jazyka L ar,...,t,—; jsou termy jazyka L.
@ Mnozinu vSech atomickych formuli jazyka L zna¢ime AFm;.

@ Strukturu atomické formule muzeme reprezentovat vytvorujicim stromem
z vytvorujicich podstromu jejich termua.

@ U binarnich relacnich symbolu €asto pouzivame infixniho zapisu, napf.
1, = 1, namisto = (r;, 1) Ci t; < 1, namisto < (r1,1,).

@ Priklady atomickych formuli
Z(o(x),r), x-y<(S(0)+x)-y, —(xAy)VvVL=.L1
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Formule

Formule jazyka L jsou vyrazy dané induktivnim predpisem
(i) kazda atomicka formule jazyka L je formule,
(1) jsou-li , v formule, pak i nasledujici vyrazy jsou formule
(m@) (e AY) (e V), (o =), (¢ & 1),
(iii) je-li ¢ formule a x promenna, jsou vyrazy ((Vx)p) a ((dx)¢) formule.

(iv) kazda formule vznikne konecnym uzitim pravidel (i), (ii), (iii).

@ Mnozinu vSech formuli jazyka L znaCime Fm;.

@ Formuli, jez je soucasti jiné formule ¢, nazveme podformule formule .

@ Strukturu formule muzeme reprezentovat jejim vytvorujicim stromem.
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Konvence zapisu

@ Zavedeni priorit binarnich funkcnich symbolu napf. + , - umoznuje
pri infixnim zapisu vypoustet zavorky okolo podtermu vzniklého
symbolem vySsi priority, napf. x - y + z reprezentuje term (x - y) + z.

@ Zavedeni priorit logickych spojek a kvantifikatoru umoznuje vypousteét
zavorky okolo podformule vzniklé spojkou s vyssSi prioritou.
(1) —, + (2) A, V (3) =, (Vx), (Ix)
@ Okolo podformuli vzniklych —, (Vx), (3x) lze zavorky vypustit vzdy.
@ Muzeme vypustit zavorky i okolo (Vx) a (dx) pro kazdé x € Var.
@ Rovnéz vnéjsSi zavorky muzeme vynechat.
(((=((Yx)R(x))) A ((3y)P(v))) = (=(((VX)R(x)) V (=((3y)P(¥))))))
~(VX)R(x) A (Fy)P(y) = ~((Vx)R(x) V =(3y)P(y))
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Priklad formule

Ty (5(0) +2) -y
PN N
T Y S0) 4+ x Y

N
S(0) T
;

Vytvorujici strom formule (Vx)(x -y < (S(0) + x) - y).
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V4 \'4 7
Vyskyt promenné

Necht' ¢ je formule a x je proménna.

@ Vyskyt proménné x ve o je list vytvorujiciho stromu ¢ oznaceny x.

@ Vyskyt x ve ¢ je vazany, je-li soucasti néjaké podformule ) zacinajici
kvantifikatorem (Vx) nebo (dx). Neni-li vyskyt vazany, je volny.

@ Promeénna x je volna ve ¢, pokud ma volny vyskyt ve .
Je vazana ve p, pokud ma vazany vyskyt ve o.

@ Proménna x muze byt zaroven volna i vazana ve . Napfr. ve formuli

(Vx)(Iy)(x <y)Vx <z

@ Zapis o(xi,...,x,) znaci, ze xi, ..., x, jsou vSechny volné proménné
ve formuli .

Poznamka Uvidime, Ze pravdivostni hodnota formule (pri dané interpretaci
symbolu) zavisi pouze na ohodnoceni volnych promennych.
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Otevrené a uzavrené formule

@ Formule je otevrena, neobsahuje-li zadny kvantifikator. Pro mnozinu
OFm; v8ech otevrenych formuli jazyka L plati AFm; C OFm; C Fm;.

@ Formule je uzavrena (sentence), pokud nema zadnou volnou
promennou, tj. véechny vyskyty proménnych jsou vazané.

@ Formule muze byt otevrena i uzaviena zaroven, pak vsechny jeji
termy jsou konstantni.

x+y<0 otevrena, o(x,y)
(Vx)(Vy)(x +y < 0) uzavrena (sentence),
(Vx)(x+y <0) ani otevrena, ani uzavrena, p(y)
1+0<0 otevrena i uzavrena

Poznamka Uvidime, Ze sentence ma pri dané interpretaci symbolu pevny
vyznam, tj. jeji pravdivostni hodnota nezavisi na ohodnoceni promennych.
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Instance

KdyZz do formule za volnou proménnou x dosadime term t, poZadujeme, aby
vznikla formule rikala (nove) o termu t “totéz”, co predtim fikala o proméenné x.

©(x) () (x+y=1) “existuje prvek 1 — x”
prot =1 Ize p(x/t) (I (1 +y=1) “existuje prvek 1 — 1”7
prot =y nelze (Fy)y+y=1) “1 je délitelné 2”

@ Term ¢ je substituovatelny za promennou x ve formuli ¢, pokud po
sou¢asném nahrazeni vSech volnych vyskytl x za ¢t nevznikne ve ¢
zadny vazany vyskyt proménné z r.

@ Pak vzniklou formuli znaCime ¢(x/¢) a zveme ji instance formule ¢
vznikla substituci termu t za proménnou x do ¢.

@ 7 neni substituovatelny za x do ¢, pravé kdyz x ma volny vyskyt v néjaké
podformuli ¢ zacCinajici (Vy) nebo (Jy) pro nejakou promennou y z .

@ Konstantni termy jsou substituovatelné vzdy.
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Varianty

Kvantifikované promenné Ize (za urcitych podminek) prejmenovat tak, ze
vznikne ekvivalentni formule.

Necht (Ox)v je podformule ve ¢, kde Q znacCi V Ci 3, a y je promenna, tz.
1) y je substituovatelna za x do ¢, a
2) y nema volny vyskyt v .

Nahrazenim podformule (Ox)w za (Qy)y(x/y) vznikne varianta formule ¢
v podformuli (Ox)v). Postupnou variaci jedné Ci vice podformuli ve ¢ vznikne
varianta formule . Napfr.

(Fx)(Vy)(x < y) je formule o,
(Fu) (V) (u < v) je varianta o,
(Fy) (V) (y <y) neni varianta o, neplati 1),
(Fx) (Vx)(x < x) neni varianta ¢, neplati2).
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Struktury - priklady
@ S = (S, <) usporadana mnozina, kde < je reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni binarni relace na S,

@ G = (V,E) neorientovany graf bez smycek, kde V je mnozina vrchold,
E je ireflexivni, symetricka binarni relace na V (sousednost),

® Z,=(Z,,+,—,0) grupa scitani celych Cisel modulo p,

@ Q= (Q,+,—,-0,1) teleso racionalnich Cisel.
@ P(X)=(P(X),—,n,U,0,X) potencni algebra nad mnozinou X,
@ N = (N,S, +, -0, <) standardni model aritmetiky (prirozenych Cisel),

@ konecné automaty a dalsi modely vypoctu,

@ relacni databaze, ...
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Struktura pro jazyk

Necht L = (R, F) je jazyk a A je neprazdna mnozina.
@ Realizace (interpretace) relacniho symbolu R € R na A je libovolna
relace R* C A*(®)_ Realizace rovnosti na A je relace Id, (identita).

@ Realizace (interpretace) funkcniho symbolu f € F na A je libovolna
funkce f4: A*) — A. Realizace konstantniho symbolu je tedy prvek z A.

Struktura pro jazyk L (L-struktura) je trojice A = (A, R?, F4), kde
@ A je neprazdna mnozina, zvana domena (univerzum) struktury A,
@ R* = (R* | R € R) je soubor realizaci relanich symbolu (relaci),
@ FA = (f*|f € F) je soubor realizaci funkénich symbolu (funkci).

Strukturu pro jazyk L nazyvame také model jazyka L. Trida vSech modelu
jazyka L se znacCi M(L). Napr. struktury pro jazyk L = (<) jsou

(N, <), (Q,>), (X,E) pokud X # 0, (P(X),<).
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Hodnota termu

Necht 7 je term jazyka L = (R, F) a A = (A, RA, F*) je struktura pro L.
@ Ohodnoceni proménnych v mnoziné A je funkce e: Var — A.

@ Hodnota t*[e] termu ¢ ve struktufe A pfi ohodnoceni e je dana
induktivnim predpisem

xAe] = e(x) pro kazdé x € Var,

(F(to, ... 1)) el = (15t e], ..., 1t [e]) prokazdé f e F.

@ Specialné, pro konstantni symbol ¢ je c[e] = *.
@ Je-li t konstantni term, jeho hodnota v A nezavisi na ohodnoceni e.

@ Hodnota termu v A zavisi pouze na ohodnoceni jeho proménnych.

Napf. hodnota termu x + 1 ve strukture N' = (N, -, 3) pfi ohodnoceni e,
pro které ¢(x) = 2, je (x + 1)V [e] = 6.
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Hodnota atomické formule

Necht ¢ je atomicka formule tvaru R(z,...,t,_1) jazyka L = (R, F) a
A= (A, RA, F4) je struktura pro L.

@ Hodnota H-}(y)[e] formule ¢ ve struktufe A pfi ohodnoceni e je

{ 1 pokud (t3'le], ..., 2 [e]) € R,

HA(R(ty, ... 1, —
at( (07 ) 1))[6] 0 Jlnak
pricemz =4 je Idu, tj. H: (to = 1;)[e] = 1 pokud 75‘[e] = #{*[e], jinak 0.

@ Je-li p sentence, tj. vSechny jeji termy jsou konstantni, jeji hodnota v A
nezavisi na ohodnoceni e.

@ Hodnota ¢ v A zavisi pouze na ohodnoceni jejich (volnych) proménnych.

Napr. hodnota formule o tvaru x + 1 < 1 ve strukture N' = (N, +, 1, <) pfi
ohodnoceni e je HY (p)[e] = 1 pravé kdyZ e(x) = 0.
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Hodnota formule

Hodnota H*(p)[e] formule ¢ ve struktufe A pfi ohodnoceni e je

HA(p)le] = H2 (p)[e] pokud ¢ je atomicka,
H* (=p)[e] = =1 (H" (¢)[e])
HA (o Np)le] = A (HA(p)[e], H (1) [e])
H* (@ V 1)[e] = Vi(H"(¢)e], H* (1))[e])
H™ (o = ¥)[e] = =1 (H*(0)[e], H ()]e])
HA(p <> ¥)le] = <1 (H(p)[e], H ()]e])
HA((Vx)p)[e] = r;g?(HA(gp) e(x/a)])
HA((x)p)[e] = I}}g}(HA(SO)[e(X/a)])

kde —1, A1, Vi, —1, <1 jsou Booleovské funkce dané tabulkami a e(x/a)
pro a € A znaci ohodnoceni ziskané z ¢ nastavenim e(x) = a.

Pozorovani HA(y)le] zavisi pouze na ohodnoceni volnych proménnych ve o.
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Platnost pfi ohodnoceni

Formule ¢ je pravdiva (plati) ve strukture A pfi ohodnoceni e, pokud
HA(p)le] = 1. Pak piSeme A = ¢[e], v opaéném pfipadé A [~ ple]. Plati

A E —ple] & A = ole]

A= (pA)lel & A= ple] a A=yl

A= (pV)le & A= ¢le] nebo A= yle

AE (o — )] & jestlize A = ple], pak A = e
A= (¢ < ¥)le] = A|= ple] prave kdyz A |=1)le]
A = (Vx)ple] & A E ple(x/a)] prokazdéac A
A = (3x)ple] =3 A = ple(x/a)] pro néjaké a € A

Pozorovani Necht term t je substituovatelny za proméennou x do formule o a
formule ) je varianta p. Pak pro kazdou strukturu A a ohodnoceni e plati

1) A= o(x/t)[e] pravé kdyZ? A &= ple(x/a)] proa = t[e],
2) A E ple] prave kdyZz A = le].
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Zakladni sémantika PL Platnost (pravdivost)

Platnost ve strukture

Necht' ¢ je formule jazyka L a A je struktura pro L.

@ o je pravdiva (plati) ve strukture A, znaceno A = ¢, pokud A = ¢le] pro
kazdé ohodnoceni e: Var — A. V opacném pripadé piSeme A [~ .

@ pje lZivav A, pokud A = —p, tj. A £ ple] pro kazdé e: Var — A.

@ Pro kazdé formule ¢, v, proménnou x a strukturu A plati

(1)  AEe =
2) AEFony <
3) AEoeVvy <«
4) AEv &

A
A
A
A

s
=y a AFy
= o nebo Ay
= (Vx)¢

@ Je-li p sentence, je p pravdiva v A Ci lziva v A a tedy implikace (1) plati i
obraceneé. Je-li ¢ nebo 1 sentence, implikace (3) plati i obracene.

@ Z (4) plyne, ze A = ¢ prave kdyz A = v, kde v je generalni uzaver o, ij.
formule (Vx;) - (Vx,)e, Vv Niz xq,..

., X, jsou vSechny volné promenné .
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Platnost v teorii a logicka platnost

@ Jeorie jazyka L je libovolnd mnozina T formuli jazyka L (tzv. axiomu).

@ Model teorie T je L-struktura A takova, ze A = ¢ pro kazdé ¢ € T,
znacime A =T.

@ Trida modeliteorie Tje M(T) ={AcM(L) | Al=T}.

@ Formule ¢ je pravdiva v T (plati vT), znaCime T |= ¢, pokud A |= ¢
pro kazdy model A teorie T. V opacném pripade piseme T |~ .

@ Formule ¢ je IZiva v T, pokud T = —, {j. je Iziva v kazdém modelu T.
@ Formule ¢ je nezavisla v T, pokud neni pravdiva v T ani lzivav T.
@ Je-liT =1, jeM(T)=M(L) ateorii T vynechavame, pripadné fikame
“v logice”. Pak = ¢ znaci, ze ¢ je pravdiva ((logicky) plati, tautologie).
@ Dusledek T je mnozina 6%(T) vSech sentenci jazyka L pravdivych v T, ;.
0“(T) = {o € Fm; | T |= ¢ a ¢ je sentence}.
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A\ 4V 4 n
Priklad teorie

Teorie usporadani T jazyka L = (<) s rovnosti ma axiomy

x<x (reflexivita)
x<y AN y<x — x=y (antisymetrie)
x<y N y<z — x<z (tranzitivita)

Modely T jsou L-struktury (S, <g), tzv. usporadané mnoziny, ve kterych plati
axiomy T, napf. A = (N, <) nebo B = (P(X),C) pro X = {0, 1,2}.

@ Formule ¢ ve tvarux < yV y < x plati v A, ale neplati v B, nebot’ napr.
B #~ vle|] pfi ohodnoceni e(x) = {0}, e(y) = {1}, je tedy nezavislavT.

@ Sentence ) ve tvaru (dx)(Vy)(y < x) Je pravdiva v B a Iziva v A, je tedy
rovnéZz nezavisla vT. Piseme BB |= 1, A = —).

@ Formule y vetvaru (x < yANy<zAz<x)— (x=yAy=72) Je
pravdiva v T, piseme T |= y, totéz plati pro jeji generalni uzaver.
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