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Kanonicky model

Z bezesporné vetve V dokonceného tabla vyrobime model, ktery se shoduje
s V. Vyjdeme z dostupnych syntaktickych objektu - konstantnich termu.

Necht V je bezesporna vetev dokonceného tabla z teorie T jazyka
L = (F,R). Kanonicky model z vétve V je Lc-struktura A = (A, 74, R*), kde

(1) A je mnozina vsech konstantnich termu jazyka L,

(2) fA(s1,....80) = f(s1,...,8n)

pro kazdy n-arni funkcni symbol f € FU (Lc\ L) a sp,...,8, € A.
(3) RA(sy,...,s,) < TR(s1,...,s,) je polozka na V
pro kazdy n-arni relacni symbol R € R Ci rovnost a s,...,S, € A.

Poznamka Vyraz f(si,...,S,) na prave strane v (2) je konstantni term jazyka
Lc, tedy prvek z A. Neformalne, pro zduraznéni, Ze jde o syntakticky objekt

A1, o, 8n) =“F(s1,...,8)
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Kanonicky model - priklad

Necht teorie T = {(Vx)R(f(x))} je jazyka L = (R, f, d). Systematické tablo
pro F—R(d) z T obsahuje jedinou vétev V a ta je bezesporna.

Kanonicky model A = (A, R4, f4,d” c¢i')icn 2 V je pro jazyk Lc a plati
A= {dvf(d)vf(f(d)) 7777 Cva(CO)vf(f(CO)) 7777 Claf(cl)vf(f(q))v e }7
d*=d, c!=c pro ieN,

fAd)="f(d), fAf(a)="ff(d), fFFd)) ="
R ={d.f(d),f(f(d)),....f(c0). f(f(c0)),....[(cr).

Redukt A najazyk Lje A’ = (A, RA, fA, d™V).
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Kanonicky model s rovnosti

Je-li jazyk L s rovnosti, T* oznacuje rozS8ireni T o0 axiomy rovnosti pro L.

Pozadujeme-li, aby rovnost byla interpretovana jako identita, kanonicky model
A z bezesporné vétve V dokonceného tabla z T* musime faktorizovat dle =4.

Dle definice (3), v modelu A z V pro relaci =4 plati, Ze pro kazdé s;, s, € A,

si="s < T(s1=s)jepolozkana V.

Jelikoz V je dokoncena a obsahuje axiomy rovnosti, relace = je ekvivalence
na A a navic kongruence pro vsechny funkce a relace v A.

Kanonicky model s rovnosti z vétve V je faktorstruktura A/ =".
Pozorovani Pro kaZdou formuli o,

Ay & (A/=" E¢
pricemz v A je = interpretovand relaci =", zatimco v A/ =" jako identita.

Poznamka A je (spocetné) nekonecny model, ale A/ =" miZe byt konecny.
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Kanonicky model s rovnosti - priklad

Necht T = {(Vx)R(f(x)), (Vx)(x = F(f(x)))} je nad L = (R, f,d) s rovnosti.
Systematické tablo pro F—R(d) z T* obsahuje bezespornou vétev V.
V kanonickém modelu A = (A, R, =4 f4 d*, ¢/') ey z V pro relaci = plati

=" & si=f((f(s) ) nebo s=F(-(f(s) ),

kde f je aplikovano 2i-krat pro néjaké i € N.

Kanonicky model s rovnosti z V je B = (A/=%) = (A/ =%, R5 [ d", cF) ey

(A=) = {[d] =1, [f(@)]=1, [c0] =1, [f (c0)] =1, [e1] =, [f (c1)] =1, . - },
d® = [d]_x, ¢ =][ci]_a pro i€ N,

fAdl=a) = [f(d)l=s, fP(f(@)]r) = [F(F(d))]=s = [d]a, ..

~o

Redukt B na jazyk Lje B’ = (A/ =", R5 5 dP).
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V 4
Uplnost

Lemma Kanonicky model A z bezesporné dok. vetve V se shoduje s V.
Dukaz Indukci dle struktury sentence vyskytujici se v polozce na V.

@ Pro ¢ atomickou, je-li Tpna V,je A = ¢ dle (3). Je-li Fp na V, neni
Ty na V, nebot V je bezesporna, atedy A = —¢ dle (3).

@ Je-li T(pNy)naV,je Tyoa Ty na V,nebot V je dokoncena. Dle
indukéniho predpokladu je A = pa A = 1, tedy A = ¢ A .

@ Je-li F(op ANy)na V,je Fp nebo Fi) na V, nebot V je dokoncena. Dle
indukéniho predpokladu je A = —p nebo A = 1), tedy A = —(o A ).

@ Pro ostatni spojky obdobné jako v predchozich dvou pfipadech.

@ Je-li T(Vx)p(x)na V,je Typ(x/t)na V pro kazdé t € A, nebot V je
dokoncena. Dle indukcniho predpokladu je A = ¢(x/t) pro kazdeé ¢ € A,
tedy A = (Vx)p(x). Obdobne pro F(dx)p(x) na V.

@ Je-li T(dx)p(x)na V, je Ty(x/c) na V pro néjaké c € A, nebot V je
dokoncena. Dle indukcniho predpokladu je A = ¢(x/c), tedy
A = (dx)p(x). Obdobneé pro F(Vx)p(x)na V. [
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Véta o uplnosti

Ukazeme, ze tablo metoda ve predikatove logice je uplina.

Véta Pro kazdou teorii T a sentenci o, je-li ¢ pravdiva v T, je ¢ tablo
dokazatelnaz T, . T =y = T+ .

Dukaz Necht ¢ je pravdiva v T. Ukazeme, ze libovolné dokoncené tablo
(napr. systematické) = z teorie T s polozkou Fy v koreni je sporneé.

@ Kdyby ne, v tablu 7 je néjaka bezesporna vétev V.

@ Dle predchoziho lemmatu existuje struktura A pro jazyk Lc shodujici se
s vétvi V, specialné s polozkou Fp v kofeni, tj. A = —.

@ Necht' A’ je redukt struktury A na plvodni jazyk L. Plati A" = —.

@ Jelikoz vétev V je dokoncena, obsahuje T pro kazdé ¢ € T.

@ Tedy A’ je modelem T (nebot’ A’ se shoduje s Ty pro kazdé ¢ € T).
@ To je ale ve sporu s tim, Ze ¢ plati v kazdém modelu teorie T.

Tedy tablo 7 je dukazem ¢z T. [
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Vlastnosti teorii

Zavedeme syntaktické varianty jiz definovanych sémantickych pojmdu.

Necht T je teorie jazyka L. Je-li sentence ¢ dokazatelna z T, fekneme, ze
¢ je véta (teorem) teorie T. Mnozinu vét teorie T oznaéme

Thm"(T) = {p € Fm; | T+ ¢}.
Rekneme, Ze teorie T je
@ sporna, jestlize je v T dokazatelny _L (spor), jinak je bezesporna,

@ kompletni, jestlize neni spornd a kazda sentence je v ni dokazatelna Ci
zamitnutelnd, tj. TH o Ci T F —o.

o extenze teorie T’ jazyka L, jestlize L' C L a Thm™(T’) C Thm(T),
0 extenzi T teorie T’ rekneme, Ze je jednoducha, pokud L = L', a
konzervativni, pokud Tthl( T") = Thm'(T) N Fmy,,

@ ckvivalentni s teorii T’, jestlize T je extenzi T' a T’ je extenzi T.
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Tablo metoda v PL Dusledky Uplnosti
Dusledky

Z korektnosti a uplnosti tablo metody vyplyva, Ze predchozi pojmy se
shoduji se svymi sémantickymi variantami.

Dusledek Pro kazdou teorii T a sentence o, v jazyka L,
@ ThHpprave kdyz T = o,
e Thm/(T) = 6%(T),
@ T je sporna, prave kdyZz je semanticky sporna, ti. nema model,

@ T je kompletni, prave kdyz je sémanticky kompletni, tj. ma az na
elementarni ekvivalenci jediny model,

@ T .ot prave kdyz T + o — o (Véta o dedukci).

Poznamka Vétu o dedukci Ize dokazat primo, transformaci pfislusnych tabel.
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Léwenheim-Skolemova véta a kompaktnost

Veta KaZda bezesporna teorie T spocetného jazyka L bez rovnosti ma
spocetne nekonecny model.

Dukaz Necht r je systematické tablo z T's F_L v koreni. JelikoZ je dokoncené
a obsahuje bezespornou vétev V, nebot L neni dokazatelny z T, existuje
kanonicky model A z V. Jelikoz se A shoduje s V, jeho redukt na jazyk L

je hledanym spocetné nekone¢nym modelem T. [

Poznamka Jde o slabou verzi tzv. Léwenheim-Skolemovy véty. Ve
spocetném jazyce s rovnosti je kanonicky model s rovnosti spocetny.

Véta Teorie ma model, pravé kdyz kazda jeji konecna ¢ast ma model.

Dukaz Implikace zleva doprava je zfrejma. Pokud teorie T nema model,
je sporna, tj. je z ni dokazatelny L systematickym tablem 7. Jelikoz je 7
konecné, je L dokazatelny z néjaké konecné T/ C T, tj. T nema model. [

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - IX ZS 2020/21 10/16



Nestandardni model prirozenych Cisel

Necht N = (N, §,+, -, 0, <) je standardni model prirozenych Cisel.

Oznacme Th(N) mnozinu vSech pravdivych sentenci v N. Pro n € N oznacme
nterm S(S(---(S(0)---), tzv. n-ty numeral, kde S je aplikovano n-krat.

Uvazme nasledujici teorii T, kde ¢ je novy konstantni symbol.
T'=Th(N)u{n<c|neN}

Pozorovani Kazda konecna cast teorie T ma model.

Tedy dle vety o kompaktnosti ma T model A, jde o nestandardni model
prirozenych cisel. Kazda sentence z Th(N) v nem plati, ale zaroven obsahuje
prvek ¢ vetsi nez kazdé n € N (tj. hodnota termun v A).
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RozsSirovani teorii

Ukazeme, Ze zavadeni novych pojmu ma ‘pomocny charakter”,
Tvrzeni Necht' T je teorie jazyka L, T’ je teorie jazyka L’ aL C L.

(i) T je extenze T, prave kdyz redukt A kazdého modelu A’ teorie T
na jazyk L je modelem teorie T,

(it) T’ je konzervativni extenze T, je-li T extenze T a kazdy model A
teorie T Ize expandovat do jazyka L' na model A’ teorie T'.

Dukaz
(i)a) Je-li T" extenze T a ¢ libovolny axiom T, pak T' = ¢. Tedy A" = ¢ a
rovnéz A = o, z Cehoz plyne, Zze A je modelem T.
(i)b) Je-li Amodelem T a T = ¢, kde ¢ je jazyka L, pak A = ¢ a rovnez
A" = p. Ztoho plyne, ze T = p atedy T’ je extenze T.
(i1) Je-li T" =, kde ¢ je nad L, a A je model T, pak v nejaké jeho expanzi
A E=patedy A= ¢. ZCehoz T = o, tj. T’ je konzervativni. [
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Extenze o definovany relacni symbol

Necht T je teorie jazyka L, ¥(xy, ..., Xx,) je formule jazyka L ve volnych
proménnych x;,...,x, a L’ je rozSifeni L o novy n-arni relacni symbol R.

Extenze teorie T o definici R formuli v je teorie T’ vznikla pridanim axiomu

R(x1,...,Xn) < ¥(x1,...,Xn)

Pozorovani KazZdy model teorie T Ize jednoznacne expandovat na model T .

Dusledek T’ je konzervativni extenze T.

Tvrzeni Pro kazdou formuli o' nad L' existuje p nad L, t.Z. T' = ¢’ <> .

Dukaz Kazdou podformuli R(f, ..., t,) nahradime za ¢’ (x,/t1, ..., Xn/ts),
kde ¢’ je vhodna varianta 1 zarucujici substituovatelnost vSech termd. [

Napr. symbol < [ze zavést v jazyce aritmetiky pomoci axiomu
X1 < Xo < (Hy)(xl + )y = JCZ)
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Extenze o definovany funkCni symbol

Necht T je teorie jazyka L a pro formuli ¥ (x,, ..., x,,y) jazyka L ve
volnych promeénnych xi, ..., x,, y plati
T = (3y)v(x,..., X Y) (existence)
TEy(x,....,x0,)) N Y(x1,...,X0,2) — y=2 (jednoznacnost)

Oznacme L' rozSifeni L o novy n-arni funkéni symbol f.

Extenze teorie T o definici f formuli ) je teorie T’ vznikla pridanim axiomu

f(x1,.... %)=y < Y(x1,...,%Xn,Y)

Poznamka Je-liv tvaru t(x,,...,x,) = v, kde xi, ..., X, jsou promenné
termu t, podminky existence a jednoznacnosti plati.

Napr. binarni funkcni symbol — Ize zavest pomoci + a unarniho — axiomem

X1 —X=) < X+ (—X)=Yy
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Rozsirovani teorif Extenze o definice

Extenze o definovany funkéni symbol (pokr.)

Pozorovani KazZdy model teorie T Ize jednoznacne expandovat na model T .
Dusledek T’ je konzervativni extenze T .

Tvrzeni Pro kazdou formuli o' nad L' existuje p nad L, t.Z. T' = ¢’ <> .
Dukaz Staci uvazit ¢’ s jedinym vyskytem f. Ma-li " vice vyskytu f, Ize
postup aplikovat induktivné (v pripadeé vnorenych vyskytu jdeme od vnitfnich
k vnéjSim). Oznacme ¢* formuli vzniklou z ¢’ nahrazenim termu f(t, ..., t,;)
za novou promeénnou z. Za o vezmeme formuli

(F2) (" A ' (a/f, ... X/ tn, ¥/ 2)),
kde ¢’ je vhodna varianta v zarucujici substituovatelnost vSech termdu.
Necht A je model T”, e je ohodnoceni, a = f(f, ..., t,)[e|. Diky obéma
podminkam plati A = ¢/ (x, /16, ..., x,/1,,v/2)|e] prave kdyz e(z) = a. Tedy
AEplel & AEy¢'le(z/a) & AR e
pro kazdé ohodnoceni e, tj. A= ' < patedy T' = ¢ < . [
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Extenze o definice
Teorie T’ jazyka L' je extenze teorie T jazyka L o definice, pokud vznikla
z T postupnou extenzi o definici relacniho ¢i funkéniho symbolu.
Dusledek Necht T’ je extenze teorie T o definice. Pak

@ kazdy model teorie T Ize jednoznacne expandovat na model T’,

@ T’ je konzervativni extenze T,

@ pro kazdou formuli ¢’ nad L' existuje p nad L takova, ze T' = ©' < ¢.
Napr. viteoriiT ={(3y)(x+y=0),(x+y=0A(x+2=0) — y =2z} nad
L = (+,0,<) s rovnosti Ize zavest < a unarni funkcni symbol — axiomy

—X=y < x+y=0
X<y < x<yA-=(x=y)

Pak formule —x < y je v této extenzi o definice ekvivalentni formuli
(32)((z<y A ~(z=Y)) A x+2=0).
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