
Algoritmická teorie her – př́ıklady na 7. cvičeńı∗

5. prosince 2023

1 Regret minimizace

Pro posloupnost (pt)Tt=1 pravděpodobnostńıch rozděleńı vystoupených algoritmem A a pro mo-

difikačńı pravidlo F : X → X, definujeme modifikovanou posloupnost (f t
)
T
t=1 = (F t

(pt))Tt=1,

kde f t
= (f t

1, . . . , f
t
N ) a f t

i =
∑

j : F t(j)=i p
t
j . Ztráta modifikované posloupnosti je pak LT

A,F =
∑T

t=1

∑N
i=1 f

t
i ω

t
i. Pro posloupnost ωt ztrátových vektor̊u je regret algoritmu A vzhledem k F rovný

RT
A,F = maxF→F

{
LT
A ↑ LT

A,F

}
. Exterńı regret algoritmu A je potom RT

A,Fex , kde Fex
= {Fi : i ↓

X} obsahuje modifikačńı pravidla Fi = (F t
i )

T
t=1 taková, že F t

i vždy vraćı akci i. Interńı regret

algoritmu A je RT
A,Fin pro množinu F in

= {Fi,j : (i, j) ↓ X ↔X, i ↗= j} of N(N ↑ 1) modifikačńıch

pravidel Fi,j = (F t
i,j)

T
t=1, kde v každém kroce t, F t

i,j(i) = j a F t
i,j(i

↑
) = i↑ pro každé i↑ ↗= i. Swap

regret algoritmu A je RT
A,Fsw pro množinu Fsw

všch modifikačńıch pravidel F : X → X.

Exercise 1. Ukažte, že swap regret je vždy nanejvýš N -krát tak velký jako interńı regret.

Exercise 2. Nalezněte př́ıklad s N = 3, ve kterém je exterńım regret nulový, ale swap regret je

neomezený jako funkce T .
Upřesněńı: stač́ı pouze vybrat př́ıslušnou posloupnost akćı a1, . . . , aT , ai ↓ X = {1, 2, 3} a

posloupnost ztrát ω1a, . . . , ω
T
a pro každé a ↓ X.

Pro hru G = (P,A,C) v normálńım tvaru pro n hráč̊u je pravděpodobnostńı rozděleńı p(a) na A
korelovaným ekvilibriem vG, pokud

∑
a→i→A→i

Ci(ai; a↓i)p(ai; a↓i) ↘
∑

a→i→A→i
Ci(a↑i; a↓i)p(ai; a↓i)

pro každého hráče i ↓ P a všechna ai, a↑i ↓ Ai. Pravděpodobnostńı rozděleńı p(a) na A je hrubým

korelovaným ekvilibriem v G, pokud
∑

a→A Ci(a)p(a) ↘
∑

a→A Ci(a↑i; a↓i)p(a) pro každého hráče

i ↓ P a každé a↑i ↓ Ai.

2 Hry v roš́ı̌rené formě

Sekvenčńı forma hry G s neúplnou informaćı je čtveřice (P, S, u, C) kde P je množinou n hráč̊u,

S = (S1, . . . , Sn), kde Si je množinou posloupnost́ı hráče i, u = (u1, . . . , un), kde ui : S → R
je výplatńı funkćı hráče i a C = (C1, . . . , Cn) je množinou lineárńıch podmı́nek na realizačńı

pravděpodobnosti hráče i.

Exercise 3. Zkonstruujte rozš́ıřenou formu Hry na kuře z Tabulky 1 a určete jej́ı sekvenčńı formu

a problém komplementarity pro nalezeńı Nashových ekvilibríı v této hře.

Zatoč Rovně

Zatoč (0,0) (-1,1)

Rovně (1,-1) (-10,-10)

Tabulka 1: Hra na kuře v normálńı formě.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.m!.cuni.cz/˜balko/

1

 

http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


Notedone

ledgedimview aheim stainonprudopodobnost budeexterniregret 0

t.li Is

Ip regret

0 a brideshaky

IT
2yhdybyehpieplhajinocahn.frnebo31

tobleje externiregret0 mithyahfartloss 2
protoiejsemvsuderygene.am 1o
2

flyby
ladybyehdostal in A ahoi 2
thmevibeenanjing tyjini

i 2 3 prepisyu 2 a 3

tableexterni

regret
nonmi

TedtelldiletitonVée
A teddalai



Algoritmická teorie her – př́ıklady na 8. cvičeńı∗

12. prosince 2023

1 Konvergence no-regret učeńı

Pro posloupnost (pt)Tt=1 pravděpodobnostńıch rozděleńı vystoupených algoritmem A a pro mo-
difikačńı pravidlo F : X → X, definujeme modifikovanou posloupnost (f t)Tt=1 = (F t(pt))Tt=1,
kde f t = (f t

1, . . . , f
t
N ) a f t

i =
∑

j : F t(j)=i p
t
j . Ztráta modifikované posloupnosti je pak LT

A,F =
∑T

t=1

∑N
i=1 f

t
i ω

t
i. Pro posloupnost ωt ztrátových vektor̊u je regret algoritmu A vzhledem k F rovný

RT
A,F = maxF→F

{
LT
A ↑ LT

A,F

}
. Exterńı regret algoritmu A je potom RT

A,Fex , kde Fex = {Fi : i ↓
X} obsahuje modifikačńı pravidla Fi = (F t

i )
T
t=1 taková, že F t

i vždy vraćı akci i. Interńı regret

algoritmu A je RT
A,Fin pro množinu F in = {Fi,j : (i, j) ↓ X ↔X, i ↗= j} of N(N ↑ 1) modifikačńıch

pravidel Fi,j = (F t
i,j)

T
t=1, kde v každém kroce t, F t

i,j(i) = j a F t
i,j(i

↑) = i↑ pro každé i↑ ↗= i. Swap

regret algoritmu A je RT
A,Fsw pro množinu Fsw všch modifikačńıch pravidel F : X → X.

Exercise 1. Dokažte, že pravděpodobnostńı rozděleńı p je korelovaným ekvilibriem, neboli

Ea↓p[Ci(a) | ai] ↘ Ea↓p[Ci(a
↑
i; a↔i) | ai]

pro každého hráče i ↓ P a všechna ai, a↑i ↓ Ai, právě tehdy, když

Ea↓p[Ci(a)] ↘ Ea↓p[Ci(F (ai); a↔i)]

pro každého hráče i ↓ P a každé modifikačńı pravidlo F : Ai → Ai.

Hint: M̊uže se hodit nahlédnout, že plat́ı Ea↓p[Ci(a)] =
∑

ai→Ai
P (ai) · Ea↓p[Ci(a) | ai], kde

P (ai) =
∑

a→i→A→i
p(ai; a↔i) je pravděpodobnost, že hráči i je doporučeno ai.

Exercise 2. Bud’ G = (P,A,C) hra v normálńım tvaru pro n hráč̊u, ε > 0 a T = T (ε) ↓ N.
Necht’ po T kroćıch No-regret dynamics má každý hráč i ↓ P pr̊uměrný exterńı regret nanejvýš ε.
Definujme pt =

∏n
i=1 p

t
i součin smı́̌sených strategíı hráč̊u v kroce t a bud’ p = 1

T

∑T
t=1 p

t
. Ukažte,

že p is ε-hrubým korelované ekvilibirium, neboli

Ea↓p[Ci(a)] ↘ Ea↓p[Ci(a
↑
i; a↔i)] + ε

pro každého hráče i ↓ P a každou akci a↑i ↓ Ai.

Exercise 3. Bud’ G = (P,A,C) hra v normálńım tvaru pro n hráč̊u, ε > 0 a T = T (ε) ↓ N.
Necht’ po T kroćıch No-swap-regret dynamics má každý hráč i ↓ P pr̊uměrný swap regret nanejvýš

ε. Definujme pt =
∏n

i=1 p
t
i součin smı́̌sených strategíı hráč̊u v kroce t a bud’ p = 1

T

∑T
t=1 p

t
. Ukažte,

že p is ε-korelované ekvilibirium, neboli

Ea↓p[Ci(a)] ↘ Ea↓p[Ci(F (ai); a↔i)] + ε

pro každého hráče i ↓ P a každé modifikačńı pravidlo F : Ai → Ai.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.m!.cuni.cz/˜balko/
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