Algoritmicka teorie her — priklady na 7. cviceni*
5. prosince 2023

1 Regret minimizace

Pro posloupnost (p')7_, pravdépodobnostnich rozdéleni vystoupenych algoritmem A a pro mo-
difikaén{ pravidlo F': X — X, definujeme modifikovanou posloupnost (f)I_, = (Fi(p ))t 15
kde f* = (ff,....fh) a fI = 22, Ft(j):ipz-. Ztrdta modifikované posloupnosti je pak L} p =
ZtT:l Zf\; fHet. Pro posloupnost ¢! ztratovych vektoru je regret algoritmu A vzhledem k F rovny
RY F = MaXper {4 - L% F} Extern{ regret algoritmu A je potom R% Feo, kde F¥ ={F:i €
X} obsahuje modifikaéni pravidla F; = (F})L; takova, ze F! vzdy vraci akci i. Interni regret
algoritmu A je RA Fin Pro mnozinu F" = {F} ;: (i,j) € X X 1 # j} of N(N — 1) modifika¢nich
pravidel F; ; = (Ft )iy, kde v kazdém kroce t, F} (i) = j a Ff(i') = i’ pro kazdé i’ # i. Swap
regret algoritmu A je R% A, 7w Pro mnozinu F** vsch modifikacnich pravidel F': X — X.

Exercise 1. Ukazte, Ze swap regret je vidy nanejvys N-krdat tak velky jako internt regret.

Exercise 2. Naleznéte priklad s N = 3, ve kterém je externim regret nulovy, ale swap regret je
neomezeny jako funkce T .

Upresnénd: staéi pouze vybrat prislusnou posloupnost akcei a',....aT, a* € X = {1,2,3} a
posloupnost ztrdt £, ... (T pro kazdé a € X.

Pro hru G = (P, A, C) v normélnim tvaru pro n hréc¢u je pravdépodobnostni rozdéleni p(a) na A
korelovanym ekvilibriem v G, pokud >, s . Ci(ai;a—i)p(ai;a—i) <3, . , Cilaj;a—i)plai;a—;)
pro kazdého hrace i € P a vSechna a;,a; € A;. Pravdépodobnostni rozdéleni p( ) na A je hrubym
korelovangm ekvilibriem v G, pokud ZaeA i(a)p(a) < > ,ca Cilaj;a_;)p(a) pro kazdého hrace
i € P a kazdé a] € A,.

2 Hry v rosirené formé

Sekvencnd forma hry G s nedplnou informaci je ¢tvefice (P, S, u,C) kde P je mnozinou n hricu,
S = (S1,...,5), kde S; je mnozinou posloupnosti hréce i, u = (uq,...,uy), kde u;: S — R
je vyplatni funkei hréce ¢ a C = (C4,...,C,) je mnozinou linedrnich podminek na realiza¢ni
pravdépodobnosti hrace 1.

Exercise 3. Zkonstruujte rozsirenou formu Hry na kute z Tabulky a urcete jeji sekvencéni formu
a problém komplementarity pro nalezeni Nashovijch ekvilibrii v této hre.

‘ Zatoc ‘ Rovné
Zatoc | (0,0) (-1,1)
Rovneé | (1,-1) | (-10,-10)

Tabulka 1: Hra na kufe v normalni formé.

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/ balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Exercise 1. Ukazte, Ze swap regret je vidy nanejvys N -krdt tak velky jako internt regret.
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Exercise 2. Naleznéte priklad s N = 3, ve kterém je externim regret nulovy, ale swap regret je

neomezeny jako funkce T'.
Upresnéni: staci pouze vybrat prislusnou posloupnost akei a',....a”, a* € X = {1,2,3} a

posloupnost ztrdt X, ... 0T pro kazdé a € X .
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Algoritmicka teorie her — priklady na 8. cviceni*
12. prosince 2023

1 Konvergence no-regret uceni

Pro posloupnost (p')%_, pravdépodobnostnich rozdéleni vystoupenych algoritmem A a pro mo-
difikaén{ pravidlo F': X — X, definujeme modifikovanou posloupnost (f)I_, = (F'(p'))L,,
kde f* = (ff,....fh) a fI = 22, Ft(j):ipz-. Ztrdta modifikované posloupnosti je pak L} p =
ZtT:l Zf\; fHet. Pro posloupnost ¢! ztratovych vektoru je regret algoritmu A vzhledem k F rovny
RE,}‘ = maxper {L] — LiF}. Externi regret algoritmu A je potom Ri]_-ez, kde F* = {F;: i €
X} obsahuje modifikaéni pravidla F; = (F})L; takova, ze F! vzdy vraci akci i. Interni regret
algoritmu A je RZ,P" pro mnozinu F** = {F, ;: (i,j) € X x X,i # j} of N(N — 1) modifika¢nich
pravidel F; ; = (Fifj)le, kde v kazdém kroce t, F} ;(i) = j a F};(i") = ' pro kazdé i’ # i. Swap
regret algoritmu A je RZ;, rew Pro mnozinu F** vich modifika¢nich pravidel F': X — X.

Exercise 1. Dokazte, Ze pravdépodobnostni rozdéleni p je korelovangym ekvilibriem, neboli
Eanp[Ci(a) | a;] < EanplCi(aj;a—i) | ai
pro kaZdého hrdce i € P a viechna a;,a; € A;, prdvé tehdy, kdyz
Eanp|Ci(a)] < Eanp|Ci(F(ai);a-i)]

pro kazdého hrdce i € P a kaZdé modifikacni pravidlo F': A; — A;.
Hint: Mize se hodit nahlédnout, Ze plati Eqp|Ci(a)] = >, ca, Plai) - Eanp[Ci(a) | ail, kde
P(a;) = Za_ieA_i pla;;a—;) je pravdépodobnost, Ze hrdci i je doporuceno a;.

Exercise 2. Bud G = (P, A,C) hra v normdlnim tvaru pro n hrdci, ¢ > 0 a T = T(e) € N.
Necht po T krocich No-regret dynamics md kazdy hrdé i € P primérny externi regret nanejvys .
Definujme p* =[], p! soucin smisenyjch strategii hrdci v kroce t a bud p = % Zthl pt. Ukazte,
Ze p is e-hrubym korelované ekvilibirium, neboli

Eanp[Ci(a)] < Eanp[Cilaz;a—i)] +e
pro kazdého hrdce i € P a kaZdou akci a) € A;.

Exercise 3. Bud G = (P, A,C) hra v normdlnim tvaru pro n hrdci, ¢ > 0 a T = T(e) € N.
Necht po T krocich No-swap-regret dynamics md kazdiyj hrdc i € P primérny swap regret nanejvys
e. Definujme pt = H?Zl pt soucin smisenych strategii hrdéi v kroce t a bud p = % Z;l pt. Ukaste,
Ze p is e-korelované ekvilibirium, neboli

Eovp[Ci(a)] < EanplCi(F(as);a—i)] +e

pro kazdého hrdace i € P a kaZdé modifikacni pravidlo F: A; — A;.

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/ balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Exercise 1. Dokazte, Ze pravdépodobnostni rozdéleni p je korelovanym ekvilibriem, neboli
EanplCila) | ai] < BanplCilai;a—y) | ai)
pro kazdého hrdce i € P a vSechna a;,a) € A;, prdvé tehdy, kdyz
Eanp[Ci(a)] < Eanp[Ci(F(ai); a—si)]

pro kazdého hrdce i € P a kazdé modifikacni pravidlo F: A; — A;.
Hint: Mize se hodit nahlédnout, zZe plati Bop[Ci(a)] = -, ca, Plai) NP[C a;), kde
P(a;) =3, ca_, Plai;a—;) je pravdépodobnost, Ze hrdci i je dopomrrnn a;
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Exercise 2. Bud G = (P,A,C) hra v normdlnim tvaru pro n hrdaéi, ¢ > 0 a T = T(¢) € N.
Necht po T k7'0(uh No- 7egret dunumzrs md kazdy hrdé i € P prumérny eztwm reqwt nanf]m/s €.

Zep is s—hruby’m korelauane ekmlzbzmum nebolz
/s
S} =7
M” b’ I dw/m’ctn Eunp[Ci(@)] < Eanp[Cilaiza—s)] + €

pro kazdého hrdce i € P a kazdou akci af € A;.
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2 Hry v rosifené formeé

Sekvencéni forma hry G s netplnou informaci je ¢tvefice (P, S,u,C) kde P je mnozinou n hracd,

S = (S1,...,5,), kde S; je mnozinou posloupnosti hrce i, u = (u1,...,uy), kde u;: S = R

je vyplatni funkef hrdce i a C = (Cy,..., C,) je mnozinou linedrnich podminek na realizaéni ./ —
pravdépodobnosti hréce i. X ( “
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Exercise 3. Zkonstruujte rozsirenou formu Hry na kure z Tabulky|1] a urcete jeji sekvenéni formu - An (v |
a problém kompl tarity pro nal { Nashovyjch ekvilibrii v této hre. € I

| Zato¢ | Rovne

Zatoc | (0,0) (-1,1)

Rovné | (1-1) | (-10,-10) 9%
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Tabulka 1: Hra na kufe v normdalni forme.
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