11. cviceni z PSt — 2.-5.5.2023

P#ipomenuti teorie

e Cebygevova nerovnost: Necht X mé konecnou stfedni hodnotu x a rozptyl o2. Pak
1
PUX 20 0) < .

e Centralni limitni véta: Necht X1, ..., X, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni hodnotou p a rozptylem
2. Oznatme Y, = (X; + -+ X,,) — nu)/(v/n - o). Pak Y,, % N(0,1). Neboli

lim Fy, (z) = ®(z) prokazdéz e R.
n—oo

Rikame, Ze posloupnost Y;, konverguje k N(0,1) v distribuci (in distribution,).

e De Moivre-Laplaceho véta fika o néco silngjsi véc: v okoli pn je i pravdépodobnostni funkce Bin(n,p)
dobfe aproximovana hustotou N (np,np(1l — p)), tedy vhodné pieskalovanou Gaussovou funkei ¢. Pies-

néji:
n k n—=k 1 _ (k—"P)z
p 1 —p ~ ¢ 2np(l-p)
</€> (=) 2mnp(1 — p)
pro k blizké pn. Jesté pfesn&ji: pokud pro néjaké ¢ je |k — pn| < c¢y/np(l —p) a n se blizi nekonecnu,
tak pomér dvou vyraza nahoie se blizi k jedné.

Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Vé&ty

1. Statistik chce odhadnout priamérnou vysku A (v metrech) lidi v n&jaké populaci, pomoci n nezavislych
vzorka X1, ..., X,, které vybirdme uniformné ndhodné ze vSech moznych lidi. Pro odhad pouzije vybérovy
pramér X, = (X; + --- + X,,)/n. Odhaduje, Ze smérodatna odchylka jednoho méfeni je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatna odchylka X,, byla nejvyse 1 cm?

(b) Pro jaké n zajisti Cebyéevova nerovnost, ze X, se lisi od h nejvyse o 5 cm s pravdépodobnosti
alespont 99 %?

(c) Statistik si v§imne, Ze vSichni mé¥eni lidé maji vysku v intervalu (1.4,2.1). Jak ma upravit odhad
smérodatné odchylky? Jak se zméni odpovédi na piedchozi otazky?

2. Oznaéme S = 70 ('%). Ozna¢me dale X = S1% X;, kde X, je 0 nebo 1, oboji s pravdépodobnosti
1/2 a veli¢iny X7, ..., X,, jsou nezavislé. Je tedy X ~ Bin(100,1/2).

(a) Vyjadrete S pomoci distribu¢ni funkce Fx.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pripadné vycislete S vhodnym softwarem a srovnejte.

3. Odhadnéte (13000) pomoci CLV. Napovéda: pouzijte CLV pro odhad P(29.5 < X < 30.5) pro vhodnou n.v.
X. Na druhou stranu pro P(X = 30) mame vzorec ('gy') /21% z binomického rozdéleni. Alternativng, mizete

pouzit Moivre-Laplaceho vétu.

4. Chceme odhadnout, zda naSe mince (a zpisob jak s ni hazime) je spravedliva. Pokud ze sta hodu padne
orel vice nez 55-krat, fekneme, ze spravedliva neni. Jaka je pravdépodobnost, Ze se zmylime?

Intervalové odhady

5. Mame jedno méfeni X ~ N(u,1). (Tj. parametr ¢ = p.)

(a) Najdete intervalovy odhad pro p se spolehlivosti 95 %.

(b) Misto jednoho méfeni jich provedeme n (pochopitelné nezéavislych). Jaky bude ted intervalovy
odhad pro p?

(c) Necht X ma stale stfedni hodnotu p a rozptyl 1, ale neni uz nutné normalni. Co se zméni?
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