10. cviceni
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Uloha 1 (Delete v linearnim pfidavani bez nahrobk)

Na piedndaSce jste vidéli, jak implementovat operaci delete pro hashovani s linearnim pfidavanim pomoci
nahrobki. Navrhnéte, jak toto implementovat bez nahrobk.

Mite dvé moznosti jak to délat: bud si u kazdého prvku nebudete pamatovat vibec nic, nebo si u kazdého
prvku budete pamatovat, jak daleko je od svého hashe.

Uloha 2 (Rolling hash je d-univerzalni)

Pro prvocislo p a délku vektoru d definujeme tiidu hashovacich funkei R = {h,: a € Z,}, kde ho(z) =
Z?;OI x;11a’, a viechno poéitame modulo p. (Bereme x € Zg, indexujeme od jednicky.)

Dokazte, ze tato tfida hashovacich funkei je (d — 1)-univerzalni.

Hint:plou fiyplou wny 29snyz — nuatoy p asfialou pw p pudnys woufijod fipzny oz ‘DyiL fiuqabyp D20 1UpDIYDy

Uloha 3 (Vyhledavén{ jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni viech vyskytu podietézce x délky n v textu 7' délky m pomoci hashovandi,
ktery bezi v prumérném case (tj. ve stfedni hodnoté) O(n + m + k - n), kde k je pocet vyskytu z v T

Uloha 4 (Pieteceni v pocitacim Bloomové filtru)

Uvazme pocitaci Bloomuv filtr s maximélni hodnotou jednoho pocitadla £. Tento Bloomuv filtr bude mit m
policek s pocitadly, a budeme pouzivat k zcela ndhodnych hashovacich funkci. Uréete pravdépodobnost toho,
Ze ndm tento Bloomuv filtr pretece (tedy budeme mit aspon jedno pocitadlo, které se dostalo na hodnotu ¢).
Pro jednoduchost muzete zacit nejprve s k = 1, a potom zobecnit pro libovolné k.

Uloha 5 (FKS (Fredman, Komlds, Szemerédi))

Ukézeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S velikosti n univerza U, kterd nem4 zadné
kolize. Mo7na jste narazili na konstrukci, kterd potiebovala Q(n?) paméti (presnéji pamétovych bunék). My to
zvladneme s linedrnfm poétem paméfovych bunék (za pfedpokladu, Ze miiZeme mit zcela ndhodnou hashovact
funkci, tu dokazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a ze si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim
prostoru

Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé drovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkef f rozdélime prvky S do kybliki By, ..., B, (a oznaéime si b; := |B;|). V druhé tdrovni pak
postavime bezkolizn{ tabulku pomoci konstrukce, kdy mame pro kyblik B; tabulku velikosti 2b7 pro b; prvki,
a zkousime ndhodné volit vhodnou hashovaci funkci, dokud nemame zadné kolize.

Prvni drovein: V konstantnim ¢ase si vybereme ndhodnou hashovaci funkci f : U — [n], a tou rozdélime S
do kyblikt. Toto opakujeme, dokud neplati, ze Y. ; b? < fBn pro B = 4.
Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stfedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C pocet

kolizi.
a) Urcete E[C].

b) Urcete C' v zdvislosti na b;.

c¢) Na zékladé piedchozich dvou hodnot uréete E[> ", b?].
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)
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d) Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = Y7 | b? s vhodnou hodnotou, abychom dostali
pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedni hodnota geometrického rozdéleni.)

Druhd troven: Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzélni hashovaci funkei
gi : U — [ab?] pro a = 2. Toto opakujeme, dokud nenf prosta pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice x € B; na druhé trovni.

a) Shora odhadnéte E[Cy].

ITotéz jde udélat s rozumné univerzélni funkei, tohle je jenom pro jednoduchost.
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b) Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku s
aspon jednou kolizi.

c¢) Kolikrdt budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stfedni hodnoté
geometrického rozdéleni.])

Bonusové tulohy

Pti hashovéani ¢asto pocitame modulo, ale to se prelozi do strojového kédu jako operace idiv, kterd je hodné
drahd (latence pro 64 bitovd ¢isla muze byt, dle procesoru, klidné i fadové desitky cyklu). Existuji ale specidln{
prvocisla, tzv. Mersennova, pro kterd to jde rychleji. Ta maji tvar p = 25 — 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvoécislo jen pomoci bitovych operaci (bitshift, bitwise and/or),
s¢éitdni, odéitéani a porovndvani (obecné rychlych operaci).



Uloha 1 (Delete v linearnim pfidévéani bez nahrobkit)

Na prednaSce jste vidéli, jak implementovat operaci delete pro hashovéani s linedrnim pfiddvanim pomoci

nahrobku. Navrhnéte, jak toto implementovat bez nédhrobki.

Mite dvé moznosti jak to délat: bud si u kazdého prvku nebudete pamatovat viibec nic, nebo si u kazdého

prvku budete pamatovat, jak daleko je od svého hashe.
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Uloha 2 (Rolling hash je d-univerzalnf)
Pro prvocislo p a délku vektoru d definujeme tiidu hashovacich funkei R = {he: a € Z,}, kde hq(zx) =
Zf;ol z;41a%, a viechno po¢itdme modulo p. (Bereme z € Z;f, indexujeme od jednicky.)
Dokazte, ze tato tifda hashovacich funkef je (d — 1)-univerzélni.
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Uloha 3 (Vyhledavén{ jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni vsech vyskytu podietézce x délky n v textu T délky m pomoci hashovéni,

ktery bézi v pramérném ¢ase (tj. ve stfedni hodnoté) O(n +m jz k- n;, kde kj_c pocet vyskytt x v T
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Uloha 4 (Pieteteni v potitacim Bloomové filtru)
Uvazme pocitaci Bloomuv filtr s maximalni hodnotou jednoho potitadla ¢. Tento Bloomuv filtr bude mit m
policek s pocitadly, a budeme pouzivat k zcela ndhodnych hashovacich funkei. Urcete pravdépodobnost toho,

ze nam tento Bloomuv filtr pretete (tedy budeme mit aspon jedno pocitadlo, které se dostalo na hodnotu £).
Pro jednoduchost muzete zacit nejprve s k = 1, a potom zobecnit pro libovolné k.
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