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Úloha 1 (Staticky optimálńı BVS)
Máme množinu kĺıč̊u k1 < . . . < kn, ze kterých chceme postavit statický BVS. Zároveň známe četnosti př́ıstup̊u
w1, . . . , wn, kde wi > 0. (Také se na tyto četnosti můžeme d́ıvat jako na pravděpodobnosti.)
Vytvořte algoritmus pro sestrojeńı staticky optimálńıho BVS, který minimalizuje součet

∑n
i=1 h(i) ·wi, kde h(i)

je hloubka kĺıče ki, a kořen má hloubku 1. (Tedy hledáme takový strom, že provedeńı wi př́ıstup̊u ke kĺıči ki
pro každé i bude trvat co nejmenš́ı dobu.)

Úloha 2 (Ĺıně vyvažované stromy)
Připomeňte si, jak funguj́ı ĺıně vyvažované BVS a jakým potenciálem se analyzuj́ı.

a) Jak dlouho může trvat provedeńı k operaćı provedených na libovolném BB[ω] stromu s n vrcholy?

b) Proč je v definici potenciálu výjimka pro rozd́ıl 1, tedy co by se pokazilo, kdybychom ji neudělali?

Úloha 3 (Hloubka splay stromů nemuśı být vždy logaritmická)
Navrhněte posloupnost operaćı, která vytvoř́ı splay strom s lineárńı hloubkou a to jak pro naivńı splay tak pro
správný splay.

Úloha 4 (Naivita se ne vždy vypláćı)
Co se pokaźı, když operaci Splay implementujeme naivně, tedy jen pomoćı jednoduchých rotaćı jedné hrany?

Úloha 5 (Splay stromy maj́ı potenciál)
Ujistěte se, že chápete, jak je definovaný potenciál ve splay stromech a že rozumı́te hlavńım myšlenkám analýzy
amortizované složitosti splaye.

a) Jak je definován potenciál splay stromu?

b) Jaká je amortizovaná cena rotace (dvojité a jednoduché)?

c) Jaká je amortizovaná cena celého splaye a jak plyne z amortizovaných cen rotace?

d) Jaké je reálná cena celého splaye (a v jakých jednotkách ji vlastně poč́ıtáme)?

e) Jaký je potenciál perfektně vyváženého stromu? (Stač́ı nám rozumný horńı a dolńı odhad, pro jednodu-
chost předpokládejte n = 2k → 1.)

f) Jaký je potenciál cesty? (Opět stač́ı rozumné odhady.)

Úloha 6 (Potenciál pro následńıka)
Na prvńım cvičeńı jsme si ukázali, že použit́ı n operaćı následńıka na libovolném BVS, když začneme ve vrcholu
s nejmenš́ım kĺıčem, má složitost O(n). Jak to můžeme dokázat pomoćı potenciálu?

Bonusové úlohy

Úloha 7 (Pro fajnšmekry)
Proved’te přestavěńı BVS na perfektně vyvážený BVS v lineárńım čase a s konstantńı pamět́ı.

Úloha 8 (Splay spojový seznam)
Uvažme následuj́ıćı problém: máme spojový seznam, a v něm máme prvky x1, . . . , xn. Dále pro každý prvek xi

v́ıme, že pravděpodobnost dotazu na tento prvek je pi, kde
n∑

i=1
pi = 1. Cena dotazu na prvek xi je jeho pořad́ı

ve spojovém seznamu. Mějme prvky xi označené tak, že p1 ↑ p2 ↑ . . . ↑ pn ↑ 0.

a) Ukažte, že mezi všemi fixńımi spojovými seznamy je námi vytvořený spojový seznam v pořad́ı x1, x2, . . . , xn

dle pravděpodobnost́ı ve středńı hodnotě optimálńı. Tuto hodnotu dále znač́ıme jako E[Topt].
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b) Uvažme dále tzv. move-to-front spojový seznam, kde v každém kroku prvek ve spojovém seznamu vy-
hledáme, a potom ho umı́st́ıme na začátek. (Na začátku je pořad́ı prvk̊u libovolné.) Ukážeme, že v tomto
př́ıpadě bude středńı hodnota ceny maximálně dvojnásobná, a provedeme to následovně. Prvně budeme
předpokládat, že na každý prvek jsme se už alespoň jednou pod́ıvali, takže pořad́ı prvk̊u ve spojáku nezáviśı
na p̊uvodńım pořad́ı, a budeme zkoumat pořad́ı prvk̊u v nějaký fixńı moment v čase. Z prvńıho kroku

máme, že E[Topt] =
n∑

i=1
i · pi, a dále chceme spoč́ıtat E[Tmtf ] =

n∑
i=1

E[Ri] · pi. kde Ri je náhodná veličina

popisuj́ıćı pořad́ı prvku xi v náš konkrétńı moment. Konkrétně E[Ri] = 1 +
n∑

j=1,j →=i
1 · Pr[xj je před xi]

z linearity středńı hodnoty. Vaš́ım úkolem je nyńı jen určit pravděpodobnost Pr[xj je před xi], a dále
odhadnout E[Tmtf ] ↓ 2 · E[Topt].
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