
4. cvičeńı
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Úloha 1 (Splay stromy maj́ı potenciál)

Ujistěte se, že chápete, jak je definovaný potenciál ve splay stromech a že rozumı́te hlavńım myšlenkám analýzy

amortizované složitosti splaye.

a) Jak je definován potenciál splay stromu?

b) Jaká je amortizovaná cena rotace (dvojité a jednoduché)?

c) Jaká je amortizovaná cena celého splaye a jak plyne z amortizovaných cen rotace?

d) Jaké je reálná cena celého splaye (a v jakých jednotkách ji vlastně poč́ıtáme)?

e) Jaký je potenciál perfektně vyváženého stromu? (Stač́ı nám rozumný horńı a dolńı odhad, pro jednodu-

chost předpokládejte n = 2
k
→ 1.)

f) Jaký je potenciál cesty? (Opět stač́ı rozumné odhady.)

Úloha 2 (Subset theorem)

Ukážeme následuj́ıćı tvrzeńı: mějme splay strom na vrcholech [n] a podmnožinu S ↑ [n], s := |S|. Pak m dotaz̊u,

které se ptaj́ı pouze na prvky S, má časovou složitost O(n · s+m log s).
Jako bonus jej můžeme zlepšit na O(n ·min(s, log n) +m log s).
Předpokládejme, že máme posloupnost dotaz̊u q1, . . . , qm. Dále si označ́ıme jako T0, . . . , Tm stavy splay stromu,

kde Ti je stav po i-té operaci, a jako Si := {qj : j ↓ i}, si := |Si| si označ́ıme množinu prvk̊u, které byly

dotazovány do i-té operace, a mohutnost této množiny. Budeme postupovat následovně:

a) Ukážeme, že když se pod́ıváme na nejmenš́ı podstrom Ti, který obsahuje všechny prvky Si, tak tento

podstrom obsahuje nejvýše 2si → 1 vrchol̊u. Tento podstrom si dále označ́ıme jako Di. (D0 je prázdný

strom.)

b) Ukážeme, že to, co se děje při rotaćıch mezi Ti a Ti+1 v Di umı́me simulovat v malém stromě, který

odpov́ıdá Di.

c) T́ım pádem můžeme cenu každého dotazu rozdělit na dvě části: cena na
”
zvednut́ı“ do Di a cena uvnitř

Di. Triviálně odhadněte cenu na zvednut́ı s prvk̊u jako O(n · s).

d) Odhadneme za pomoci nevážené analýzy cenu všech operaćı uvnitř D = (D0, . . . , Dm) (z prvńıho bodu

máme odhad na velikost Dm) a uvědomı́me si, že to stač́ı.

Bonus: Využijme věty ze cvičeńı a uvědomme si, že pro velké s ji také můžeme použ́ıt se stejným výsledkem.

Bonus 2: Jak to vypadá s část́ı a) pro naivńı splay?

Úloha 3 (Semisplay)

V kroćıch LL a PP (neboli zig-zig) můžeme být ĺıněǰśı a mı́sto provedeńı dvojrotace provést jen jednoduchou

rotaci vrchńı hrany. Konkrétně v př́ıpadě LL mějme tři vrcholy x, y a z takové, že x je levým synem y a y je

levým synem z. Pak při splayováńı x provedeme jednoduchou rotaci hrany zy a dále pokračujeme ve splayováńı

vrcholu y (mı́sto x); p̊uvodně splayovaný prvek se tedy nemuśı dostat do kořene. Kroky LP a PL (zig-zag) nebo

závěrečná jednoduchá rotace funguj́ı stejně. Zanalyzujte amortizovaná cenu operace semisplay.

Úloha 4 (Ultraĺıné splay stromy)

Motivováni úspěšnou lenost́ı, která vedla k operaci semisplay, chceme na stromě provádět ještě méně změn. Co

kdybychom při splayováńı prvku x rotovali jen každou druhou hranu na cestě z x do kořene a postupně měnili

splayovaný prvek?

Úloha 5 (Rozděl a spojuj)

Pro splay strom T a hodnotu k navrhněte operaci Split, která strom T rozděĺı na dva stromy T →, T →→
, přičemž ve

stromě T →
jsou všechny hodnoty menš́ı nebo rovny k a ve stromě T →→

jsou všechny hodnoty větš́ı než k. Pokuste
se zachovat amortizovanou složitost.

Dále pro splay stromy T →, T →→
, kde všechny hodnoty v T →

jsou menš́ı než všechny hodnoty v T →→
, navrhněte

operaci Join(T →, T →→
), která slouč́ı stromy do jednoho v čase O(|T →

|+ |T →→
|).
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Bonusové úlohy

Úloha 6 (Potenciál pro následńıka)

Na prvńım cvičeńı jsme si ukázali, že použit́ı n operaćı následńıka na libovolném BVS, když začneme ve vrcholu

s nejmenš́ım kĺıčem, má složitost O(n). Jak to můžeme dokázat pomoćı potenciálu?
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