4. cviceni

Datové struktury I, 21. 10. 2024 https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2425/ds1/

Uloha 1 (Splay stromy maji potencidl)
Ujistéte se, ze chapete, jak je definovany potencidl ve splay stromech a Ze rozumite hlavnim myslenkdm analyzy
amortizované slozitosti splaye.

a) Jak je definovdn potencidl splay stromu?
) Jaka je amortizovand cena rotace (dvojité a jednoduché)?
) Jakd je amortizovand cena celého splaye a jak plyne z amortizovanych cen rotace?
d) Jaké je redlnd cena celého splaye (a v jakych jednotkéch ji vlastné pocitdme)?
)

Jaky je potencidl perfektné vyvézeného stromu? (Sta¢i ndm rozumny horni a dolni odhad, pro jednodu-
chost predpokladejte n = 2F — 1.)

f) Jaky je potencidl cesty? (Opét staci rozumné odhady.)

Uloha 2 (Subset theorem)

Ukézeme nésledujici tvrzeni: méjme splay strom na vrcholech [n] a podmnozinu S C [n], s := |S|. Pak m dotazu,
které se ptaji pouze na prvky S, ma ¢asovou slozitost O(n - s + mlog s).

Jako bonus jej muzeme zlepsit na O(n - min(s,logn) + mlog s).

Predpoklddejme, ze méme posloupnost dotazu ¢, .. ., g, Déle si oznac¢ime jako Ty, ..., T, stavy splay stromu,
kde T; je stav po i-té operaci, a jako S; := {g;: j < i},s; := |S;| si ozna¢ime mnozinu prvku, které byly
dotazovany do i-té operace, a mohutnost této mnoziny. Budeme postupovat nasledovné:

a) Ukédzeme, 7ze kdyz se podivdme na nejmensi podstrom T;, ktery obsahuje vSechny prvky S;, tak tento
podstrom obsahuje nejvyse 2s; — 1 vrcholu. Tento podstrom si ddle ozna¢ime jako D;. (Dg je prézdny
strom.)

b) Ukdzeme, Ze to, co se déje pii rotacich mezi T; a T;41; v D; umime simulovat v malém stromé, ktery
odpovida D;.

¢) Tim pddem muzeme cenu kazdého dotazu rozdélit na dvé ¢dsti: cena na ,zvednuti“ do D; a cena uvnitf
D;. Trividlné odhadnéte cenu na zvednuti s prvku jako O(n - s).

d) Odhadneme za pomoci nevazené analyzy cenu vsech operaci uvniti D = (Do, ..., D,,) (z prvniho bodu
méame odhad na velikost D,,,) a uvédomime si, Ze to staci.

Bonus: Vyuzijme véty ze cviceni a uvédomme si, ze pro velké s ji také muzeme pouzit se stejnym vysledkem.
Bonus 2: Jak to vypadd s ¢dsti a) pro naivni splay?

Uloha 3 (Semisplay)

rotaci vrchni hrany. Konkrétné v piipadé LL méjme tii vrcholy =,y a z takové, ze = je levym synem y a y je
levym synem z. Pak pii splayovani x provedeme jednoduchou rotaci hrany zy a dale pokracujeme ve splayovani
vrcholu y (misto z); puvodné splayovany prvek se tedy nemusi dostat do kotene. Kroky LP a PL (zig-zag) nebo
zaveretna jednoduchd rotace funguji stejné. Zanalyzujte amortizovand cenu operace semisplay.

Uloha 4 (Ultraliné splay stromy)

Motivovani uspésnou lenosti, kterd vedla k operaci semisplay, chceme na stromé provadét jesté méné zmén. Co
kdybychom pfi splayovani prvku x rotovali jen kazdou druhou hranu na cesté z x do kofene a postupné meénili
splayovany prvek?

Uloha 5 (Rozdél a spojuj)

Pro splay strom T a hodnotu k navrhnéte operaci SPLIT, kterd strom T' rozdéli na dva stromy 7", 7", pricemz ve
stromé& T” jsou vSechny hodnoty mensi nebo rovny k a ve stromé 7" jsou vSechny hodnoty vétsi nez k. Pokuste
se zachovat amortizovanou slozitost.

Dale pro splay stromy T’,T”, kde vSechny hodnoty v T” jsou mensi nez vsechny hodnoty v T”, navrhnéte
operaci JOIN(T",T"), kterd slouéi stromy do jednoho v ¢ase O(|T'| + |T"]).


https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2425/ds1/

Bonusové ulohy

Uloha 6 (Potencial pro néslednika)
Na prvnim cviceni jsme si ukazali, ze pouziti n operaci naslednika na libovolném BVS, kdyz za¢neme ve vrcholu
s nejmensim klicem, mé slozitost O(n). Jak to muzeme dokdzat pomoci potencidlu?
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Uloha 2 (Subsct theorem)

Ukézeme nasledujici tvrzeni: méjme splay strom na vrcholech [n] a podmnozinu S C [n], s := |S|. Pak m dotazi,
které se ptaji pouze na prvky S, ma ¢asovou slozitost O(n - s + mlogs).

Jako bonus jej miizeme zlepsit na O(n - min(s,logn) + mlog s).

Predpoklddejme, Ze méme posloupnost dotazi ¢i, . . ., gm. Déle si oznacime jako Ty, ..., Ty, stavy splay stromu,
kde T; je stav po i-té operaci, a jako S; := {q;: j < i},s; := |Si| si oznatime mmozinu prvki, které byly

dotazovany do i-té operace, a mohutnost této mnoziny. Budeme postupovat ndsledovné:

a) Ukdzeme, ze kdyZ se podivdme na nejmensi podstrom Tj, ktery obsahuje vSechny prvky S;, tak tento
podstrom obsahuje nejvyse 2s; — 1 vrcholii. Tento podstrom si ddle oznacime jako D;. (Dg je prézdny
strom.)

b) Ukézeme, Ze to, co se dé&je pii rotacich mezi T; a T;41 v D; umime simulovat v malém stromé, ktery
odpovidd D;.
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