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Cachováńı

Úloha 1 (LRU vs OPT)

Jak velký může být poměr počtu výpadk̊u LRU a OPT strategíı, použ́ıvaj́ı-li stejně velkou cache? (Na začátku

přepokládejte prázdnou cache.)

Úloha 2 (Jinak velká transpozice)

V cache-oblivious algoritmu
1
jsme tak nějak předpokládali, že velikost matice je mocnina dvojky (tj. je velikosti

2
n→2

n
). Co se stane, pokud tomu tak neńı? Dokažte, že pro matici n→n jsou všechny podmatice v pr̊uběhu skoro

čtvercové, tedy počet řádk̊u a sloupc̊u se lǐśı nejvýše o jedna. Potom nahlédněte, že tato vlastnost algoritmus

nijak nerozbije.

Úloha 3 (Doslovný transpose-and-swap)

V cache-oblivious algoritmu je snadnou chybou provedeńı transpose-and-swap doslova. Tedy, nejdř́ıv obě pod-

matice rekurzivně ztransponujeme, a pak je prohod́ıme. Zanalyzujte časovou složitost tohoto algoritmu a poté

i I/O složitost (tedy počet přenesených blok̊u).

Př́ıprava na hashováńı: opakováńı pravděpodobnosti

Úloha 4 (Lehké opakováńı pravděpodobnosti)

Matt stř́ıĺı, a snaž́ı se trefit se do terče. Protože je začátečńık, pravděpodobnost, že se tref́ı, je p ↑ (0, 1], a je

nezávislá na jakýchkoliv jeho předchoźıch pokusech. Necht’ X je náhodná veličina, která označuje počet pokus̊u

do Mattovy prvńı trefy (včetně). Ukažte, že E[X] =
1
p .

Úloha 5 (Pravděpodobnost kolize)

Ukažte, že v hashovaćı tabulce velikosti m = n2
s n prvky dojde ke kolizi s pravděpodobnost́ı maximálně

1
2 ,

předpokládáme-li zcela náhodnou hashovaćı funkci. (Zkuste to dokázat bez použit́ı př́ımo padnoućıho pozorováńı

z přednášky.)

Úloha 6 (Pevné body permutaćı)

Mějme uniformně náhodnou permutaci na n prvćıch. Určete středńı hodnotu počtu pevných bod̊u této permu-

tace.

Úloha 7 (Černá krabička)

Dostali jste hashovaćı funkci h : U ↓ [m]. Pokud o této funkci nev́ıte nic daľśıho, kolik vyhodnoceńı funkce

potřebujete, abyste zaručeně našli k-tici prvk̊u, které se všechny zobraźı do téže přihrádky?

Užitečné pojmy

Tvrzeńı (Union bound). Pro jevy A1, A2 plat́ı, že P [A1 ↔A2] ↗ P [A1] + P [A2].

Tvrzeńı (Linearita středńı hodnoty). Pro náhodné veličinyX,Y a ω,ε ↑ R plat́ı: E[ωX+εY ] = ωE[X]+εE[Y ].

Definice (Indikátor, nezávislost náhodných veličin). Necht’ A je jev v diskrétńım pravděpodobnostńım prostoru.

Potom indikátor A je náhodná veličina IA definovaná: IA(ϑ) = 0 ↘ ϑ ≃↑ A, jinak IA(ϑ) = 1.

Náhodné veličiny X,Y na diskrétńım pravděpodobnostńım prostoru (!, 2!, P ) jsou nezávislé, pokud ⇐ω,ε ↑ R
jsou jevy {ϑ ↑ ! : X(ϑ) ↗ ω}, {ϑ ↑ ! : Y (ϑ) ↗ ε} nezávislé.

1Pokud si ho nepamatujete, připomeňte si ho, a pokud chcete, zkuste si odsimulovat, co se tam vlastně děje, na 8→ 8 matici s
velikost́ı bloku B = 3.
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