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Cile predmétu

@ Naucit se navrhovat a analyzovat netrivialni datové struktury
@ Porozumet jejich chovani — jak asymptoticky, tak na realném pocitaci
@ Zajima nas nejen chovani v nejhorsim pripade, ale i praimérné/amortizované

@ Nebudujeme obecnou teorii vsech DS ani neprobirame vsechny varianty DS, ale
ukazujeme na prikladech rtizné postupy a principy
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@ Zaznamy z prednasek Martina MaresSe a Petra Gregora (na SISu)
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Dalsi moje predmety

Implementace algoritmu a datovych struktur (NTIN106)

@ Naucit studenty efektivneé implementovat datové struktury v rozumném case bez
Unavného hledani chyb

@ Predmét je prakticky — zapocet je za implementaci

@ Rozvrh: Streda, 9:00, S10

Large Scale Optimization

@ Postupy reseni algoritmicky tézkych optimalizacnich uloh
@ Dva predmeéty, které se v letnim semestru stridaji kazdé dva roky:

e Exaktni metody (NOPT059)
@ Metaheuristiky (NOPTO061)

Bakalarské a diplomové prace

@ Prirodou inspirované algoritmy a kombinatoricka optimalizace
@ Problémy z teorie grafu a kombinatoriky
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@ Amortizovana slozitost: binarni ¢ita¢, dynamické pole
© Stromy: BB(«a)-stromy, splay stromy, (a,b)-stromy

© Pamétova hierarchie: transpozice matic, merge sort
@ HesSovani: volba heSovaci funkce a fesSeni kolizi

©@ Bloom filtry

@ Suffixové pole

@ Geometrické datové struktury: intervalové stromy

Q@ Paralelni datové struktury nepotrebujici zamky
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Jaké datové struktury znate?

Spojovy seznam
Pole

Fronta, zasobnik
Vyhledavaci stromy
HesSovaci tabulky

Binarni halda
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Model vypoctu: Random Access Machine

@ Pamét je rozdélena do bloku, které jsou indexovany ¢Cisly 1, 2, ...
@ V kazdém bloku je ulozeno prirozené Cislo velikosti nejvyse poly(n)

@ Vyznam hodnoty v bloku: klic nebo hodnota prvku, adresa a dalsi pomocné
proménné

@ Instrukcni sada: +, -, *, celoCiselné deleni a modulo
@ Argumenty instrukci: konstanta, Cislo bloku, blok obsahuijici Cislo bloku

@ Pamétova: nejvétsi index pouzitého bloku

@ Casova: pocet vykonanych instrukci
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Amortizovana analyza

@ Uvazujme datovou struktury, ktera zvlada néjakou operaci vetsinou velmi rychle

@ Ale obcCas potrebuje reorganizovat svoji vnitfni strukturu, coz operaci v techto
vyjimecnych pripadech znacné zpomaluje

@ Tudiz je Casova slozitost v nejhorsim pripadé velmi Spatna

@ Predstavme si, Ze nase datova struktura je pouzita v néjakém algoritmu, ktery
operaci zavola mnohokrat

@ V této situaci slozitost algoritmu ovlivnuje celkovy cas mnoha operaci, nikoliv
slozitost operace v nejhorSim pripadé

@ Cil: Chceme zjistit ,priumeérnou“ dobu vypoctu posloupnosti operaci, pripadné
celkovou slozitost posloupnosti operaci

Metody vypoctu amortizované slozitosti

@ Agregovana analyza
@ Ugetni metoda

@ Potencialni metoda
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Inkrementace binarniho Citace: Agregovana analyza

Binarni citac
@ Mame n-bitovy Citac inicializovany libovolnou hodnotou

@ Pri operaci INCREMENT se posledni nulovy bit zméni na 1 a vSechny nasledujici
jedniCkové bity se zmenina 0

@ Pocet zménénych bitd v nejhorsim pripade je n
@ Kolik bitl se zmeéni pfi k operacich INCREMENT?

Agregovana analyza

@ Posledni bit se zmeéni pri kazdé operaci — tedy k-krat
@ Predposledni bit se zmeéni pri kazdé druhé operaci — nejvyse [k/2]-krat
@ -ty bit od konce se zméni kazdych 2’ operaci — nejvyse [k/2'|-krat
Q Celkovy pocet zmen bltu je nejvyse
S [k/27 <SS (1 +k/2)) <n+ kX0 172" < n+ 2k
@ Casova slozitost k operaci INCREMENT nad n-bitovym &itatem je O(n + k)
@ Jestlize k = Q(n), pak amortizovana slozitost na jednu operace je O(1)

A

A
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Inkrementace binarniho &itace: Udetni metoda

Uéetni metoda

@ Zmena jednoho bitu stoji jeden Zeton a na kazdou operaci dostaneme dva Zetony
@ Invariant: U kazdého jednickového bitu si uschovame jeden Zeton

@ Priinkrementu mame vynulovani jednickovych bitl predplaceno

9

Oba Zetony poskytnuté k vykonani operace vyuzijeme na jedinou zménu nulového
bitu na jednicku a predplaceni jeho vynulovani

@ Na zacatku potrebujeme dostat nejvyse n zetonu
@ Celkové dostaneme na k operaci n + 2k zetonu

@ Amortizovany pocet zmenenych bitt pfi jedné operaci je O(1) za predpokladu
k = Q(n)
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Inkrementace binarniho citace: Potencialni metoda

Potencialni metoda

@ Potencial nulového bitu je 0 a potencial jednickového bitu je 1

@ Potencial ¢itace je soucet potencialt vSech bitl @

Potencial po provedeni j-té operace oznacme &;

Skuteény pocet zménénych bitd pfi j-té operaci oznaéme T; @

Chceme spocitat amortizovany pocet zmenénych bitl, ktery oznacime A

Pro kaZzdou operaci j musi platit T; < A+ (®;_1 — ®;) pro libovolnou operaci j @

Zvolime A = 2 4 ] 51y > 2 o
Celkovy pocet zménéenych bitd pri k operacich je

k k
YT <D 2+ g — b)) <2k +Pg — Ok < 2k + 1,
j=1 j=1

protoze 0 < ®; < n®
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@ V tomto trivialnim pfikladu je potencial presné pocet zetonu v Gcetni metodé.

@ o, je potencial pred provedeni prvni operace a ¢ je potencial po posledni
operaci.

© Toto je zasadni fakt amortizované analyzy. Potencial je jako banka, do které
muzeme ulozit penize (Cas), jestlize operace byla levna (rychle provedena). P¥i
drahych (dlouho trvajicich) operacich musime naopak z banky vybrat (snizit
potencial), abychom operaci zaplatili (stihli provést v amortizovaném ¢ase). V
amortizované analyze je cilem najit takovou potencialni funkci, Zze pfi rychle
provedené operaci potencial dostatecne vzroste a naopak pfi dlouho trvajicich
operaci potencial neklesne prilis moc.

Q Souctu ZI’.‘:1 (Pj_1 — d;) = do — P, se rika teleskopickd suma a tento nastroj
budeme Casto pouzivat.
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Potencialni metoda

Potencial ¢ je funkce, ktera kazdy stav datové struktury ohodnoti nezapornym realnym
Cislem. Operace nad datovou strukturou ma amortizovanou slozitost A, jestlize
vykonani libovolné operace splnuje

T <A+ (®(S)—-9(5)),

kde T je skutecny Cas nutny k vykonani operace, S je stav pred jejim vykonanim a S’
je stav po vykonani operace.

Priklad: Inkrementace binarniho citace

@ Potencial ¢ je definovan jako pocet jednickovych bitu v Citaci

@ Skutecny Cas T je pocet zménéenych bitl pfi jedné operaci INCREMENT
@ Amortizovany ¢as A je 2

@ Plati T < A+ (9(S) — ¢(5))

Zjednoduseny zapis

¢ :=P(S)ad’ = d(S)
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Dynamické pole
Dynamické pole

@ Mame zasobnik (prvky pridavame na konec a z konce i mazeme)

@ Pocet prvku oznacime n a velikost pole p

@ Jestlize p = n a mame pridat dalsi prvek, tak velikost pole zdvojnasobime

@ Jestlize p = 4n a mame smazat prvek, tak velikost pole zmensime na polovinu

y

Intuitivni pristup @

@ Zkopirovani celého pole trva O(n)

@ Jestlize po realokaci pole mame n prvkul, pak dalsi realokace nastane nejdrive po
n/2 operacich INSERT nebo DELETE®

@ Amortizovana slozitost je O(1)

A\

Agregovana analyza: Celkovy ¢as

@ Necht k; je pocet operaci mezi (i — 1) a i-tou realokaci = >, ki = k

@ Pri prvni realokaci se kopiruje nejvyse ny + ki prvka, kde ng je pocatecni pocet
@ Pri i-té realokaci se kopiruje nejvyse 2k; prvki, kde i > 2 ®

@ Celkovy pocet zkopirovanych prvku je nejvyse no + ki + >_.~, 2k < no + 2k
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@ V analyze pocitame pouze ¢as na realokaci pole. VSechny ostatni ¢innost pfi
operacich INSERT i DELETE trvaji O(1) v nejhorSim Case. Zajima nas pocet
zkopirovanych prvku pfri realokaci, protoze predpokladame, ze kopirovani jednoho
prvku trva O(1).

© Po realokaci a zkopirovani je nové pole z poloviny plné. Musime tedy pridat n
prvkl nebo smazat n/2 prvkul, aby doslo k dalsi realokaci.

© NejhorSim pripadem je posloupnost INSERT, kdy zdvojnasobime pocet prvkd,
které poté musime realokovat.
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Dynamické pole

Potencialni metoda

@ Uvazujme potencial

(0 pokud p =2n
®=4n pokudp=n
.n pokud p =4n

a tyto tri body rozsirime po castech linearni funkci
@ Explicitné

& — 2n—p pokud p < 2n
~ |p/2—n pokud p > 2n

@ Zména potencialu pfi jedné operaci bez realokace je &' —d <2 ®
@ Skutecny pocet zkopirovanych prvkll T vzdy spliuje T 4 (¢’ — ) <2 ®

@ Celkovy pocet zkopirovanych prvkul pfi k operacich je nejvyse
2k—|—¢o—¢k §2k‘|—n0

@ Celkovy cas k operaci je O(ng + k)
@ Amortizovany cas jedné operace je O(1)
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(2  pokud pridavame a p < 2n
—2 pokud mazeme ap < 2n
—1 pokud pridavame a p > 2n

L1 pokud mazeme a p > 2n

' — =

@ Jestlize nedojde k realokaci, pak T = 0.

Pri realokaci musime nejprve zkopirovat vsechny prvky, kterych je T = &, Cimz
potencial klesne na 0. Poté pfidame/smazeme prvek, ¢imz potencial vzroste
nejvySe na ¢’ < 2.
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ProcC je potencial nezaporny?

Naivni dynamizace pole

@ Pri vkladani prvku zvétSujme pole jen o jedna

@ T = n+ 1: musime zkopirovat n+ 1 prvku

@ Zvolme potencial ¢(n) = —(7)

@ Plati T <1+ ®(n)—d(n+1)

@ Zvolime A = 1 a vySla nam konstantni amortizovana slozitost
Pro pouziti definice amortizované slozitosti musi byt potencial musi byt zdola omezeny.j

Celkova slozitost k operaci

@ Na zacatku je pole prazdné, na konci ma k prvku

@ Celkovy Cas je

k-A+ ¢(0) — ¢(k) =k — 0+ (g) — <k;1> = O(k?)

Pokud pocitame celkovy Cas nékolika operaci, tak je pokles potencialu zapocitany,
takze nemusi byt zdola omezeny.

\
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@ Liné vyvazované stromy (BB(«)-stromy)

@ Samovyvazovaci stromy (Splay stromy)
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