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Katedra teoretické informatiky a matematické logiky
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Cı́le předmětu
Naučit se navrhovat a analyzovat netriviálnı́ datové struktury
Porozumět jejich chovánı́ – jak asymptoticky, tak na reálném počı́tači
Zajı́má nás nejen chovánı́ v nejhoršı́m přı́padě, ale i průměrně/amortizovaně
Nebudujeme obecnou teorii všech DS ani neprobı́ráme všechny varianty DS, ale
ukazujeme na přı́kladech různé postupy a principy
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Dalšı́ moje předměty

Implementace algoritmů a datových struktur (NTIN106)
Naučit studenty efektivně implementovat datové struktury v rozumném čase bez
únavného hledánı́ chyb
Předmět je praktický — zápočet je za implementaci
Rozvrh: Středa, 9:00, S10

Large Scale Optimization
Postupy řešenı́ algoritmicky těžkých optimalizačnı́ch úloh
Dva předměty, které se v letnı́m semestru střı́dajı́ každé dva roky:

Exaktnı́ metody (NOPT059)
Metaheuristiky (NOPT061)

Bakalářské a diplomové práce
Přı́rodou inspirované algoritmy a kombinatorická optimalizace
Problémy z teorie grafů a kombinatoriky
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Obsah

1 Amortizovaná složitost: binárnı́ čı́tač, dynamické pole
2 Stromy: BB(ω)-stromy, splay stromy, (a,b)-stromy
3 Pamět’ová hierarchie: transpozice matic, merge sort
4 Hešovánı́: volba hešovacı́ funkce a řešenı́ kolizı́
5 Bloom filtry
6 Suffixové pole
7 Geometrické datové struktury: intervalové stromy
8 Paralelnı́ datové struktury nepotřebujı́cı́ zámky
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Jaké datové struktury znáte?

Spojový seznam
Pole
Fronta, zásobnı́k
Vyhledávacı́ stromy
Hešovacı́ tabulky
Binárnı́ halda
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Model výpočtu: Random Access Machine

Popis
Pamět’ je rozdělená do bloků, které jsou indexovány čı́sly 1, 2, . . .
V každém bloku je uloženo přirozené čı́slo velikosti nejvýše poly(n)
Význam hodnoty v bloku: klı́č nebo hodnota prvku, adresa a dalšı́ pomocné
proměnné
Instrukčnı́ sada: +, -, *, celočı́selné dělenı́ a modulo
Argumenty instrukcı́: konstanta, čı́slo bloku, blok obsahujı́cı́ čı́slo bloku

Složitost
Pamět’ová: největšı́ index použitého bloku
Časová: počet vykonaných instrukcı́
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Amortizovaná analýza

Motivace
Uvažujme datovou struktury, která zvládá nějakou operaci většinou velmi rychle
Ale občas potřebuje reorganizovat svoji vnitřnı́ strukturu, což operaci v těchto
výjimečných přı́padech značně zpomaluje
Tudı́ž je časová složitost v nejhoršı́m přı́padě velmi špatná
Představme si, že naše datová struktura je použita v nějakém algoritmu, který
operaci zavolá mnohokrát
V této situaci složitost algoritmu ovlivňuje celkový čas mnoha operacı́, nikoliv
složitost operace v nejhoršı́m přı́padě
Cı́l: Chceme zjistit ”průměrnou“ dobu výpočtu posloupnosti operacı́, přı́padně
celkovou složitost posloupnosti operacı́

Metody výpočtu amortizované složitosti
Agregovaná analýza
Účetnı́ metoda
Potenciálnı́ metoda
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Agregovaná analýza

Binárnı́ čı́tač
Máme n-bitový čı́tač inicializovaný libovolnou hodnotou
Při operaci INCREMENT se poslednı́ nulový bit změnı́ na 1 a všechny následujı́cı́
jedničkové bity se změnı́ na 0
Počet změněných bitů v nejhoršı́m přı́padě je n
Kolik bitů se změnı́ při k operacı́ch INCREMENT?

Agregovaná analýza
Poslednı́ bit se změnı́ při každé operaci — tedy k -krát
Předposlednı́ bit se změnı́ při každé druhé operaci — nejvýše →k/2↑-krát
i-tý bit od konce se změnı́ každých 2i operacı́ — nejvýše

⌈
k/2i⌉-krát

Celkový počet změn bitů je nejvýše∑n→1
i=0

⌈
k/2i⌉

↓
∑n→1

i=0 (1 + k/2i) ↓ n + k
∑n→1

i=0 1/2i
↓ n + 2k

Časová složitost k operacı́ INCREMENT nad n-bitovým čı́tačem je O(n + k)
Jestliže k = !(n), pak amortizovaná složitost na jednu operace je O(1)
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Účetnı́ metoda

Účetnı́ metoda
Změna jednoho bitu stojı́ jeden žeton a na každou operaci dostaneme dva žetony
Invariant: U každého jedničkového bitu si uschováme jeden žeton
Při inkrementu máme vynulovánı́ jedničkových bitů předplaceno
Oba žetony poskytnuté k vykonánı́ operace využijeme na jedinou změnu nulového
bitu na jedničku a předplacenı́ jeho vynulovánı́
Na začátku potřebujeme dostat nejvýše n žetonů
Celkově dostaneme na k operacı́ n + 2k žetonů
Amortizovaný počet změněných bitů při jedné operaci je O(1) za předpokladu
k = !(n)
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Potenciálnı́ metoda

Potenciálnı́ metoda
Potenciál nulového bitu je 0 a potenciál jedničkového bitu je 1
Potenciál čı́tače je součet potenciálů všech bitů 1

Potenciál po provedenı́ j-té operace označme ”j

Skutečný počet změněných bitů při j-té operaci označme Tj 2

Chceme spočı́tat amortizovaný počet změněných bitů, který označı́me A
Pro každou operaci j musı́ platit Tj ↓ A + (”j→1 ↔ ”j) pro libovolnou operaci j 3

Zvolı́me A = 2
Celkový počet změněných bitů při k operacı́ch je

k∑

j=1

Tj ↓

k∑

j=1

(2 + ”j→1 ↔ ”j) ↓ 2k + ”0 ↔ ”k ↓ 2k + n,

protože 0 ↓ ”j ↓ n 4
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1 V tomto triviálnı́m přı́kladu je potenciál přesně počet žetonů v účetnı́ metodě.
2 ”0 je potenciál před provedenı́ prvnı́ operace a ”k je potenciál po poslednı́

operaci.
3 Toto je zásadnı́ fakt amortizované analýzy. Potenciál je jako banka, do které

můžeme uložit penı́ze (čas), jestliže operace byla levná (rychle provedená). Při
drahých (dlouho trvajı́cı́ch) operacı́ch musı́me naopak z banky vybrat (snı́žit
potenciál), abychom operaci zaplatili (stihli provést v amortizovaném čase). V
amortizované analýze je cı́lem najı́t takovou potenciálnı́ funkci, že při rychle
provedené operaci potenciál dostatečně vzroste a naopak při dlouho trvajı́cı́ch
operacı́ potenciál neklesne přı́liš moc.

4 Součtu
∑k

j=1(”j→1 ↔ ”j) = ”0 ↔ ”k se řı́ká teleskopická suma a tento nástroj
budeme často použı́vat.
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Potenciálnı́ metoda

Definice
Potenciál ” je funkce, která každý stav datové struktury ohodnotı́ nezáporným reálným
čı́slem. Operace nad datovou strukturou má amortizovanou složitost A, jestliže
vykonánı́ libovolné operace splňuje

T ↓ A +
(
”(S)↔ ”(S↑)

)
,

kde T je skutečný čas nutný k vykonánı́ operace, S je stav před jejı́m vykonánı́m a S↑

je stav po vykonánı́ operace.

Přı́klad: Inkrementace binárnı́ho čı́tače
Potenciál ” je definován jako počet jedničkových bitů v čı́tači
Skutečný čas T je počet změněných bitů při jedné operaci INCREMENT

Amortizovaný čas A je 2
Platı́ T ↓ A + (”(S)↔ ”(S↑))

Zjednodušený zápis
” := ”(S) a ”↑ := ”(S↑)

Jirka Fink Datové struktury I 12 / 16



Dynamické pole

Dynamické pole
Máme zásobnı́k (prvky přidáváme na konec a z konce i mažeme)
Počet prvků označı́me n a velikost pole p
Jestliže p = n a máme přidat dalšı́ prvek, tak velikost pole zdvojnásobı́me
Jestliže p = 4n a máme smazat prvek, tak velikost pole zmenšı́me na polovinu

Intuitivnı́ přı́stup 1

Zkopı́rovánı́ celého pole trvá O(n)
Jestliže po realokaci pole máme n prvků, pak dalšı́ realokace nastane nejdřı́ve po
n/2 operacı́ch INSERT nebo DELETE 2

Amortizovaná složitost je O(1)

Agregovaná analýza: Celkový čas

Necht’ ki je počet operacı́ mezi (i ↔ 1) a i-tou realokacı́ ↗
∑

i ki = k
Při prvnı́ realokaci se kopı́ruje nejvýše n0 + k1 prvků, kde n0 je počátečnı́ počet
Při i-té realokaci se kopı́ruje nejvýše 2ki prvků, kde i ↘ 2 3

Celkový počet zkopı́rovaných prvků je nejvýše n0 + k1 +
∑

i↓2 2ki ↓ n0 + 2k
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1 V analýze počı́táme pouze čas na realokaci pole. Všechny ostatnı́ činnost při
operacı́ch INSERT i DELETE trvajı́ O(1) v nejhoršı́m čase. Zajı́má nás počet
zkopı́rovaných prvků při realokaci, protože předpokládáme, že kopı́rovánı́ jednoho
prvku trvá O(1).

2 Po realokaci a zkopı́rovánı́ je nové pole z poloviny plné. Musı́me tedy přidat n
prvků nebo smazat n/2 prvků, aby došlo k dalšı́ realokaci.

3 Nejhoršı́m přı́padem je posloupnost INSERT, kdy zdvojnásobı́me počet prvků,
které poté musı́me realokovat.
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Dynamické pole

Potenciálnı́ metoda
Uvažujme potenciál

” =






0 pokud p = 2n
n pokud p = n
n pokud p = 4n

a tyto tři body rozšı́řı́me po částech lineárnı́ funkcı́
Explicitně

” =

{
2n ↔ p pokud p ↓ 2n
p/2 ↔ n pokud p ↘ 2n

Změna potenciálu při jedné operaci bez realokace je ”↑
↔ ” ↓ 2 1

Skutečný počet zkopı́rovaných prvků T vždy splňuje T + (”↑
↔ ”) ↓ 2 2

Celkový počet zkopı́rovaných prvků při k operacı́ch je nejvýše
2k + ”0 ↔ ”k ↓ 2k + n0

Celkový čas k operacı́ je O(n0 + k)
Amortizovaný čas jedné operace je O(1)
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1

”↑
↔ ” =






2 pokud přidáváme a p ↓ 2n
↔2 pokud mažeme a p ↓ 2n
↔1 pokud přidáváme a p ↘ 2n
1 pokud mažeme a p ↘ 2n

2 Jestliže nedojde k realokaci, pak T = 0.
Při realokaci musı́me nejprve zkopı́rovat všechny prvky, kterých je T = ”, čı́mž
potenciál klesne na 0. Poté přidáme/smažeme prvek, čı́mž potenciál vzroste
nejvýše na ”↑

↓ 2.
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Proč je potenciál nezáporný?

Naivnı́ dynamizace pole
Při vkládánı́ prvku zvětšujme pole jen o jedna
T = n + 1: musı́me zkopı́rovat n + 1 prvků
Zvolme potenciál ”(n) = ↔

(n
2

)

Platı́ T ↓ 1 + ”(n)↔ ”(n + 1)
Zvolı́me A = 1 a vyšla nám konstantnı́ amortizovaná složitost

Pro použı́tı́ definice amortizované složitosti musı́ být potenciál musı́ být zdola omezený.

Celková složitost k operacı́
Na začátku je pole prázdné, na konci má k prvků
Celkový čas je

k · A + ε(0)↔ ε(k) = k ↔ 0 +

(
k
2

)
=

(
k + 1

2

)
= #(k2)

Pokud počı́táme celkový čas několika operacı́, tak je pokles potenciálu započı́taný,
takže nemusı́ být zdola omezený.
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Přı́štı́ týden

Lı́ně vyvažované stromy (BB(ω)-stromy)
Samovyvažovacı́ stromy (Splay stromy)
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