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Intervalovy dotaz (Range query)

Popis problému

@ Mame danu mnozinu S obsahujici n bodi z R?

@ Intervalem rozumime d-dimenzionalni obdélnik, napf.
(@1,b1) x -+ x (ag, by)

@ Operace QUERY: Najit vsechny body v daném intervalu
@ Operace COUNT: Urcit pocet bodu v daném intervalu

Aplikace

@ Pocitacova grafika, vypocetni geometrie
@ Databazové dotazy, napr. urCit zameéstnance ve véku 20-35 a platem 20-30 tisic
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Intervalovy dotaz v R’

Body ulozime do pole
BUILD: O(nlog n)
COUNT: O(logn)
QUERY: O(k + log n)
Kk je pocet vyjmenovanych bodu

Body ulozime do vyhledavaciho stromu
BuiLD: O(nlog n)
INSERT: O(log n)
DELETE: O(logn)
COUNT: O(logn)
QUERY: O(k + log n)
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Intervalovy dotaz v R': Pfiklad

O N e
5 A ®

Vrchol a je nejmensi prvek v intervalu, b je nejvétsi prvek v intervalu a ¢ je posledni
spolecny vrchol na cestach z korene do vrcholt a a b.
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Intervalové stromy v R? (Range tree)

@ Vybudujeme binarni vyhledavaci strom podle x-ové souradnice bodu (x-strom)
@ Necht S, je mnozina bodl v podstromu vrcholu u

@ Kazdy vrchol u vybudujeme jeden binarni vyhledavaci strom podle y-ové
souradnice obsahujici S,

@ V kazdém vrcholu je uloZzen jeden bod ® ®

A\

y-strom

>)o( obsahuje a, b, c,d, u, v, w

obsahuje c,d, w

obsahuje a, b, v

obsahuje ¢
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@ Podobné jako ve vyhledavacich stromech mlizZeme uvazovat dvé varianty: prvky
mohou byt ulozeny ve vSech vrcholech nebo jen v listech. V intervalovych
stromech predpokladame, ze v kazdém vrcholu je ulozen jeden bod.

© Pozor! Kazdy bod je ulozen v nékolika vrcholech, takze pamétova slozitost neni
linearni.
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Intervalové stromy v R?: Pamét

Kde vSude je ulozeny jeden vrchol?

Kazdy bod p je ulozen v praveé jednom vrcholu v x-stromu a dale je bod p ulozen v
kazdém y-stromu prifazenému vrcholu na cesté z x-kofene do v.

Predpoklad

Predpokladejme, Ze binarni vyhledavaci strom pouzity v intervalovych stromech je
vyvazeny, a tedy jeho vyska je ©(log n).

Pamétova slozitost

Kazdy bod je ulozen v O(log n) y-stromech a celkova pamétova slozitost je O(nlog n).
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Intervalové stromy v R?: Dotaz na interval (ax, bx) x (ay, by)

ldea algoritmu vyhledavani

@ Najit klice ax a by v x-stromu ©

@ Urcit vrcholy u x-stromu takové, ze S, obsahuje pouze body s x-ovou souradnici v

intervalu (ay, by) ®@

© V téchto vrcholech polozme y-ovy dotaz (a,, by )

v

(ilustrativni) y-stromy

A

©
O
O 0
A’.
L 6
(&)

A\

Slozitost dotazu COUNT

O(log” n) protoze y-ovy dotaz je volan v O(log n) y-stromech ® @

Jirka Fink
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@ Presnéji: najit ze vSech prvkl v x-stromu dva body majici nejmensi a nejvétsi
X-0vou souradnic lezici intervalu (ax, bx).

Q@ Je zirejmé, ze kdyz vrchol tuto podminku spliuje, tak ji splfiuji i synové vrcholu.
Proto nas zajimaji nejvysSe umisténé vrcholy s touto vlastnosti, tj. vrcholy spliujici
tuto podminky, ale jejichz otec tuto podminku nesplnuje.

© Vsimnéme si, ze prohledavané y-stromy obsahuji po dvou disjunktni mnoziny
prvkd.

© V dotazu QUERY je nutné vyjmenovat vSechny body, a proto sloZitost je
O(k + log® n), kde k je pocet bodu v obdélIniku.

Jirka Fink Datové struktury |




Intervalové stromy v R? (pfedpokladame d > 2)

@ j-strom je binarni vyhledavaci strom podle i-té souradnice proi=1,....d
@ Pro /i < d ma kazdy vrchol u i-stromu ukazatel na (i + 1)-strom obsahuijici S,
@ Intervalovym stromem rozumime vsechny vySe popsané stromy

\

Reprezentace

Struktura vrcholu intervalového stromu obsahuje
key nadrovina rozdélujici prostor mezi syny @
left, right ukazatel na levého a pravého syna
tree ukazatel na koren (i + 1)-stromu
size pocet bodu v podstromu (pokud potrebujeme dotaz COUNT)

A

Poznamka

Necht u je vrchol i-stromu a T jsou vSechny vrcholy dosazitelné opakovanym
pristupem k ukazatelum left, right a tree z vrcholu u. Pak T tvori intervalovy strom na
vrcholech S, a souradnicich /,.. ., d.

A\
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@ Operace QUERY musi umét body lezZici v obdélniku i vypsat, a proto potfebuje mit
ve vSech vrcholech ulozeny vSechny souradnice bodu. Operaci QUERY staci klic,
coz v i-stromu je i-ta souradnice bodu.
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Intervalové stromy v R9: Struktura a pamétova sloZitost

V kolika vrcholech je ulozeny bod b?

@ Existuje O(log n) vrcholu u 1-stromu takovych, ze S, obsahuje b

o Tedy poget 2-stromu obsahuijici bje O(logn) o _ il i Wm{ %w @W/

@ Uvazujme i-strom T obsahujici bod b

@ Pakv T je O(log n) vrcholl w takovych, ze b e S, @

@ Pocet (i + 1)-stromu prirazenych nejakému vrcholu T obsahujicich b je O(log n)
9

Kazdou dimenzi se pocet stroml obsahujicich b zvySuje o multiplikativni faktor
O(log n)

@ Celkovy pocet stromul/listtl obsahujicich b je O (log ™' n)

@ Celkova pamétova slozitost je O (nlog? " n)

Kolik ma intervalovy strom j-stromu?

@ Pocet vrchold ve v8ech (i — 1)-stromech je O(nlog'~2 n)
@ Kazdému vrcholu (i — 1)-stromu je prifrazen jeden i-strom

@ Pocet i-stromu je O(nlog'~*n) @
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@ Strom T nemusi obsahovat vSechny prvky, a proto jeho vySka nemusi byt
Q(log n). Dokonce veétsina stromu obsahuje celkem maly pocet bodu.

© Platiproi > 2. Proi = 1 mame jeden 1-strom.
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Intervalové stromy v R?: BUILD

Algoritmus (Body M jsou v poli setridené podle posledni souradnice)

1 Procedure Bu11p (mnozina bodu M, dimenze stromu d, aktualni souradnice i)
2 if /M| = 1 then

3 | return novy list obsahuijici jediny vrchol M @
4 ifi — dthen - M?Z M% M“//éw /M//&/@/W%/@WJMZ/ Wizn v 0@) %%AWA“L S
5 L return koren stromu vytvoreny ze setridéného pole

6 V < novy vrchol

7 v.tree < Burip (M, d,i+ 1) WY Y, pedr
8 v.key < median i-tych souradnic bodu M —— >%é forr v Lok S P 4% M
9 M,;, M < rozdél M na body majici i-tou souradnici mensi a vetsi nez v.key/

0 v.left «+— Buirp (M, d, )

1 v.right < BuiLp (M,,d,I)

2 return v

Slozitost jednoho volani funkce BUILD (bez rekurze)

@ Pro i = d je slozitost O(1) ®
@ Proi < d je slozitost &80 ® O(/4/) —- Uir. G5 e ot toadslen”
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@ Zde je otazka, zda list musi mit pfirazeny (trivialni) strom dalsi dimenze. Je to
implementacni detail, intervalovy strom muze fungovat v obou verzich a
asymptotické slozitosti se nemeni.

© Predpokladame, Ze mnozina stromt M predavana v rekurzi se udrzuje setfidéna.
Cas jednoho volani funkce Butrp je O(1) pro i = d, protoze median lezi
uprostred pole M a rozdéleni M na M, a M; je jen otazka predani spravnych
ukazatelu.

© Pro i < dneni pole M setfidéné podle aktualni soufadnice /, a proto nalezeni
medianu a rozdeleni pole trva O(nr). Casovou slozitost vytvoreni i-stromu T |ze
popsat rekurentni formuli f(n) = 2f(n/2) + O(n), jejiz feseni je O(nt log nt).
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Intervalové stromy v R9: Analyza operace BUILD

Vytvoreni d-strom(

@ d-stromy vytvafime v konstantnim &as na vrchol G 7o mope, protoie 199
@ Pocet vrcholl ve vSech d-stromech jew / Je Loichd gy Sl ost

o Casova slozitost vytvoFeni véech d-stromd je O (nlog?~" n)

Vytvoreni vSech i-stromt pro i =1,...,d — 1 (nepocitaje (i + 1)-stromy)

y o v . : i—1 |
@ Pocet vrcholll ve vSech i-stromech je O (nlog'™" n) ~ 7%4/& At et

@ Necht nr je poéet vrcholl v i-stromu T / it o d Ol )
(/421 7 29 Y~
@ Vybudovani samotného stromu T trva O(nr log nr) / R

@ Vybudovani vsech i-stromu trva M,/Wg"’/m
%r:/@”T—C%M ] \ . |
Z nrlognr < logn Z nr=logn-nlog ' n=nlog'n

i-strom T i-strom T

Casova sloZitost operace BUILD

(’)(nlogd_1 n) —7 QWZ i b, e Wk uglne (kS Qoo Tlm” Qe /ﬂém It ve, al
/\///704 /@w—ﬁw//ml{;?-
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Intervalové stromy v R?: QUERY (ay, bq) x --- x (aq, bg)

47 VIC,,A)é 00(/17& J SQM}?/)JVM?// ‘1/0 6%(,0’/0( |V)\~Wmté§ . ce(,,a/ cﬁ«/ﬁm

1 Procedure Query (vrchol v, aktualni souradnice i)
2 if v = NIL then

3 return

4 if v.key < ag; then

5 Query (v.right, i)

6 else if v.key > b; then

7 Query (V.left, )

8 else

9 if v.point leZi v obdélniku then
10 | Vypi$ v.point

1 Query_left (v.left, i)

2 Query_right (Vv.right,I)
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13

Intervalové stromy v R?: QUERY (ay, bq) x --- x (aq, bg)

/Pdévévwé &J) MﬂMQ%&\/\AO 9/%/55%7/40 W;&/Z“

Procedure Quervy_left (vrchol v, aktualni souradnice i)

if v = NIL then
return
if v.key < a; then
Query_left (v.right,|)
else
if v.point lezi v obdélniku then
| Vypi$ v.point
Query_left (v.left i)
if i < dthen
Query (Vv.right.tree,i + 1) /7Q
else
Vypis véechny body v podstrom

Jirka Fink

OkM/l(E J lﬂ/id Q‘OM-VWéV“.W\I %ﬁ))VTWJv\ (’O&M(mhwl
A%ZL j&M 20 A”L)él/ aoufrdnio]

u vrcholu v.right
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Intervalové stromy v R?: QUERY

Slozitost operace COUNT

@ V kazdém stromé pristoupime k nejvyse dvéma vrcholim z kazdé vrstvy
@ Z kazdého navstiveného i-stromu pokracujeme do O(log n) (i 4+ 1)-stromu
@ Pocet navstivenych i-stromu je O(log' ™' n)

@ Celkova slozZitost je O(log? n)

Slozitost operace QUERY

@ Vypsani vSech bodu v podstromu trva O(k), kde k je pocet nalezenych bodu
@ Celkova slozZitost je O (k + log® n)

LD qu«a Aéfj'\/ J‘V 9j7w/ Wu OOUVI}’, jQw WL‘O /Cﬂz s %6)@#
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BB[a]-stromy

BB[«a]-strom

@ Binarni vyhledavaci strom
@ Pocet listl v podstromu vrcholu u oznaéme s,
@ Podstromy obou synu kazdého vrcholu u maji nejvyse as, listl

Operace Insert (Delete je analogicky)

y
@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize nektery vrchol u porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (sloZitost O(su)) Auorkouee ek, fo ottt iy -

Amortizovana ¢asova slozitost operaci Insert a Delete

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, listl, pak dalsi
poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdrive po Q(su)

/

pfidani/smazani prvka v podstromu vrcholu u -~ luije o mihi ey

o Amortizovany &as vyvaZovani jednoho vrcholu je O(1) [ < mn dyhe L il
@ Pri jedné operaci Insert/Delete se prvek prida/smaze v O(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
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Intervalové stromy v R9: Dynamizace pomoci BB[a]-strom(

Pouziti BB[«]-stromu v intervalovych stromech

@ Binarni vyhledavaci stromy implementujeme pomoci BB[«]-stromU
@ VyZaduje-li BB[a]-strom vyvazeni, pak prebudujeme vsechny prirazené stromy

Slozitost operace Insert a Delete

o Navstivenych i-stromt je O(log'~' n) a v kazdém navstivime O(log n) vrchold

@ Slozitost bez prebudovani je (’)(Iogd n); analyzujme prebudovani

e Uvazujme libovolny vrchol u, ktery lezi v i-stromu | | | [ W/M)M az%/
o Piebudovani vrcholu u trva O (s, log?'s,) — g(/d;i
)

Prebudovani vrcholu u maze nastat po 2(s,) po pridani/smazani prvku v
podstromu u 8, &P

@ Amortizovana cena pridani/smazani do vrcholu u je O(log? ' su) < O(log®~' n)

@ Amortizovany cas operace Insert a Delete je 7 % WJ@M f%m /m‘/ Jinr Ctney
d i—1 a—i d ,
P O(Iog n)(’)(log n)O(Iog n) — O(Iog n) &75‘ y /4#: ) /””l 1,

(/Mbt% 4“ M%VBI pr | e

v
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DalSi znama vylepseni intervalovych stromd

Popsany postup
QUERY: O(k + log® n)
Pamét: O(nlog®~" n)

A\

S pouzitim Fractional cascading

QUERY: O(k + log®~" n) /ﬁagm
Pamét: O(nlog®~" n)

A\

Chazelle, 1990
QUERY: O(k +log?~" n)

Pamét: O(n (M)d_1> s i wlé &‘eﬂém/

A\

Chazelle, Guibas, 1986 (pro d > 3)

QUERY: O(k + log?2n %,
YO ) S e e i
Pamét: O(nlog® n) b

A
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k-d stromy

L z 7%4” /Z éﬂg% i W/ﬂ/ %4/5/7[& /‘MT/WM/W%”% 47%%%5

LQ v /I’/“"/ VVS//; JZ//M /UJ/Z W/AZWG/NA /'——7///%)14%3&/ éé?;/q/ éﬁé C/MMZ(/
/,&/h ‘7&/ 2w, poz e W2 JﬂJﬁnaVV&AJ/ﬂ,

@ Body ulozime do binarniho stromu

@ Do korene ulozime median podle prvni souradnice

@ Do levého (pravého) podstromu ulozime body majici prvni souradnice mensi
(vétsi) nez median

Vrcholy v prvni vrstvé pod korenem se body rozdéluji podle druhé souradnice
V dalSich vrstvach délime (cyklicky) podle dalSich souradnice

Vyska stromu je log, n + ©(1)

Operace BUILD v case O(nlog n)

Body je téZ mozné ukladat jen do listd a vrcholy pak obsahuiji jen rozdélujici
nadroviny
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k-d stromy: Operace QUERY, COUNT: Algoritmus

1 Procedure Query (vrchol stromu v, interval R)

2 if v je list then

3 Vypis v, pokud leziv R

4 else if rozdéelujici nadrovina vrcholu v protina R then

5 QUERY (levy synv, R)

6 QUERY (pravy synv, R)

7 else if R je ,vlevo® od rozdelujici nadroviny vrcholu v then
8 QueRryY (levy synv, R)

9

else
0 | QUERY (pravy synv, R)
// y
Lo s 5 it Gk cy /“/"5/” oy i S
/ ' C/[/I Ve (7 Wt QJM

8" i
0/2' c = {\—/\' /M//Q/W/? /W‘)/L de WW Z/
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K-d stromy: Operace QUERY COUNT: Analyza

Ptiklad nejhorsiho pripadu pro R?

@ Mame mnozinu bodd S = {(x, y); x,y € [m]}, kde n = m*

@ Chceme najit mnozinu vSech bodu v intervalu (1,2;1,8) x R
@ V kazdé vrstve rozdeélujici podle y-ové souradnice musime prozkoumat oba

podstromy
@ Vyska stromu je log, n + ©(1) a v polovine vrstev prozkoumavame oba podstromy
@ Celkem navétivime 22 ‘g2 ") — 9(,/n) listd

Ptiklad nejhorsiho pfipadu pro R¢

@ Méjme mnozinu bodl S = [m]?, kde n = m®

@ Chceme najit mnozinu v8ech bodu v intervalu (1,2;1,8) x R~

@ V kazdé vrstve nerozdelu1|C| podle prvni soufadnice musime prozkoumat oba
podstromy colliow’ aubln

o V &log, n+ @(1) vrstva h prozkoumavame ‘oba podstromy o
L/\\7uwcw$f/4 mv\uz %WQ ,7)2,/)255/2(779,J@/ ‘,}H

@ Celkem navstmme 2% logz n+e(1 o(n d) |IS’[U 7 v o~
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[m]® znadi tzv. mfiZové body, tj. body R?, jejichz kazda soufadnice/e celé &islo od 0 od
m— 1.
kd-stromy jsou maji nejlepsi moznou casovou slozitost, pokud datova struktura smi
pouzivat pouze O(n) paméti. Intervalové stromy umi vyhodnofit intervalovy dotaz v

case O(log? n), ale potfebuji O(nlog®~" n) paméti.

A .
VMW@% SJ{@)M; Wt &mb(lm)\ WWJN
y @wL w ohins wizg Ul W

WV\(mw/ M%zﬁ?// WOWI VZ’ A e

'Jmt )e %ah///g\/ @ws}a& @wh‘e&/ﬁ @o\e.

\Nosgle Ve

bl S24
WJ o M@wé p\ﬂl‘é%’ b Wi o B
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Paralelni programovani bez zamku.
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