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Vyhledavaci strom

@ Vnitrni vrcholy maji libovolny pocet synu (typicky alespon dva)

@ Vnitfni vrchol s kK syny ma k — 1 setridénych kli¢u

@ V kazdém vnitrnim vrcholu je i-ty kli¢ vetsi nez vsechny klice v i-tém podstromu a
mensi nez vsechny klice v (i + 1) podstromu pro vSechny klice i

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téz ve vnitrnich vrcholech (u
kazdého klice je uloZzena i hodnota)

@ Pokud mame hodnoty jen v listech, pak i-ty kli¢ vrcholu mize byt roven nejvétSimu
kli¢i v i-tém podstromu

y
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(a,b)-strom (Bayer, McCreight, 1972)

a, b jsou cela Cisla splnujicia>2a b > 2a — 1
@ (a,b)-strom je vyhledavaci strom
@ VSechny vnitfni vrcholy kromé kofene maji alespon a synu a nejvyse b synu
@ Koren ma nejvyse b synu
@ VsSechny listy jsou ve stejné vysce

Pro zjednoduseni uvazujeme, Ze prvky jsou jen v listech®

Priklad: (2,4)-strom

1[5]7 2233
/N
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@ V domacim Ukolu jsou prvky i ve vnitfnich vrcholech, tak si rozmyslete, jak se
zmeni operace Insert a Delete.
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vlozte prvek s klicem 4 do nasledujiciho (2,4)-stromu

3|5 — iz, < Uosliadouily

Qk@?x 0z do v
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(a,b)-strom: Operace Insert

1 Najit otce v, kterému novy prvek patri
2 Pridat novy list do v

3 while deg(v) > bdo

# Najdeme otce U vrcholu Vv

4 if v je koren then

5 Vytvorit novy koren u s jedinym synem v
6 else

7 u < otec v

# Rozdé&lime vrchol V na Vv a VvV

8 Vytvorit nového syna v’ otci u a umistit jej vpravo vedle v

9 Pfesunout nejpravéjSich | (b + 1)/2] synu vrcholu v do v’

0 Pfesunout nejpravéjsich | (b + 1)/2] — 1 kli¢d vrcholu v do v/
1 Presunout posledni kli¢ vrcholu v do u

2 V< u
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Musime jesté dokazat, Ze po provedeni vSech operaci doopravdy dostaneme
(a,b)-strom. Ovérime, Ze rozdélené vrcholy maji alespon a synu (ostatni pozadavky
jsou trivialni). Rozdélovany vrchol ma na pocatku prave b + 1 synu a pocet synu po
rozdéleni je |2t | a [25!]. Protoze b > 2a — 1, pocet synl po rozdéleni je alespor
]z 5] =la=a
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(a,b)-strom: Operace Delete

Smazte prvek s klicem 4 z nasledujiciho (2,4)-stromu

3/5
1 4 6|7
/\ / \
1] [3 4] |5 6| [7] |8
y
Nalezneme a smazeme list
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(a,b)-strom: Operace Delete

1 Najit list | obsahuijici prvek s danym klicem
2 V < otec|

3 Smazat |

4 while deg(v) < a & v neni koren do
5 u < sousedni bratr v
6
7
8
9

if deg(u) > a then
| PFesunout spravného syna u pod v @

else
Presunout vSechny syny u pod v ®
0 Smazat u
1 if v nema Zadného bratra then
12 Smazat koren (otec v) a nastavit v jako koren
3 else
14 vV <— otec v
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@ Pii presunu je nutné upravit klice ve vrcholech u, v a jejich otci.

@ Vrchol u mél a, vrchol v mél a — 1 synU. Po jejich sjednoceni mame vrchol s
2a— 1 < bsyny.
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(a,b)-strom: Analyza

@ Chceme najit nejlepsi hodnoty a, b minimalizujici slozitost
@ Slozitost budeme pocitat v zavislosti na a, b a poctu prvku n

r

@ (a,b)-strom vysky d ma alespor 49-Va nejvyse b? lista.
v NA& m)wmc M' o Mn’

—\- MMVM ~ |!\

@ Vyska (a,b)-stromu splnuje log, n < d < 1 + log, n.

Operace FIND

@ Nalezeni spravného syna ve/vrcholu: O(log b) @ /p;l = ﬁ’c?ﬁ A%‘L’_ A
Og.w 7 ja_

@ Cela operace: O(log b - _Iog/an_) = (Iog n'°gb) = O(log n) pokud b = poly(a)

Operace INSERT a DELETE

@ Rozdéleni nebo slougeni vrcholt: O(b) — =éxs Lirsm' ve vellyash yat, e et /sa@ﬂ/co
0%47 ﬂé&f—”&
@ Cela operace: O(b - log, n) = (Iog n@)

@ Optimalni volbaa=2,b=3
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@ Teoreticky k dosazeni nejlepsi slozitosti pouzijeme binarni paleni, ale pokud
hodnota b je malg, tak v praxi je lepsi linearné projit vSechny klice.
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(a,b)-strom: Aplikace a volby parametru a, b

/7 62546/ @—5 ) g///ié? Se /MJZ{/@//»C//;&" W% ﬂ,%m{z?(:ﬂ/

Podobné datoveé struktury

@ B-tree, B+ tree, B* tree
@ 2-4-tree, 2-3-4-tree, atd.

Aplikace
@ File systems napr. Ext4, NTFS, HFS+
@ Databaze

Chame m¥ o N Uhta v kol , @Wi& /@/l&h dzom/mﬁl/ e Lz e dlf mitn 2. ik

Volba parametru a, b

Hodnotu b volime tak, aby se jeden vrchol vesel do bloku a a = [b/2]
@ 4KB stranka, 32-bitovy kli¢ a ukazatel = (256,511)-strom
o 64B fadka kese = (4,7)-strom — 2 ahomt s wik do bl
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(a,b)-strom: Pocet stépeni pri operacich INSERT

Véta (pocet modifikovanych vrcholl pri vytvoreni stromu operaci INSERT)

Amortizovany pocet Stépeni v libovolné posloupnosti operaci INSERT zacinajici na
prazdném stromu je O(1). ®

@ Pri kazdém stepeni vrcholu vytvorime novy vnitrni vrchol

@ Po vytvoreni ma strom nejvySe n vnitfnich vrchol(

@ Celkovy pocet stepeni je nejvyse n a pocet modifikaci vrcholu je O(n)

@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholt na jednu operaci INSERT je O(1)

_ tasovs clogitast I)g gl el 0( /09 V,)/ 0);/07%7’,@ Jam S@Z’ G)Vobfhm/ FIN L
—Cibr mini p?ak/sm; D At Aok ng, (A Q/mgq Wy” Koy ) &y;é(f..,)
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@ Prijedné vyvazovaci operaci (St€peni vrcholu) je pocet modifikovanych vrchold
omezeny konstantou (Stépeny vrchol, otec a synové). Asymptoticky jsou pocty
modifikovanych vrcholl a vyvazovacich operaci stejné.
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(a,b)-strom: Pocet stépeni a sluc¢ovani

Véta (Huddleston, Mehlhorn, 1982)

Amortizovany pocet Stépeni a slucovani v libovolné posloupnosti k operaci INSERT a
DELETE v (a,2a)-stromu je O(1) a celkovy pocet je O(n + k).

@ Potencial vrcholu u zavisi na poc¢tu jeho synu takto: @

syni |Ja-1] a a+1 ... 2a1 2a |2a+
d(u) [ 2" 1 0 . 0 2 |4 i '
, Sueuin . . . . o /
@ Potencial sttomu je soucet potencialu vrcholu Siepier

@ Zmeény potencialu pri stépeni vrcholu u s otcem p jsou:

@ U s potencialem 4 rozdelime na dva vrcholy s potencialy 0 a 1
e Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 2
@ Potencial se snizi alespon o 1, coz zaplati stepeni
@ Zmény potencialu pii sluCovani vrchold u a u’ s otcem p jsou:
o d(u) =2, d(u’") =1 aslouceny vrchol ma potencial 0
e Potencial vrcholu p se zvySi nejvyse o 1
@ Potencial se snizi alespon o 2, coz zaplati slucovani

@ Pridani, smazani a presun vrcholu zvysi potencial nejvyse o 2, ale tyto operace
provadime nejvyse jednou

@ Jelikoz 0 < & < 4n, celkové snizeni potencialu pri vsech operacich je O(n)
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@ Koren mize mit méné nez a — 1 synd a nemame pro néj definovany potencial.
Rozmyslete si, jak do dukazu doplnit praci s korenem. Dulezité je, ze stépeni Ci
slucovani mimo koren muze byt logaritmicky mnoho, takze je nutné je platit z
potencialu, ale u korene nastanou jen jednou.
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolu

Umoznit efektni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (predpoklad: b > 2a).

e

4
b S b w0 ekl Jake podribe o Sphine.

Operace Insert

Preventivné rozdélit kazdy vrchol na cesté od korene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholu.

gt v Qv&bfjl/wh W&Ym/ Jsoq Wankm% clvcl/viw{]/ Tihze ﬂs/zaé/./é/ém M Pors misoe ﬂWm+

Operace Delete

Preventivné sloucit kazdy vrchol na cesté od korene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo presunout synovce.

Tolse o% operee m(yvlhbuu)' | anoh o musel oot — = ho it Sith] l//ﬂS/:lZ ol

ﬂ/’ > Udite
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolu: Priklad

@ Vlozte prvek s klicem 6 do nasledujiciho (2,4)-stromu

9] [1][14][r7][19]
@ Nejprve rozdélime koren

|22|[32]

9] [11][14][17][19]

|22][32]

o] [11][1a][17][re]  [22][32]  [40][50]

0
8

7
7] 1] [ra][17][19] [22][32]
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Cerveno-&erné stromy (Guibas, Sedgewick, 1978)

@ Binarni vyhledavaci strom s prvky ulozenymi ve vSech vrcholech

@ Kazdy vrchol je ¢erny nebo Cerveny
© Vsechny cesty od kofene do listll obsahuiji stejny pocet cernych vrchol(
@ Otec Eerveného vrcholu musi byt cerny

@ Listy jsou ¢erné ®

A
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@ Nepovinna podminka, ktera jen zjednodusSuje operace. V prikladu uvazujeme, ze
listy jsou reprezentovany NIL/NULL ukazateli, a tedy imaginarni vrcholy bez prvku.
Nékdy se téz vyzaduje, aby koren byl Cerny, ale tato podminka neni nutna,
protoze kofen muzeme vzdy prebarvit na cerno bez poruseni ostatnich podminek.
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Cerveno-¢erné stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Kazdému ¢ernému vrcholu odpovida jeden vrchol (2,4)-stromu
@ Vrchol bez cervenych synu

/e\ S—— /2\
(1) © 1 3

@ Vrchol s jednim ¢evnenym synem

"~ M i, sy ol e Gonvemy’
10, — = 10] 20
/

5
® O

@ Vrchol s dvéma cervenymi syny

5 15 25
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@ Prevod mezi ¢erveno-Cernymi stromy a (2,4)-stromy neni jednoznacény, protoze
vrchol (2,4)-stromu se tfremi syny a prvky x < y lze prevést na ¢erny vrchol
cerveno-cerného stromu s prvkem x a pravym ¢ervenym synem y nebo s prvkem

y alevym Gervenym synem Xx.
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Cerveno-&erné stromy: DUsledky ekvivalence s (2,4)-stromy

@ Vyska Cerveno-Cerného stromu je nejvyse 2 + 2 log, n

@ Casova slozitost operaci Find, Insert a Delete je O(log n)

@ Pro vkladani a mazani vrcholl existuje varianta shora dolt i zdola nahoru
@ Amortizovany pocet zmen stromu pri balancovani zdola nahoru je O(1)

—-Qo\w\c\, \76 WS &m\)'fwmlo/ Jul\, @wb(hnj\’ Qpoiece lewrt « D&/Mlt, Je vheoe” & wedle udklut ﬂ/a’%
(2,‘7)—47[/%4(/;

Aplikace

@ Asociativni pole napr. std::map and std::set v C++, TreeMap v Java

@ The Completely Fair Scheduler in the Linux kernel | o
S cle Z{w/(/mlf (rovovna¥ao 174:[,

. pehe:
@ Computational Geometry Data structures & L Dhotnsa” S,

@ Persistentni datové struktury pond phum] o do hyshovel .

4

éﬁ”ma—ié%e/ Qm}/%})/ Kv VAwiol Lwl/m%m} ) WCMZ mishn ...
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A-sort (Guibas, McCreight, Plass, Roberts, 1977)

Setridit ,skoro” setridené pole \

Modifikace (a,b)-stromu

Mame ulozeny ukazatel na vrchol s nejmensim klicem

Priklad: Vlozte klic s hodnotou x; = 16

@ Zacneme od vrcholu Prvek x;, = 16
s nejmensim klicem a patii do tohoto
postupujeme ke koreni, podstromu
dokud x; nepati 20140
podstromu aktualniho \
vrcholu 10 .

@ V ramci tohoto
podstromu spustime Nejmensi klic / \

operaci Insert Vyska podstromu
@ Vyska podstromu je \ / \ / \

O(log f;), kde f; je pocet 15 -
klicU mensich nez x;
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A-sort: Algoritmus

Input: Posloupnost xy, X2, ..., Xn

T < prazdny (a,b)-strom

2 fori< nto 14 Prvky prochdzime od konce
3 do

—h

# Najdeme podstrom, do kterého vlozime X;
4 v < list s nejmensim klicem

5 while v neni koren a x; je vetsi neZ nejmensi klic v otci vrcholu v do
6 | v+ otecv

7 | Vlozime x; do podstromu vrcholu v
Output: Projdeme cely strom a vypiseme vSechny klice (in-order traversal)
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A-sort: Slozitost (Brown, Tarjan, 1978; Mehlhorn, 1979)

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priameérem

Jestlize ay, ..., ap nezaporna realna Cisla, pak plati

n
27:1 aj > N Hal

n — \ :
=1
y
Casova slozitost

@ Necht ;= | {j > i; x; < x;} | je pocet klici mensich neZ x;, které jiz jsou ve stromu
pri vkladani x;
@ Necht F = | {(i,)); i >j,x < x;}|= >, fi je pocet inverzi
© Slozitost nalezeni podstromu, do kterého x; patfi: O(log f;)
©Q Nalezeni téchto podstromU pro vSechny podstromy
> :logfi=log]] fi = nlog \”/m < nlog ¥ — nlog £ = Q\g\e/ @r\ w OCJ’WOWM@ o .}
@ Rozdélovani vrcholl v pribéhu vSech operaci Insert: O(n)
Q Celkova slozitost: O(n + nlog(F/n))
@ SloZitost v nejhorsim pfipadé: O(nlog n) protoze F < (3)

Q Jestlize F < nlog n, pak slozitost je O(nloglogn) ®
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@ Misto AG nerovnosti mizeme pouzit Jensenovu nerovnost, ze které pfimo plyne
ZiLOgICI S IOg Zrl;fl

© Tento algoritmus je bohuzel efektivni jen pro ,hodné skoro® setfidéné
posloupnosti. Jestlize pocet inverzi je n' ™, pak dostavame sloZitost tfidéni
O(nlog n), kde ¢ je libovolné malé kladné Cislo.
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Jak navrhovat a analyzovat algoritmy a datové struktury, aby efektivné vyuzivali kese
procesoru?
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