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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999)

Zjednoduseny model paméti

@ Uvazujme pouze na dvé urovné pameéti: pomaly disk a rychla cache
@ Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B @

@ Velikost cache je M, takze cache ma P = % blok

@ Procesor muze pristupovat pouze k datim ulozenych v cache

@ Pamét je pIné asociativni @

@ Data se mezi diskem a cache presouvaji po celych blocich a cilem je urcit pocet
blokt nactenych do cache

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zna hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (napr. velikost vrcholu
B-stromu pri ukladani dat na disk).

Cache-oblivious algoritmus

Algoritmus musi efektivné fungovat bez znalosti hodnot M a B. Dusledky:
@ Neni treba nastavovat parametry programu, ktery je tak prenositelnéjsi
@ Algoritmus dobre funguje mezi libovolnymi arovnémi pameéti (L1 — L2 — L3 — RAM)

v
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@ Pro zjednoduseni predpokladame, ze jeden prvek zabira jednotkovy prostor, takze
do jednoho bloku se vejde B prvkuU.

© Predpokladame, Ze kazdy blok z disku mlze byt ulozeny na libovolné pozici v
cache. Tento predpoklad vyrazné zjednodusuje analyzu, i kdyz na realnych

pocitacich moc neplati, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Trivialni pristup

Strategie pro vymeénu stranek v cache

OPT: Optimalni off-line algoritmus predpokladajici znalost vSech pristupl do paméti
FIFO: Z cache smazeme stranku, ktera je ze vSech stranek v cachi nejdelsi dobu

LRU: Z cache smazeme stranku, ktera je ze vSech stranek v cachi nejdéle nepouzita
y

Srovnani LRU a OPT strategii

@ 1/O slozist jsme pocitali vaci OPT strategii
@ O kolik je LRU strategie horsi?

Najdete libovolne dlouhqu posloupnost pristupu do pameti, pri které ma LRU strategie
©(P)-krat vice prenesenych blokl pameti nez OPT.
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Véta (Sleator, Tarjan, 1985)

@ Necht s1, ..., sk je posloupnost pfistupll do paméti ®©

@ Necht Popt a P.ru je pocet blokl v cache pro strategie OPT a LRU ®

@ Necht FopT a FLru je pocet prenesenych bloka ®

@ Pru > Popt o clo[mwje, n (R G)VMJ& 2 (9(4)"[%4 e (Felnosn,
Pak Firy < 5—RY— Fopt + Popt

PLru—PopT

Dusledek

Pokud LRU muze ulozit dvojnasobny pocet bloku v cache oproti OPT, pak LRU ma
nejvyse dvojnasobny pocet prenesenych blokl oproti OPT (plus Popt). @

Zdvojnasobeni velikosti cache vétsinou nema vliv na asymptoticky pocet

prenesenych bloku

o Transpozice matic: O(n?/B)
@ Mergesort: O(4 log 1)
@ Funnelsort: O (4 logp 4)

@ The van Emde Boas layout: O(logg n)
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@ s, znadi blok paméti, se kterym program pracuje, a proto musi byt nacten do
cache. Posloupnost s1, ..., sk je poradi blokl paméti, ve kterém algoritmus pracuje
s daty. Pri opakovaném pristupu do stejného bloku se blok v posloupnosti opakuje.

© Predstavme si, Ze OPT strategie pustime na pocitaci s Popt bloky v cache a LRU
strategie spustime na pocitaci s Popt bloky v cache.

© Srovnavame pocet prenesenych blok(l OPT strategie na pocitaci s Popt bloky a
LRU strategie na pocitaci s Popt bloky.

o Formalné: Jestlize PLRU = 2POPT, pak FLRU < 2FOPT -+ PopT.
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Dikaz (Firy < 5 =4— Fopt + Pop)

PLru—PopT

@ Rozdélime posloupnost s, ..., sy ha podposloupnosti tak, Zze LRU prenese Py ry
bloku v kazde podposloupnosti krome posledni

@ Jestlize v podposloupnosti s potrebuje LRU prenést P ry blokd, tak s obsahuje
alespon Piry ruznych bloku, a tedy OPT pottebuje alespon Pops>Piry pfenosu

N ;. vy , N -
© Jestlize Fipt and Fg jsou pocty prenesenych blokl pfi zpracovani Puzu _ /gm_

podposloupnosti s, pak F/ry < PLRlIJD &y — Fopr (kromé posledni)

o OPT prenese F/ PT > Pru — PopT
o LRU pFenese FLRU = PLRU

7 7 7 F
o Dosazenim dostavame ZfY < 5 PLR,B’
OPT T LRU —TOPT

© V posledni posloupnosti plati F/k, < =Y — Flor + Popr WS el OFT

PLru—PopT
o OPT prenese Fip+ > F/r, — PopT aﬂymmynk
] P .
< LRU /
@ Plati1 < PL.ru—PopT L%‘M’l 775 ””%7[

" " PLru
e Dosazenim dostavame F/, < Fio+ + Popt < P~ Poor Fopr + PopT

@ Sectenim odhadl na F/gy a F/ky pres vSechny podposloupnosti dostavame

P
F < LRU F. P
LRU S pro—poo- FOPT + FOPT
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Doba transpozice matic na realném pocitaci
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Srovnani rychlosti ¢teni a zapisu z paméti

Cteni z paméti

# Inicializace pole 32-bitovych c¢isel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 L_Aﬁ]=LHj# Vezmeme kazdou d-tou pozici a vytvorime cyklus
3 A[i=0]=0
# M&¥ime dobu prubéhu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
a for (j=0; j< 2°®; j++) do
5 L_i::AU]# Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic

oy Walfq,m MMJZZ i Y pg/ué// — > 5"/??8/4} df%é /6 /3%457 /5'

Zapis do pameti

v oo
# Mérime dobu prubéhu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d

1 for (j=0; j< 2%°; j++) do

2 L_AKFd)?Sn]=j# Dokola zapisujeme na d-té pozice
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Srovnani rychlosti ¢teni a zapisu z paméti
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Par trikll na zaver

Ktera varianta je rychlejsi a o kolik?

# Pouzijeme modulo:
1 for (j=0; j< 2°°; j++) do
2 L A[(J*d) % n] =]
# Pouzijeme bitovou konjunkci:
3 mask=n—14# Predpokldddme, Ze N je mocnina dvojky

a for (j=0; j< 2°®; j++) do bl /i, f oo
5 | Al(j*d)&mask]=j] . 7 M 7@%/37 /@4 procly >

Jak dlouho pobézi vypocet vynechame-li posledni radek?

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 | Ali] =i+d
3 AJi=0]=0
# M&rime dobu prubéhu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
a for (j=0; j< 2°°; j++) do

y L I=40 -
6 printf("%d\n”, i); _—7 b&Z H"U\’dv J[D CUmO'w’cr Qm‘w&
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Hesovani

’7 Ve

Zakladni pojmy

@ Mame univerzum U vsech prvku
@ Chceme ulozit podmnozinu S C U velikosti n

@ Ulozime S do pole velikosti m pomoci hesovaci funkce h: U — M, kde
M={0,1,.... m—1}

@ Dva prvky x, y € S koliduiji, jestlize h(x) = h(y)

@ HesSovaci funkce h je perfekini na S, jestlize h nema zadnou kolizi S )

@ Vytvorime tabulku velikost m ~ n a hesovaci funkci h: U — M
@ M][y] obsahuje spojovy seznam prvku x splnujici h(x) = y

@ INSERT(X): Pfidame prvek x do seznamu M[h(x)]

@ FIND(x): Projdeme seznam M[h(x)]

@ DELETE(x): Smazeme prvek ze seznamu M[h(x)]

@ Jak ziskat hesovaci funkci?

@ Jaké jsou dalSi zpusoby reseni kolizi?
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ProC nestaci zvolit jednu trivialni funkci?

Funkce h(x) = x mod m

@ Pokud hesujeme nahodna data, tak tato funkce staci
@ Pokud jsou prvky nasobky m, pak padnou do stejné prihradky

@ V praxi nikdy nedostaneme dostateéné nahodna data

Pozorovani (Nepratelska podmnozina)

Pokud |U| > mn, pak pro kazdou hesovaci funkci h existuje S C U velikosti n takova,
ze h hesuje vSechny prvky z S do jedné piihradky. @

Pro¢ nestaci jedna hesovaci funkce?

@ Pokud nepritel zna nasi hesovaci funkci (open source), tak si muze predpocitat
kolidujici prvky
@ Common Vulnerabilities and Exposures:
o (
o PHP: CVE-2011-4885 %d%’\’v %WW’L o )dm 4@, te b se bl

e Ruby: CVE-2011-4815 i P
@ Apache Geronimo: CVE-2011-5034 it dowl DS Uqwﬁ

@ Musime zkonstruovat systém hesovacich funkci, ze které budeme nahodne vybirat)
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@ Dirichletdv princip (Balls-and-binds): Pokud hodime mn mi¢( do m pfihradek
(kosu), tak v alespon jedné pfihradce bude alespon n micd, které oznacime S.

Mool 98&”/‘”‘ e e el e nohode “3/5@“« fuke us Bt eyl
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Universalni hesovani

Sestrojit systém H hesSovacich funkci f : U — M takovy, Zze nahodné zvolena funkce
f € H hesuje libovolnou mnozinu S ,vétSinou dobre”.

Q\MAQJ/) thﬁéow\ H/\ovo/ éf”/, VOW)?W'J l’a% &A(Mu> b‘k, ~\6(L& \)\-\%Qk\{ WO m’t e

Uplné nahodna hesovaci funkce

@ Systém H obsahuje vsechny funkce f: U — M

@ Plati P[h(x) = z] = L provSechnax e Uaz e M

@ Nahodné prihradky h(x) a h(y) jsou nezavislé pro rizné x,y € U

@ Nepraktické: k zakddovani funkce z H potrebujeme ©(|U| log m) bitu

@ Nekdy se pouziva k analyze hesovani
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c-universalni hesovaci systém

c-universalni systém (ekvivalentni definice)

Systém heSovacich funkci # je c-universalni, jestlize ® La/lﬁ//_l/

@ pocet heSovacich funkci h € H splfiujicich h(x) = h(y) je nejvyse 97t pro

véechnarizna x,y € U £ = lolle i lolie” 3" dowoli
@ nahodne zvolena h € H splnuje P[h(x) = h(y)] < = prokazde x,y c Ua x # y.
® G

%/ ney /%, So Clﬂczli} i, (?ml"if/ﬁ j& el G S nahdne /,4;/4 b /Méu % /o/r L]
Priklad c-universalniho hesovaciho systému

@ Parametry: p a m, kde p > u je prvocislo

@ Hesovaci funkce
ha(x) = (ax mod p) mod m
je zavisla na hodnoté a
@ HesSovaci systém H = {hs; 0 < a < p} je c-universalni
@ Hesovaci funkce ze systému H je urcena hodnotou a

@ Tedy nahodny vybér heSovaci funkce z H je nahodné vygenerovani
ae{l,....p—1}
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@ Navic obvykle vyZzadujeme, aby heSovaci funkci Slo spocitat v ¢ase O(1) a aby
funkci bylo mozné popsat O(1) parametry.

© Nahodny vybér heSovaci funkce ma vzdy rovnomérné rozdéleni na celém
systému.

© UplIné ndhodny hesovaci systém je 1-universalni, protoze h(x) padne do n&jaké
prihradky a h(y) ma uniformni distribuci nezavislou na h(x), a proto
Plh(x) = h(y)] = &

po\w} (\J/'Gt '\Uq %M\Aéw\f, ‘3@ \m\/mw(m’ a@w& %&)
&ﬂm\o OtLa @\\—‘W)Omjv\ ﬂmw\n\ C WWMA A W% / Ji’/ Wdfr’/ Vl(ﬂAwCLMﬂ/.

polmé \/hg\w\ \}\\AVA/H }W,,{,{ VW(A?%%"\/ ‘\V\govm\/ GWJ?« o J'D/JM)/ Fﬂo[(, CLtldw 1/3%/?377
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Kolik mame ocekavat kolizi?

Pozorovani (Narozeninovy paradox)

Pokud n mict hodime do m > n kosu, pak pravdepodobnost, Zze v kazdém kosi je
nejvyse jeden mic, je

n—1 . 5
m —1 _n=
m

=1

a ocekavany pocet kolizi je

o [T, = =I5 (1+ 7)) ~II5 e m=e "7 =e 7 ~e = O
oE[#koI|2|]:Z{W}P[h(x):h(y)]:('2’)15<2”%@

A
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@ Predpokladame, Ze se kazdym micem trefime do pravé jednoho koSe, do kazdého
kose se trefime se stejnou pravdepodobnosti a jednotlivé hody jsou nezavislé.
i-ty mi¢ padne do prazdného kose s pravdépodobnosti 2= | takze
n—1 m—ij

pravdepodobnost, Zze v kazdem kosi bude nejvyse jeden mic, je [[,_, *—.
Pouzitim aproximaci prvniho fadu funkce e ~ 1 + x dostavame

. B e D > i A ¢) B
H 1_|__ ~ e m—=e m —e m ~ @ 2m,
m

=1 =1

@ Pravdépodobnost kolize dvou prvki je 1/m a poet dvojic riznych prvki je (3).
Dukaz plyne z linearity stredni hodnoty.
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Statické perfektni heSovani

Lemma (cviceni)

Cekame-li na udalost, ktera nastane v jednom kroku s pravdépodobnosti p (nezavisle
na ostatnich krocich), pak E[# krok(] = .

Markovova nerovnost

Jestlize X je nezdporna ndhodnd veli¢éina a d > 1, pak P[X < dE[X]] > 1 — 1.

Pozorovani: Statické perfektni hesovani

Pro danou podmnozinu S C U velikosti n Ize najit perfektni hesovaci funkci do tabulky
velikosti m = Q(n?) tak, Ze vyzkousime v praméru O(1) funkci z c-universalniho
systému.

y

@ Pfedpokladejme m > an® a necht X znaci pocet kolizi
n n2
@ E[X] =2 (x,; Plh(x) =h(y)] < (2) % < Faz =2
@ Markov: P[X < 1] > P[X < 2E[X]] >1- £
@ Ocekavany pocet pokusu na nalezeni perfektni hesovaci funkce je nejvyse 1—2‘W

v
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Plan na dalSi 3 prednasky

@ \olba hesSovaci funkce
e Jak hesovat Cisla, retézce, k-tice, pole, . ..

@ Reseni kolizi
@ Separované retézce
@ Linearni pfidavani
e Kukacci heSovani
e Bloom filtry
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