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Dnesni plan

= Vlastnosti tridy #P

= #P-uplnost

= Zjemnéla slozitost

= Hypotezy o exponencialnim Case

= Pfevod k-SAT na problém ortogonality vektoru

= Pfevod ortogonality vektort na shodu s regularnim vyrazem
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Trida #P
(2. cast)




Pocditani modeld

#SAT

Instance: Formule ¢ v KNF

Hodnota: PoCet modelu ¢

Pokud #SAT lze vycCislit v polynomialnim case, pak P = NP

= Polynomialni algoritmus pro #SAT bychom monhli pouzit
K rozhodnuti SAT

@ je splnitelna &= #SAT(¢p) > 0

= Tézkost #SAT je zpusobena tézkosti SAT
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Pocitani cyklu

Hodnota: Pocet cyklu G

#CYCLE

Instance: Orientovany graf G = (V,E)

= Snadné ovéfit, zda G obsahuje cyklus

= Tezké urcit poCet cyklu v G

Véta

Pokud #CYCLE Ize vycislit v polynomialnim case, pak P = NP

= Ukazeme, ze algoritmus vycCislujici #CYCLE lze pouzit
K rozhodnuti problému HAMILTONOVSKE KRUZNICE

* Problém HAMILTONOVSKE KRUZNICE NP-uplny
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TFida #P

Definice
Funkce f : X* — IN patfi do tridy #P, pokud existuje polynomialni
verifikator V a polynom p(n) takové, ze pro kazdy x € X* plati

f(x) = {y € {0, 137"V | V(x, y) pHijme}].

y

Alternativné

f(x) = pocet pfijimajicich vypocCtl M(x)

pro néjaky NTS M, ktery pracuje v polynomialnim Case.

Zaklady slozZitosti a vyCislitelnosti 2024/25 (10. prednaska) 6/45




T¥idy NP a #P

Trida NP ptame se po existenci polynomialniho certifikatu
= Ma uloha reseni?

Trida #P zajima nas pocet polynomialnich certifikatu
= Kolik feseni uloha ma?

Pocitani certifikatu muze byt t€zSi nez hledani jednoho

Priklad

Uvazme rozdil mezi
= overovanim acyklicnosti orientovaného grafu (lehke) a
= pocitanim cyklu v orientovaného grafu (tézke)
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Pozitivita funkce f

PoziTiviTA f
Instance: x € I*
Otazka: f(x) > 07
Veta
Je-li f € #P, pak PoziTIvITA f patfi do NP. J

= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které splfiuji
f(x) =y € {0, 3PV | V(x, ) prijme}]

= Pak V je polynomialni verifikator pro PoziTivita f
= PozITiviTA f tedy patfi do NP.
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Pocitani pomoci rozhodovani

Veta
Pro funkci f € #P je otazka nalezeni do mnoziny

Sr={(x,N)| f(x) > N} vypocetné ekvivalentni (aZ na polynomialni
faktor) vypoctu f.

O (x,N) € S¢ Ize jednoduse rozhodnout se znalosti hodnoty f(x)

® f(x) Ize urcit pomoci polynomialniho poctu dotazl typu
Ax,N) € 57"

= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které spliuji

f(x) = {y € {0, 137" | V(x, y) pFijme}|

o Tedy 0< f(x) < 200D b bt ek kst 3 Dol vzdyoh
w4 = PouZijeme bindrni vyhleddvani k uréeni hodnoty f(x)

ofi (= Stadi O(p(|x]) dotaza ~ © =~ % 27

e (s ol | -

S e

4 -
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Prostorova slozitost #P

Veta
Hodnotu f € #P Ize vycislit v polynomialnim prostoru J

= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které splfiuji
f(x) = l{y € {0, 1"V V(x, y) pFijme}

= K ur€eni hodnoty f(x) staci pustit V(x, y) pro kazdy fetézec
y € {0, 1}P(|x|)
= f(x) je pak pocet pfijatych certifikatu
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Polynomialni prevoditelnost funkci

Definice
Funkce f je polynomialne prevoditelna na funkci ¢ (f <p g), pokud Ize
f vycislit v polynomialnim case algoritmem, ktery ma pristup k orakulu

funkce g. )

= Algoritmus vycCislujici f(x)
= Ma pfistup k orakulu, které urCi ¢(y) pro libovolny fetézce y
= Orakulu muze polozit polynomialni poCet dotazu
= Algoritmus pracuje v polynomialnim Case, za predpokladu, ze
orakulum odpovida okamzite
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Prevoditelnost funkci (princip)

[f <p g = ,pomoci ¢ umime spocitat f v polynomialnim éase“}

Polynomialni
. pocet dotazu

4

Yy
Algoritmus F " ™ Orakulum G
vycislujici f \_/ pro funkci ¢

T

f(x) Polynomialni ¢as (nepocitaje
¢as zodpovidani dotazu)
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#P-uplnost

Definice
Funkce ¢ € #P je #P-Uplna, pokud f <p g pro kazdou funkci f € #P. J

Veta
Funkce #SAT je #P-uplna. J

= Plyne z pfevodu, kterym jsme ukazovali NP-uplnost SAT
= Podivejme se na to podrobnéji
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#P-uplnost #£SAT

= Uvazme f € #P
= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které splfiuji

F(x) = {y € {0,137V V(x, y) pHijme}]

= Uvazme nasledujici nedeterministicky TS M

VypocCet M se vstupem x

1 Nedeterministicky vyber y € {0, 1}/
2 Pust V(x,y)
3 If V(x, y) pfijal then pfijmi else odmitni

f(x) = pocet pfijimajicich vypoCtl M(x)
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VycCisleni f pomoci #SAT

= V dukazu Cookovy-Levinovy véty jsme popsali konstrukci KNF ¢,
ktera s kazdym hodnocenim a splnuje

p(a) =1 <= a reprezentuje pfijimajici vypocet M(x)

= Navic plati, ze mezi modely a formule ¢ a pfijimajicimi vypocty
M(x) je bijekce

= Platitedy f(x) = #SAT(¢)

= Nasledujici algoritmus vycisluje f(x):

@ V polynomidlnim ¢ase zkonstruuj ¢
@ Vrat #SAT(p)

f <p #SAT
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Parsimonious prevod

Definice

Polynomialni prevod z problemu A na problém B je parsimonious,
pokud zachovava pocet certifikatu.

= Je-li A prevoditelny na B parsimonious prevodem, pak #A <p #B

= Pfevod z A € NP do SAT, ktery jsme popsali v dikazu
Cookovy-Levinovy veéty, je parsimonious

= Funkce #SAT je proto #P-uplna
#SAT Je proto #£P-tpind
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Disjunktivni normalni forma

Literal vyrokova promenna x nebo jeji negace —x
Term konjunkce literalu

= Napriklad x A =y A =z
= Prazdny term je splneny (T)

DNF formule je v disjunktivni normalni forme, pokud jde
o disjunkci termu

Priklad
Nasledujici formule je v DNF

YV=xV(EyAz)V(xAy)V(=x A=y A=z)V(x A—z)
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Splnitelnost DNF

= Splnitelnost DNF ¢ je mozné ovéfit v polynomialnim Case

= Ovéfime, zda je splnitelny jeden z termu ¢
= Term T je splnitelny <= T neobsahuje x A —x pro zadnou
promennou x

= Pro danou KNF ¢ Ize jednoduse zkonstruovat DNF ¢ = -
= Pouzijeme De Morganova pravidla

—~(aANb)=—-aV-=b and —=(aVvb)=-aA-b

Uvazme KNF
=-xAYV-z)A(xV-ayY) A(xVyVz)A(-xVz)
Aplikaci De Morganovych pravidel na —-¢ dostaneme DNF ¢ = ¢

YV=xV(EyAz)V(xAy)V(=x A=y A=z)V(x A—z)

y
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Pocitani modell DNF

= Definujeme funkci # DNF-SAT, ktera pro kazdou DNF 1 splnuje
# DNF-SAT(y) = [{a | ¢(a) = 1}
= # DNF-SAT patfi do #P

Veta
#SAT <p # DNF-SAT, tedy funkce # DNF-SAT je #P-upina. J

VypocCet #SAT(¢p) s pomoci # DNF-SAT
Vstup: KNF ¢
1 n <« pocet promennych v ¢
2 ¢ < DNF ekvivalentni —¢
3 return 2" — # DNF-SAT(v)
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PocCet perfektnich parovani v bipartitnim grafu

PERFEKTNi PAROVANI V BIPARTITNIM GRAFU (BPM)

Instance: Bipartitni graf G =(V = AUB,E C A X B), kde |A| = |B|.

Otazka: Existuje v G parovani velikosti |A| = |B|?

Véta (Bez diukazu)
Funkce # BPM je #P-uplna. J
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Permanent matice

Definice
Je-li A matice typu n x n definujeme permanent A jako

n

perm(A) = Y [ | i,

neS(n) i=1

kde S(n) je mnozina permutaci mnoziny {1,...,n}.

= ,Determinant®, kde neuvazujeme znaménko permutace.

= Je-li A matice sousednosti bipartitniho grafu G, pak perm(A)
urcuje pocet perfektnich parovani G.

Véta (Bez dukazu)
Funkce perm je #P-uplna. J
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Zjemnela slozitost




Slozitost uvniti P

= NP-uplnost je pfilis hruba pro studium slozitosti problému uvnitf
tridy P
= Rozdil mezi O(n) a O(n°)
= Nekdy je i kvadraticky Cas pfrilis
= velkd data (big data) &WAQ G s et
7
= Zajimaji nas dolni odhady slozitosti problému feSitelnych
v polynomialnim Case
= Netrivialni nepodminene dolni odhady je velmi tezké dokazat
= je-li to vibec mozné

&LD%“\ n 1&\?{01( KM‘“\ W“’AQ/\ é \-«\« \I\O\YA \/&

" o M(c M«)c&o 3 5‘
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Zjemnela slozitost

Podminenée dolni odhady

= Dolni odhad slozitosti je zalozen na Siroce pfijimane hypotéeze

= Pouzivame zjemnélou prevoditelnost

Vypocetni model

RAM s logaritmickou cenou operaci

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti
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KliCové hypotézy



k-SAT

k-KNF klauzule obsahuji nejvys k literal(

Otazka: Je ¢ splnitelna?

k-SAT

Instance: Formule ¢ v k-KNF na n promeénnych.

= |ze vyfesit v Case O(2’@)

o GO A /Jv\
L/_\(—\_/

= Pro kazdé k € IN definujeme

d

l/ha ZWM
KQW
W Vﬂ

sk = inf {0 | k-SAT Ize vyFesit v ¢ase O(2°" poly(n))}
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Hypotezy o exponencialnim Case

sk = inf {0 | k-SAT Ize vyfesit v Ease O(2°" poly(n))}

Hypotéza o exponencialnim case (ETH)

Liaké i hde il - CAT azsSin fépe pr v Q" Py
: > 7 7, O
Pro n&jaké k je/sy O/>;> KA 5 e s oot 7

= Ekvivalentné s3 > 0

Silna hypotéza o exponencialnim case (SETH)

limﬁvlmmw g o e e Ao el

173 F‘M 01‘@ [h;‘-m/ mcha }733‘\’ Jee Qg”/u'ﬂWi

g &V(VW’; Wt @Dlavtow% n Qwé/o[/lmm;//ﬂw— J@ Jdﬁ(j ﬁﬁmg)'a\éjm%: mew Il/@edﬂwu
to hd nn” /‘7@ MDW//“// M%MMJ(MJ@, o + P ,(LJng g(gz/Hn) VL” og%tw o @\@ ‘0{”“6

g-' UT |z it o (%)'“>
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Ortogonalni vektory

ORTOGONALNI VEKTORY (QV)

Instance: Mnoziny A a B obsahujici po n vektorech z {0, 1}d.

Otazka: Existuji navzajem ortogonalni vektory a € A a b € B (}j.
ali]-bli] =0 provSsechnai=1,...,d)?

= Lze vyfesit v ¢ase O(n?d) vypoétenim skalarnich soucinli véech
dvojic vektor( >y Jiewonbsdry (Fseq

Hypotéza o ortogonalnich vektorech (OV)

OV nelze vyfesit v Ease O(n?°d°) pro zadné o, ¢ > 0.
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Nejkratsi cesty mezi vsemi dvojicemi vrcholu

NEJKRATSI CESTY MEZI VSEMI DVOJICEMI VRCHOLU (APSP)

Instance: Orientovany graf G s n vrcholy a kladnymi délkami
nran.

Cil: Pro kazdou dvojici vrcholu urcit délku nejkratSi cesty,
Ktera je spojuje.

= Lze vyfesit v ¢ase O(n?) Floydovym-Warshallovym algoritmem

Hypotéza o nejkratSich cestach mezi vSemi dvojicemi vrcholu

APSP nelze vytesit v ase O(n37°) pro zadné 6 > 0.
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3SUM

3SUM

Instance: Mnozina X s n celymi Cisly

Otazka: Plati a + b + ¢ = 0 pro néjakou trojici a,b,c € X?

#ah N Qm\ﬂa;g(ﬂ) ((M ) /;4 ﬁa/em /%m
= Lze vyfesit v &ase O(n2) -~ Wl Je b -

Hypotéza o 3SUM

3SUM nelze vytesit v ¢ase O(n>~°) pro zadné 6 > 0.
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SETH implikuje OV



SETH implikuje OV

Veta
Silna hypotéza o exponencialnim ¢ase implikuje hypotézu
o ortogonalnich vektorech.

= Popiseme prevod k-SAT na problém ORTOGONALNICH VEKTORU

Mnoziny vektoru
A,B c {0,1}7

k-KNF ¢ (prevedeme) -

. Nejakea € A,b € B

je splnitelna < . I
¢ 1esp jsou ortogonaini

Navic: Zrychleni OV implikuje zrychleni k-SAT.
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Prevod k-SAT na OV

= Pfedpokladejme k-KNF

§0=C1/\C2/\°°°/\Cm

= n proménnych X = {xq,...,x,}
= Promeénné rozdelime do dvou casti (predpokladame sude n)

Xl — {x1/°-°1xn/2}
X9 :{x{,...,%}
X X

Wz
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Mnozina A

= Pfedpokladejme ohodnoceni o : X1 — {0, 1}
= Definujeme vektor délky d = m

(O Ci(a) =1

ar z :<
=9, jinak

\

A={a%|a: Xy —{0,1}}

= Velikost mnoziny A je N = 2/"/2
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Mnozina B

= Predpokladejme ohodnoceni  : Xy — {0, 1}
= Definujeme vektor délky d = m

0 Cip) =1
1 jinak

\

B={bF|p:X,— {0,1}}

= Velikost mnoziny B je N = 2"*/2
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Korektnost prevodu

Formule ¢ je splnitelna, prave kdyz existuje dvojice ortogonalnich
vektorll a® € A a bf € B.

= Pro dvojici vektorll a® € A, bP € B plati

a* P =0 = @paop)=1

Konstrukci Ize provést v &ase O(2"/2n’k).

= Plati m = O(n")
= Délka formule ¢ je tedy O(kn*) = O(n¥)
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Zrychleni OV implikuje zrychleni k-SAT

= Predpokladejme algoritmus pro OV se slozitosti O(N?°4°¢) pro
nejakeé konstanty 6,c > 0

= Plati d = m = O(n")
— d° = O(n*) = 0(20/19)) pro kazdé k
= Plati N = 2"/2, tedy

O(N2—6d0) _ O(zn(1—6/2)2n(6/10)) _ O(Qn(l—é/2+5/10)) _ O(Qn(l—é’))

pro vhodné 6’ > 0
= Cas konstrukce: O(2"/2n*%) = O(2"1-9")) pro vhodné 6" > 0
= Pro vhodné y > 0 pro kazde k plati sy <1 -y

Spor s SETH (limy_00 5 = 1)
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Shoda s regularnim vyrazem



Regularni vyrazy

= Omezime se na velmi jednoduché regularni vyrazy
= Regularni vyraz R reprezentuje mnozinu fetézcu L(R)

Definice
Predpokladejme abecedu .
@ Pro kazdy znak c € X je R = c regularni vyraz s L(R) = {c}
® Jsou-li Ry, Ry regularni vyrazy, pak
@ R = R{|R; je regularni vyraz s

L(R) = L(R1) U L(R2)
® R =R - Ry jeregularni vyraz s

L(R) = L(Ry) - L(R2) = {uv | u € L(R1) Av € L(R2)}
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Shoda podretezce s regularnim vyrazem

SHODA PODRETEZCE S REGULARNIM VYRAZEM (REG)

Instance: Regularni vyraz R atext T € X*.
Otazka: Obsahuje T podfetézec t € L(R)?

= |Lze vyfeSit v ¢ase O(nm), kde n = |T| am = |R|

Veta
Problem shody podretezce s regularnim vyrazem nelze vyresit v case

O((n + m)*~%) pro 2ddné ¢ > 0, pokud plati hypotéza o ortogonainich
vektorech.
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Prevod OV na REG

= Pfedpokladejme instanci OV
= Mnoziny vektoru délky d

A={ai,...,a,}
B={by,...,b,}

= Popiseme konstrukci retezce T a regularniho vyrazu R, pro které

plati:
" |T| = O(nd)
" |R| = O(nd)

= T obsahuje podfetézec t € L(R), pravé kdyz A, B obsahuji dvojici
ortogonalnich vektoru
= Konstrukci Ize provést v ¢ase O(nd)

Rychlejsi algoritmus pro REG Ize pouzit pro rychlejsi rozhodnuti
OV.
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Konstrukce textu a regularniho vyrazu

= Pro hodnotu v € {0, 1} definujeme regularni vyraz

§ /Mie /W
0 v =1 VS S
C(v) = « X, v, 4 o 4 o
K(O| 1) 0 = O 6&97@”
= Pro vektor a € A definujeme regularni vyraz O (1io0) 0(4@)

V(a) = C(al0)C(a[1])...C(ald])

= Regularni vyraz R definujeme takto
| | |

R=V(a))¥V(az)%k... %V (a,)

@ML&, s gﬂaLMJ( V]@)wlﬂy/ Vté\‘vﬁl@l \’Mﬂ/ b ij é% 0///7/
= Text T definujeme takto mloie i hle.
| \ |
T =Db1%bo% ... %D,
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Ziemnela prevoditelnost



Zjemnela prevoditelnost

Pro jednoduchost uvazujeme jen many-one prevoditelnost.

Definice
Uvazme rozhodovaci problémy A a B a funkce Casove slozitosti ¢ 4
a tg. Zjemnélym prevodem (A, ta) na (B, tg) minime funkci f : &* — X~
splnujici nasledujici vlastnosti:
@ Pro kazdy fetézec x € X platix € A < f(x) € B
® Pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0, pro néz plati

ta(| £ ())' ¢ = O(ta(lx])'™°)

® f(x)je vydislitelna v ase O(ta(|x])' ™) pro n&jaké v > 0
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Pouziti zjemnelé prevoditelnosti

= Méjme zjemnély pfevod z (A, t4) do (B, tp)

= Predpokladejme algoritmus rozhodujici B v éase O(tz(1n)' %) pro
nejake ¢ > 0
* Pak otazku, zda x € A, umime rozhodnout v Case
O(ta(|x)' ™ + tg(L f (X)) ™)
= O(ta(lxD)' ™ + ta(1x])' ™)
= O(ta(lx))'™)

for some 6’ > 0

Zlepseni slozitosti pro B implikuje zlepSeni slozitosti pro A.
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