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Dnesni plan

= Univerzalni Turinguv stroj

= Nerozhodnutelnost jazyka univerzalniho Turingova stroje
= Problém zastaveni

= Prevoditelnost

= Dukaz Riceovy véty
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Kddovani Turingovych stroju
(pripomenuti)




Par technickych omezeni

Omezime se na Turingovy stroje, které
© maji jediny pfijimajici stav a
® maji pouze binarni vstupni abecedu %;, = {0, 1}.

= Vstupni fetézce budou zapsany jen pomoci znakl 0 a 1

= Pracovni abecedu nijak neomezujeme

= Turinguv stroj muze béhem vypoctu zapisovat na pasku libovolné
symboly

= Jakoukoli koneCnou abecedu Ize zakodovat do binarni abecedy
= Kazdy TS M lze upravit tak, aby splhoval obé omezeni
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Zakodovani prechodove funkce

M=(Q,%,06,q0,F =1{qg1})

O zapiseme fetézcem vy, v abecede
r: {OI]‘ILINIRI|I#I;}

Kazdy znak vy, zapiSeme pomoci 3 bitu

(M)
Binarni retézec reprezentujici M
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Zapis prechodove funkce v abecede I

= Predpoklady
= Q=1{q90,91,-..,9,} pro néjakeé r > 1, kde gq¢ je pocatecCni stav a g,
je jediny prijimajici stav.
= Y. ={Xy, X1, Xs,..., X5} pronéjaké s > 2, kde Xy =0, X; =1

aXo=A\
= Instrukci 6(g;, Xj) = (qx, X1, Z), kde Z € {L, N, R} zakddujeme
fetézcem

(1)l (/)| (K)sl (15| Z

= Jsou-li Cq, ..., C, kddy instrukci TS M, pak pfechodovou funkci 6
zakodujeme retezcem

Ci7£Cotf ... 7#Cy
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Prevod do binarni abecedy

@ 0000
1 001

[6(073, X7) = (g5, X2, R)J 010

Znaky abecedy I

L
l N|[011 zakodujeme po-
[11|111|101|10|R/ = 1100 moci teto tabulky

| 1101

#1110

s l111

Y

(001001101001001001101001000001101001000101100))

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (3. prednaska) 7/69




Godelovo ¢islo

(M) binarni fetézec kodujici TS M
Godelovo Cislo jednoznacné pfifazené danému Turingovu stroji
= Definujeme jako index({M))

Je-li w retezec, ktery neni syntakticky spravnym kodem Turingova
stroje, pfifadime mu Turinguv stroj M s prazdnou prechodovou
funkci.

= prechodova funkce M neni definovana pro zadny vstup a
= M okamzité odmitne kazdy vstup, tedy L(M) = 0
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Nejednoznacnost kodu TS

= Kod TS neni jednoznacny, protoze nezalezi na
= poradi instrukci,
= na ocCislovani stavu kromé pocateCniho a pfijimajiciho,
= znaku paskové abecedy kromé 0, 1, A, a
= binarni zapis Cisla stavu nebo znaku muze byt uvozen libovolnym
pocCtem O.

= Kazdy TS ma nekonecné mnoho ruznych kodu a potazmo
nekone¢né mnoho Gddelovych Cisel.

[binérm’ retezec s indexem 414]

Jedno z
Godelovych
Cisel M

() (o
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Kodovani objektu (znaceni)

= Konecné objekty (napf. Cislo, fetézec, Turinguv stroj, RAM, graf
nebo formuli) mizeme kddovat binarnimi fetézci

= Podobné muzeme zakddovat i n-tice objekitu

Definice
(X) binarni fetezec kodujici objekt X
(X1,...,X,) binarni fetézec kodujici n-tici objektu X4, ..., X,

Priklad
(M) kodd Turingova stroje M
(M, x) kod dvojice tvofené Turingovym strojem M a fetézcem x

y
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Univerzalni TuringUv stroj




Univerzalni Turinguv stroj

(M) X

Univerzalni Turinguv stroj U

simuluje M (x)

Prijme Odmitne NeskoncCi
M pfij‘me X M odmitne x M(x)T
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Univerzalni Turinguv stroj

Vstup (M, x) (M je Turinguv stroj, x je vstup)

Univerzalni Turinguv stroj simuluje praci stroje M nad vstupem x
Vysledek prace zastaveni/prijeti/zamitnuti vstupu a obsah

vystupni pasky je dan vysledkem M (x)

PRIJETI VSTUPU

Instance: Kod Turingova stroje M a vstupni retezec x

Otazka: Pfijme M vstup x?

Univerzalni jazyk

Jazyk univerzalniho Turingova stroje

Ly ={(M,x) | xeLM)}
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Struktura YU

PopiSeme 3-paskovy Univerzalni Turinguv stroj U

1. paska obsahuje vstup (M, x)
(M) X
év 74%%7 &udkll)ln {Wiwa&./ &hod - Jﬂ% Lmia JJAJ &Wu;/ g/ow/ Yz Wfeve %@
Na 2. pasce je ulozen obsah pracovni pasky M Pusht vifpsek
Symbol X; zapsan jako (j);, bloky maji touz delku b bitl

(0210 []O]1 2027021210/ ]

3. paska obsahuje (i) reprezentujici aktualni stav g; stroje M

L{OJO (2|2 A IAIAIAIAIAIAIAIA|IAIAIA
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Vypocet U

= Vstup U ma dve casti (M) a x
= U umi &ist kazdou zvlast
= Simulovany TS M = (Q, %, 8, g0, {g1})
= Jediny pfijimajici stav g,
= Vstupni abeceda {0, 1}
= Paskova abeceda X neni omezena

= (M) koduje prechodovou funkci 6
= VypocCet U((M),x) ma 3 faze
@ Inicializace

@ Simulace
€ Zakonceni
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Inicializace

@ Syntakticka kontrola
= Pokud prvni cast vstupu neni syntakticky spravnym kodem
Turingova stroje, odmitni
® Urceni delky bloku b pro znak na 2. pasce

= Maximalni delka znaku X; v ramci nejake instrukce
= Abeceda X obsahuje alespon 0, 1 a 1, tedy b > 2
= Pracovni abeceda neni jinak omezena

@ Prepis vstupu na 2. pasku
= Pfekddovani vstupu do blokd délky b oddélenych |
= 0 je pfepsano na 0% (X, = 0)
= 1 je pfepsano na 07711 (X; = 1)
@ Zapis 0 na 3. pasku
= PocatecCni stav je g

® Navrat vSech tfi hlav na zacatky slov na pfislusnych paskach
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Polohy hlav na zacatku simulace kroku M

1. pas
2. pas
3. pas

Y

Ka na zacatku kédu (M)
Ka nad blokem symbolu X;, nad nimz je hlava M

Ka na zacatku Cisla stavu g;

(M) X

v

(0210 [|O] 20 [ (2702 |1|1/0]]

V

[(j)B kéduje symbol X; pod hlavou M]

L{O[O| I 2| A[A[AIA[AIA[AIA[AIA|A|IA

[(i)B koduje stav g; stroje M]
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Simulace kroku M

© Hledej v (M) instrukci pro displej (g;, X;)
= |nstrukce neni nalezena — simulace koncCi
= Jinak oznacme nalezenou instrukci 6(g;, X;) = (qx, X1, Z)

® 3. paska prepis Cislo stavu na (k);
@ 2. paska prepis blok pod hlavou na (1) (b bita)
@ 2. paska prfesun hlavu

= 0 blok vlevo (je-li Z = L)
= 0 blok vpravo (je-li Z = R)
= na zacatek stavajiciho bloku (je-li Z = N)

©® Pokud se hlava pfesunem dostala mimo pouzitou ¢ast pasky, U
prida dal&i blok tvaru 077210 (X5 = 2

O Vrat hlavy do pfedpokladanych pozic
@ Pokracuj simulaci dalsiho kroku M
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Zakonceni

= Obsahuje 3. paska ¢islo 1?
v/ pfijmi (jediny pfijimajici stav g;)
X odmitni
= PocCita M funkci?
= Prepis obsah 2. pasky do retezce z **
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Nerozhodnutelnost
Univerzalniho jazyka




Vlastnosti univerzalniho jazyka

Veta
Jazyk L, = {(M,x) | x € L(M)} je ¢astecné rozhodnutelny, ale neni
rozhodnutelny.

= Céastednd rozhodnutelnost &= univerzalni Turinglv stroj

= Nerozhodnutelnost ukazeme diagonalizaci

€@ Univerzalni jazyk reprezentujeme jako matici A
® Jazyk dany dopliikem diagonaly A neni ¢aste¢né rozhodnutelny
@ Z toho dovodime, Ze L, neni rozhodnutelny
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Univerzalni jazyk jako matice

L, ={(M,x)| x € L(M)} |ze reprezentovat nekone¢nou matici A

Odpovida j-tému binarnimu
retézci w; s indexem j

indexy binarnich fetézcu \/

/wi oznacuje binarni fetézec s indexem i]
— - — ' Al 0 1 2 i @ .........
M; oznaCuje TS s Gbédelovym Cislem z]
- olo 1 0 ... 0 ... 1
Plati: w; = (Mi)J
- Y]
o 1 1 1 0 ... 1 0 ...
, T / s v vl v >O
~ el S X eyl o Todas °S o1 1 o ) X

«()ﬂéjrm);, M(JAom[oﬂz Nuol/no YEQV./\S
—ﬂ[€ [46{10/7/ /IS T W v\/@m\’ fudel

Godelov

/ w; € L(M;) w; ¢ L(M;)

[Odpovfdé Turingovu stroji Mi}

s Godelovym Cislem i
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Matice univerzalniho jazyka

= Kazdy Turinguv stroj M ma nekone¢né mnoho Gédelovych Cisel

—> A obsahuje nekone¢né mnoho fadku odpovidajicich

= konkretnimu Turingovu stroji M
= konkretnimu CasteCnée rozhodnutelnému jazyku

Doplnéek diagonaly matice A urCuje diagonalni jazyk

o
—
o
o
—_

DIAG = {{M) | (M) ¢ L(M)}

= DIAG nema svuj fadek v matici A ? ) 0
= DIAG neni Castecne rozhodnutelny7/ T @

A//

B Z ale d&\c‘u'\e’, % S G w neloweant, sk (?ozia/clw
Oé bt Vadan Se e wost Jisk / ()VHW/ '}vo'vi/ Aop"m("/l» f (&maan“é Pt uonl Wdeh sourcy &
z j'\\/ml\/ \')30}1 e lanetnl e vekied woll pouw\‘& H\c}—. p?\)v\-,’
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Diagonalni jazyk

Odpovida j-tému binarnimu
retézci w; s indexem j

indexy binarnich fetézcu \/
(DIAG = {(M) | (M) ¢ L(M)} | -

Al o 1 2 .. P @ .........
'DIAG = {w; | w; ¢ L(M;)} |

0 O 1 0 . 0 1
©
0 1 11 0 1 0 ...
O
c_g 2 11 11 0 0 oo 1
§ w; € L(M;)
ORI

v @ 0 O 11| f 1 ) O ...

Odpovida Turingovu stroji M;
s Godelovym Cislem i

DIAG| 1 0

: -
(DIAG se lisi od kazdeho fadku matice A v diagonalnim poh’ékuj Wi ¢ L(Mi)]
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Diagonalni jazyk neni castecne rozhodnutelny

Veta
Jazyk DIAG = {{M) | (M) ¢ L(M)} neni castecne rozhodnutelny J

Dukaz.
Sporem: existuje TS Mp, ktery pfijima DIAG (tj. DIAG = L(Mp))

(Mp) ¢ L(Mp)

_ G

(Mp) € DIAG X Spor

DIAG |2
e 2 (M) € LMp)
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Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka

Veta
Jazyk L, = {(M, x) | x € L(M)} neni rozhodnutelny. J

Dukaz.

= Sporem: Existuje Turinguv stroj M,,, ktery rozhoduje L,
= L, =L(M,)aM,((M,x))] prokazdy vstup (M, x)

= Pro kazdy Turingtv stroj M plati <M>el ) <=> Y>> el

definice DIAG definice L,

—— ——
(M) e DIAG & (M)¢LM) < (M,(M))¢L,

= Stroj M, Ize pouzit k rozhodovani DIAG —— =W I Wi it

= Spor s nerozhodnutelnosti DIAG byt Quultn @i
T gl by e e

4
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Prevoditelnost




Soutéz pro stfedné pokrocilé

Soutéz

Poslete nam program, ktery testuje, zda Cislo na vstupu je prvo-
Cislo a my vam posleme robota!
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Automaticke vyhodnoceni soute€ze |/ /. juihost’

TEST PRVOCISELNOSTI

Instance: Zdrojovy koéd programu P.

Otazka: Ptijima P, pravé kdyz vstupni Cislo je prvocislo?

Problem TEST PRVOCISELNOSTI je nerozhodnutelny.

= Sporem: Mame program 7, ktery rozhoduje TEST PRVOCISELNOSTI
= Sestavime program YV, ktery rozhoduje univerzalni jazyk

Ly ={(M,x) | x € L(M)}

Spor s nerozhodnutelnosti L,
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Rozhodujeme L, volanim 7~

Vypocet V se vstupem (M, x)
1 Sestroj program P, ktery se fidi nasledujicim algoritmem

Vypocet P se vstupem n

1 Pust M(x)
2 If M pfijal and 7 je prvocCislo then

Flimi /5 M(x) Hepsiine.
3 prijmi g
4 else L@{

5 | odmitni FRIME < g <n>/n 2 Waél.%

// PoloZzime dotaz programu 7
6 Pust 7 (P) if 7 (P) ptijal then
7 | pfFijmi
8 else
o | odmitni
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Jak ukazovat nerozhodnutelnost?

Chceme ukazat, ze A je nerozhodnutelny jazyk.

@ Vybereme si jiny nerozhodnutelny jazyk B
= napriklad B = L,
® Rozhodnutelnost A =— rozhodnutelnost B

= Mame algoritmus D4, ktery rozhoduje A
= Popiseme algoritmus Dg, ktery rozhoduje B
= D muze volat D4 jako podprogram

® Spor s nerozhodnutelnosti B
— A neni rozhodnutelny
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Turingovska prevoditelnost (princip)

[B <r A = ,pomoci A umime rozhodnout B“]

X

|

Algoritmus Dg
rozhodujici B

Algoritmus D4
rozhodujici A

/ \ ano/ne

pfijme

|

x € B

odmitne

II

x & B
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Turingovska prevoditelnost

Jazyk B C X~ je turingovsky prevoditelny na jazyk A C X* (B <t A),
pokud existuje algoritmus (Turinguv stroj) Dg, ktery

= rozhoduje B

= muze se ptat, zda ,y € A“ pro libovolny fetézec y € *~

" OdeVI'dé Dy
= Libovolny pocet dotazu

= A rozhodnutelny = B rozhodnutelny
= B nerozhodnutelny =— A nerozhodnutelny
= A <r Apro kazdy jazyk A  _ dwil Ok Wiptnp
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Jazyk problemu TEST PRVOCISELNOSTI

TEST PRVOCISELNOSTI

Instance: Zdrojovy kéd programu P.

Otazka: Ptijima P, pravé kdyz vstupni &islo je prvocislo?

= Odpovida mu jazyk
TP = {(P) | L(P) = PRIME},

kde
PRIME = {{p) | p je prvocCislo}

Konstrukce programu V ukazuje, ze L, <r TP.
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Problém zastaveni

PROBLEM ZASTAVENI (HALTING PROBLEM)

Instance: Kod Turingova stroje M a vstup «x.

Otazka: Zastavi se vypocet Turingova stroje M nad vstupem x?

= Odpovida mu jazyk

HALT = {(M, x) | M(x) |}

Veta
Jazyk HALT je castecne rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny. J
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Castedna rozhodnutelnost HALT

HALT = {(M, x) | M(x) |}

= Plyne z existence univerzalniho stroje U
= HALT je pfijiman nasledujicim strojem H

Vypocet H se vstupem (M, x)

1 Simuluj M(x)
2 pHjmi —> najm w, '\QA\& (A Qv 1 and o
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Nerozhodnutelnost HALT

HALT = {(M, x) | M(x) |}

= Sporem: Necht H je stroj rozhodujici HALT
= HALT = L(H) a
= H({M,x))| pro kazdy Turingtv stroj M a vstup x

= Popiseme Turinguv stroj M,,, ktery rozhoduje

Ly ={(M,x) | x € LM)}
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Stroj M,, rozhoduijici L, s pomoci HALT

Vypocet stroje M, se vstupem (M, x)
1 Sestroj Turinguv stroj M’, ktery se fidi nasledujicim algoritmem

Vypocet M’ se vstupem vy

1 Pust M(y)
2 If M zamitl then
3 | vstup do nekoneéné smycky

// Polozime dotaz jazyku HALT
2 If (M’,x) € HALT then
3 prijmi
4 else
5 odmitni
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Nerozhodnutelnost HALT

Ukazali jsme, ze L, <r HALT

L, neni rozhodnutelny — HALT neni rozhodnutelny

= Program M, je velmi specificky
= QOrakula HALT se pta jen jednou na konec
= Odpovéd dotazu HALT je pfimo odpovédi M,

Program ukazuje, ze L, je m-prevoditelny na HALT
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m-prevoditelnost (princip)

Vstup x [B <m A = ,dotazem do A rozhodneme B*

|

Prevodni
algoritmus
Upraveny vstup y b fmgi | o Gk e bhosh

(:)

ano <— x € B
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m-prevoditelnost (definice)

Definice
Jazyk B je m-prevoditelny na jazyk A, e existuje totalni vycislitelna
funkce f splnujici ==
(Vx e X)[xe B & f(x) e A]
?\
7’ )
) . Jth_ohle m Ozl
Z*
’I\?\'llo 12
B d«wla/v
‘ Q
v /
[
" \/-SUIIMAO MLWW ’Mskv\w o, ' +b "W" &MM\MU’M/ Mm‘]fl{ha
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m-prevoditelnost (definice)

Definice

Jazyk B je m-prevoditelny na jazyk A (B <,,, A), pokud existuje totalni

vycislitelna funkce f splnujici

(Vx e I)[x € B f(x) e Al

= <, je reflexivni a tranzitivni relace (kvaziusporadani).
= Pokud A <, B a B je (CasteCne) rozhodnutelny jazyk, pak totéz Ize

rict o A.

Ly

£m

N——
neni castecné rozhodnutelny

Ly
——

castecne rozhodnutelny
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m-prevoditelnost (reflexivita)

Lemma (Reflexivita m-prevoditelnosti)
Pro kazdy jazyk A plati A <,, A }

Dukaz.
= |dentita id(x) = x je totalni algoritmicky vycislitelna funkce
= Pro kazdy retezec x € X* plati

xeAoidx)e A
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m-prevoditelnost (tranzitivita)

Lemma (Tranzitivita m-prevoditelnosti)
Pro kazde jazyky A, BaCplatiA <, BAB<, C — A<, C J

DUkaz.
= A <, B pomoci funkce g¢

= B <;,, C pomoci funkce h
= Definujme funkci f(x) = h(g(x))

= f je totalni algoritmicky vycCislitelna funkce
= Pro kazdy retezec x € 1* plati

x€A & g(x)eB & h(g(x)) eC < f(x)eC
—— —— ——
A<, B B<,,C f(x)=h(g(x))

25 ) B> higlel
= A <, C pomoci funkce f

[

v
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m-prevoditelnost porovnava obtiznost

Lemma
Necht B a A jsou dva jazyky, pro néz plati, Ze B <,,, A.
@ A rozhodnutelny — B je rozhodnutelny
® A castecné rozhodnutelny — B je ¢adstec¢né rozhodnutelny

= Predpokladejme, ze M4 je TS, ktery pfijima/rozhoduje A
= Popiseme TS Mg, ktery pfijima/rozhoduje B

Vypocet stroje Mg se vstupem x

1y «— f(x) // f ukazuje, Ze B<, A
2 Pust Ma(y)

3 If M4 pfijal then

4 prijmi

5 else

6 odmitni
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m-prevoditelnost a nerozhodnutelnost

Lemma
Necht B a A jsou dva jazyky, pro néz plati, Ze B <, A.
© A je rozhodnutelny — B je rozhodnutelny
® A je ¢asteéné rozhodnutelny — B je ¢astecné rozhodnutelny

4

Dusledek
Necht B a A jsou dva jazyky, pro néz plati, Ze B <,,, A.
© B je nerozhodnutelny — A je nerozhodnutelny

® B neni ¢astecné rozhodnutelny — A neni ¢dastecné
rozhodnutelny
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Prevod L, na TP

= L, ={{M,x) | x €LM)}
« TP = {(P) | L(P) = PRIME)

WLy S LIE

|dea:
= Definujeme f({(M, x)) = (P) tak, aby platilo, ze

x € L(M) < L(P) = PRIME

= Algoritmus pocitajici f provede konstrukci P
= Jde o konstrukci, kterou provadi program V
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L, <, TP

L, = {(M,x)| x € L(M)} TP = {(P) | L(P) = PRIME}

K (M, x) definujeme program P takto

Vypocet P se vstupem n

Pust M(x)

if M pfijal and 7 je prvocislo then
| pFrijmi

else
[ odmitni

= M(x) pfijme — P provadi test prvociselnosti
= M(x) nepfime — L(P)=10
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Prevod L, na HALT

" L, ={(M,x) | x € LM)}
* HALT = {(M, x) | M(x)] }

Lemma
L, <,, HALT J

|dea:

= Ke stroji M popiseme stroj M’ tak, aby pro kazdy vstup x € ¥*
platilo, ze
M ptijme x = M'(x) |

= Definujeme f((M, x)) = (M’, x)
= Algoritmus pocitajici f provede transformaci M na M’
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L, <,, HALT

Ly ={(M,x)| x € L(M)} HALT = {{M, x) | M(x)] }

Ke stroji M definujeme stroj M’ takto

Vypocet M’ se vstupem y

Pust M(y)
If M zamitl then vstup do nekonecneé smycCky

= Pro kazdy retezec y € ¥ plati:
y€LM) & M(y)l

= Pro kazdou dvojice M a x plati
(M,x)eL, == xeLM)— M'(x)| & (M’,x) €e HALT
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L, <,, HALT

= Funkce f({(M, x)) = (M’, x)
= je totalni algoritmicky vycCislitelna a
= ukazuje, ze L, <,, HALT
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Neprazdnost jazyka

PROBLEM NEPRAZDNEHO JAZYKA

Instance: Kod Turingova stroje M
Otazka: Je L(M) # 07?

NE = {{M) | L(M) # 0}

Veta
Jazyk NE je castecne rozhodnutelny ale neni rozhodnutelny J

= Céastednou rozhodnutelnost jsme jiz ukazali d¥ive
= Nerozhodnutelnost ukazeme tim, ze L, <,, NE
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o S N

)

Ly ={(M,x) | x € L(M)} NE = {{M) | L(M) # 0}

K dvojici M a x definujeme Turingav stroj M’

Vypocet M’ se vstupem y

Pust M(x) // M’ ignoruje svilj vstup!
If M prijal then

| pFijmi
else
| odmitni
v e L(M)
X
L(M") =«
\(D x ¢ L(M)
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o S N

)

= Pro kazdy kod dvojice (M, x) plati

(M, x)eL, == xelLM)— L(M') #+0 — (M') e NE

= Funkce f({M, x)) = (M’)
= je totalni algoritmicky vycCislitelna a
= ukazuje, ze L, <,; NE
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Riceova véta




Riceova véta

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lc rozhodnutelny, prave kdyz je trida C ftrivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny castecne rozhodnutelne jazyky.

= Necht P je netrividlni vlastnost jazyka
= Nasledujici otazka je nerozhodnutelna

Splriuje L(M) vlastnost P pro dany program M?
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Riceova véta (dusledky)

Nerozhodnutelnost nasledujicich jazyku plyne z Riceovy véty
" NE = {{(M) | L(M) # 0}
= C je tfida neprazdnych CasteCné rozhodnutelnych jazyku
= Fin = {{M) | L(M) je koneCny jazyk}
= C je tfida koneénych jazyku
= Inf = {{M) | L(M) je nekoneCny jazyk}
= C je tfida nekonecnych ¢astecné rozhodnutelnych jazyku
= Dec = {(M) | L(M) je rozhodnutelny jazyk}
= C je tfida rozhodnutelnych jazyku
= Reg = {(M) | L(M) je regularni jazyk}
= C je tfida regularnich jazyku
= TP = {(M) | L(M) = PRIME}
= PRIME = {{p) | p je prvocCislo}
= C = {PRIME}
= Hello = {{M) | M pfijima fetézec Hello}
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Riceova veta (nepouzitelnost)

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dste¢né rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lc rozhodnutelny, prave kdyz je trida C ftrivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny ¢astecne rozhodnutelne jazyky.

NELZE pouzit na jazyky

Ly ={(M,x) | x € LM)}
HALT = {(M,x) | M(x)| }
DIAG = {{M) | (M) ¢ L(M)}
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Riceova véta (dukaz)

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lq rozhodnutelny, prave kdyz je trida C trivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny castecne rozhodnutelne jazyky.

= Necht ttida C je prazdna
— Lo =10
— L¢ je rozhodnutelny
= Necht tfida C obsahuje vSechny ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky
— Lo =227
— L¢ je rozhodnutelny
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Riceova véta (dukaz)

= Dale predpokladame, ze C je netrivialni

= Ukazeme, ze
" L, <, Lc pokud C neobsahuje prazdny jazyk
= L, <. Lc pokud C obsahuje prazdny jazyk

Zobecnéni ptevodu L, na TP = {(P) | L(P) = PRIME}.
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Riceova véta (dukaz)

= Predpokladejme, ze C neobsahuje prazdny jazyk
=tedy 0 ¢C
= Zvolime Turinguv stroj M; takovy, ze L(M;) € C
= Specialné L(Mq) # 0
= Popiseme totalni vyCislitelnou funkci f((M, x)) = (M’) spliujici

L(M;) x € L(M)

LMD =1, x ¢ L(M)

\

= Plati tedy

xelM) & LIM)eC < f((M,x))=(M’") e Lg¢
= Funkce f ukazuje, ze L, <, L¢
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Riceova véta (dukaz)

K dvojici M a x definujeme Turinglv stroj M’

Vypocet M’ se vstupem y
Simuluj M(x)
if M pftijal then // x € L(M)
Simuluj M;(y)
If M, prijal then
| pFijmi
odmitni
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Riceova véta (dukaz)

K dvojici M a x definujeme Turinglv stroj M’

( )
M/
odmitne
>[odm|'tni]
X —» M
pFijme /
pust
y < pimi

NS J

Zaklady slozitosti a vyCislitelnosti

2024/25 (3. prednaska)

63/69



Riceova véta (dukaz, x € L(M))

[Pfedpoklédejme X € L(M)}

-

M/

odmitne

prijme

>[odm|'tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x € L(M))

[Pfedpoklédejme X € L(M)}

-

M/

[M (x) tedy pFijmej

prijme

[odml'tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x € L(M))

[Pfedpoklédejme X € L(M)J

e R
M/
[odml'tni]
‘Dostavame L(M’) = L(M;) € C_
y »| prijmi
NS J
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Riceova véta (dukaz, x ¢ L(M))

Predpokladejme x ¢ L(M) |

-

Ml

odmitne

prijme

>[odm|’tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x ¢ L(M))

Predpokladejme x ¢ L(M) |

-

M’ [M (x) tedy nepfijme]

M

odmitne

>[odm|’tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x ¢ L(M))

[Pfedpoklédejme X ¢ L(M)J

e )

M/

odmitne

>[odm|'tni]

X —» M

[Dostévéme LIM') =0 ¢ C’]

:
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Riceova véta (dukaz, dokonceni)

=xelL(M) = LIM)=L(M)eC = (M) el
" x¢L(M) = LM)=0¢C = (M’) ¢ L¢
= Funkce f((M, x)) = (M’) je totalni algoritmicky vycCislitelna a plati

(M,x)elL, = xeLM) = f(M,x))=(M") € L¢

= Dostavame L, <,, L¢
= Pokud 0 € C

= staCi vymenit role C a doplnku C
= tim ukazeme L, <,;, L¢
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Riceova veta (funkce)

Pomoci f); oznacCime funkci, kterou pocita Turinguv stroj M.

Veta (Riceova veta (funkce))
Necht C je tfida algoritmicky vycislitelnych funkci a poloZme

Ac ={(M) | fm € C}

Jazyk Ac rozhodnutelny, prave kdyz je trida C trivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny algoritmicky vycislitelne funkce.

= DUkaz analogicky verzi pro jazyky

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (3. prednaska) 67/69




Riceova véta (dusledky)

Nasledujici jazyky jsou nerozhodnutelné dle Riceovy vety
= Tot = {{(M) | fum je totalni, tedy dom fp; = X7}
= Sum = {{(M) | M pocita soucet dvou Cisel}
* Inc = {(M) | fm je rostouci}
= Zero = {(M) | fu(0)] =0}
= ToUpper = {{M) | M zméni ve vstupu mala pismena na velka}
= HW = {{M) | M vypiSe Hello, world
jako prvnich 12 znaku vystupu}
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Postuv korespondencni problém

PosTUV KORESPONDENCN| PROBLEM

Instance: Mnozina ,dominovych kostek® P:

el e[

kde tq,...,tx,b1,...,br € L jsOuU Fetezce.

Otazka: Existuje parovaci posloupnost iy, is,...,1;, kde ] > 1
atiti,...t; = bi bi, ... bil?

Véta (Bez diukazu)
PosTUuv KORESPONDENCNI PROBLEM je nerozhodnutelny.
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