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Prevoditelnost
(dokonceni)




m-prevoditelnost (princip)

Vstup x [B <., A = ,dotazem do A rozhodneme B“]

|

Prevodni
algoritmus

Upraveny vstup vy

Y

ne<=>x¢3

ano <— x € B
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m-prevoditelnost (definice)

Definice

Jazyk B je m-prevoditelny na jazyk A, prave kdyz existuje totalni
vycislitelna funkce f splnujici

(Vx e X)[xe B & f(x) e A]

Z*

-

J \

Z*

J
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m-prevoditelnost (definice)

Definice
Jazyk B je m-prevoditelny na jazyk A (B <,,, A), prave kdyz existuje
totalni vyCislitelna funkce f splnujici

(Vx e I)[x € B f(x) e Al

= <, je reflexivni a tranzitivni relace (kvaziusporadani).
= Pokud A <, B a B je (CasteCne) rozhodnutelny jazyk, pak totéz Ize

ricto A.
Lu f—m Lu
N—— N——
neni castecné rozhodnutelny castecne rozhodnutelny
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Neprazdnost jazyka

PROBLEM NEPRAZDNEHO JAZYKA

Instance: Kod Turingova stroje M
Otazka: Je L(M) # 07?

NE = {(M) | L(M) # 0}
é 2 /{/OMEW/)/a

Veta
Jazyk NE je nerozhodnutelny. J

= Nerozhodnutelnost ukazeme pfevodem L, na NE
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o S N

)

Ly ={(M,x) | x € L(M)} NE = {{M) | L(M) # 0}

K dvojici M a x definujeme Turinguv stroj M’
N ’7SMW7,IA?' Q“‘Lo) 0{1/ e W(’,@WM)& Q l’)@jnb{m |/>-Lvﬁ)m
Vypocet M’ se vstupem y

Pust M(x) // M’ ignoruje sv8@j vstup!
if M pfijal then

| pFijmi

else

| odmitni

7[0/4/¢ /'r: W, /T% dff/tﬁ’lt/

C = {E * € LD ik gl
0 xEL(M) - gl
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o S N

)

= Pro kazdy kod dvojice (M, x) plati

(M, x)eL, == xelLM)— L(M') #+0 — (M') e NE

= Funkce f({M, x)) = (M’)
= je totalni algoritmicky vycCislitelna a
= ukazuje, ze L, <,; NE
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Riceova véta




Riceova véta

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lc rozhodnutelny, prave kdyz je trida C ftrivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny castecne rozhodnutelne jazyky.

= Necht P je netrividlni vlastnost jazyka
= Nasledujici otazka je nerozhodnutelna

Splriuje L(M) vlastnost P pro dany program M?
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TEST TESTU PRVOCISELNOSTI

TEST TESTU PRVOCISELNOSTI

Instance: Zdrojovy kod programu P.

Otazka: Ptijima P, prave kdyz vstupni Cislo je prvocCislo?

= Odpovida mu jazyk
TTP = {(P) | L(P) = PRIME},

kde
PRIME = {{(n) | n je prvocislo}

= Definujme C = {PRIME}
= Pak TTP = L

Podle Riceovy vety je jazyk TTP nerozhodnutelny
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Neprazdnost jazyka

PROBLEM NEPRAZDNEHO JAZYKA

Instance: Kod Turingova stroje M
Otazka: Je L(M) # 07?

NE = {{M) | L(M) # 0}

= Definujme C = {L | L je ¢aste¢né rozhodnutelny a L # 0}
= Pak NE = Le

Podle Riceovy vety je jazyk NE nerozhodnutelny
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Riceova véta (dalsi dusledky)

Nerozhodnutelnost nasledujicich jazyku plyne z Riceovy véty
= Fin = {(M) | L(M) je koneCny jazyk}
= C je tfida konecnych jazyku
= Inf = {{(M) | L(M) je nekonec€ny jazyk}
= C je tfida nekonecCnych ¢aste¢né rozhodnutelnych jazyku
= Dec = {(M) | L(M) je rozhodnutelny jazyk}
= C je tfida rozhodnutelnych jazyk
= Reg = {(M) | L(M) je regularni jazyk}
= C je tfida regularnich jazyku
= Hello = {{M) | M pfijima fetézec Hello}
= C ={L| L je ¢aste€né rozhodnutelny a Hello € L}
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. v v . L > e L) S LM — L dishyst alht
I)Y.
Riceova véta (nepouzitelnost) v, w) .. et pk

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dste¢né rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lc rozhodnutelny, prave kdyz je trida C ftrivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny ¢astecne rozhodnutelne jazyky.

NELZE pouzit na jazyky

Ly ={(M,x) | x € LM)}
HALT = {(M,x) | M(x)| }
DIAG = {{M) | (M) ¢ L(M)}
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Prevod L, na TTP

DUkaz Riceovy véty je zobecnénim nasledujiciho pfevodu

= Ly = {{(M, x) | x € L(M)}
« TTP = {(P) | L(P) = PRIME}

|dea:
= Definujeme f((M, x)) = (P) tak, aby platilo, ze

x € L(M) < L(P) = PRIME

= Algoritmus pocitajici f provede konstrukci P
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L, <, 1TTP

L, = {{(M,x)| x € L(M)} TTP = {(P) | L(P) = PRIME}

K (M, x) definujeme program P takto

Vypocet P se vstupem n

Pust M(x)

if M pfijal and 7 je prvocislo then
| pFrijmi

else
[ odmitni

= M(x) pfjme — L(P) = PRIME — (P) e TTP
= M(x) nepfijime — L(P)=0 — (P) ¢ TTP
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Riceova véta (dukaz)

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lc rozhodnutelny, prave kdyz je trida C ftrivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny castecne rozhodnutelne jazyky.

= Necht tfida C je prazdna
— L¢ je rozhodnutelny
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Riceova véta (dukaz)

Veta (Riceova veta)
Necht C je tfida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyku a polozme

Le = {{M) | L(M) € C}

Jazyk Lq rozhodnutelny, prave kdyz je trida C trivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny castecne rozhodnutelne jazyky.

= Necht ttida C je prazdna
— Lo =10
— L¢ je rozhodnutelny
= Necht tfida C obsahuje vSechny ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky
— Lo =227
— L¢ je rozhodnutelny
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Riceova véta (dukaz)

= Dale predpokladame, ze C je netrivialni

= Ukazeme, ze
" L, <, Lc pokud C neobsahuje prazdny jazyk
= L, <. Lc pokud C obsahuje prazdny jazyk

Zobecnéni ptevodu L, na TTP = {(P) | L(P) = PRIME}.
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Riceova véta (dukaz)

= Predpokladejme, ze C neobsahuje prazdny jazyk
= tedy 0 ¢ C
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Riceova véta (dukaz)

= Predpokladejme, ze C neobsahuje prazdny jazyk
=tedy 0 ¢C

= Zvolime Turinguv stroj M; takovy, ze L(M;) € C
= Specidlné L(M;) # 0
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Riceova véta (dukaz)

= Predpokladejme, ze C neobsahuje prazdny jazyk
=tedy 0 ¢C
= Zvolime Turinguv stroj M; takovy, ze L(M;) € C
= Specialné L(Mq) # 0
= Popiseme totalni vyCislitelnou funkci f((M, x)) = (M’) spliujici

L(M;) x € L(M)

LMD =1, x ¢ L(M)

\
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Riceova véta (dukaz)

= Predpokladejme, ze C neobsahuje prazdny jazyk
=tedy 0 ¢C
= Zvolime Turinguv stroj M; takovy, ze L(M;) € C
= Specialné L(Mq) # 0
= Popiseme totalni vyCislitelnou funkci f((M, x)) = (M’) spliujici

L(M;) x € L(M)

LMD =1, x ¢ L(M)

\

= Plati tedy

xelM) & LIM)eC < f((M,x))=(M’") e Lg¢
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Riceova véta (dukaz)

= Predpokladejme, ze C neobsahuje prazdny jazyk

=tedy 0 ¢C
= Zvolime Turinguv stroj M; takovy, ze L(M;) € C

= Specidlné L(M;) # 0
= Popiseme totalni vyCislitelnou funkci f((M, x)) = (M’) spliujici

(o best esha (’Mg“(“”“; (
Gl {/M el L) = 1;(1\41) $ féﬁ;
7wt e > Hhly Simdlyinc Joghtr”

= Plati tedy

xelM) & LIM)eC < f((M,x))=(M’") e Lg¢
= Funkce f ukazuje, ze L, <, L¢
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Riceova véta (dukaz)

K dvojici M a x definujeme Turinglv stroj M’

Vypocet M’ se vstupem y

Simuluj M(x)
if M pftijal then // x € L(M)
Simuluj Ml(y) E olud 4 J’c wotfslo (upﬁ.%/mlm TTP)
If M, prijal then | 0
| pFijmi
odmitni
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Riceova véta (dukaz)

K dvojici M a x definujeme Turinglv stroj M’

( )
M/
odmitne
>[odm|'tni]
X —» M
pFijme /
pust
y < pimi

NS J

Zaklady slozitosti a vyCislitelnosti
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Riceova véta (dukaz, x € L(M))

[Pfedpoklédejme X € L(M)}

-

M/

odmitne

prijme

>[odm|'tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x € L(M))

[Pfedpoklédejme X € L(M)}

-

M/

[M (x) tedy pFijmej

prijme

[odml'tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x € L(M))

[Pfedpoklédejme X € L(M)J

a )
M/
[odml'tni]
‘Dostavame L(M’) = L(M;) € C_
y » prijmi
N\ J
Z4klady slozitosti a vy&islitelnosti 2024/25 (4. prednaska)
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Riceova véta (dukaz, x ¢ L(M))

Predpokladejme x ¢ L(M) |

-

Ml

odmitne

prijme

>[odm|’tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x ¢ L(M))

Predpokladejme x ¢ L(M) |

-

M’ [M (x) tedy nepfijme]

M

odmitne

>[odm|’tnij

gt




Riceova véta (dukaz, x ¢ L(M))

[Pfedpoklédejme X ¢ L(M)J

e )

M/

odmitne

>[odm|'tni]

X —» M

[Dostévéme LIM') =0 ¢ C’]

:
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Riceova véta (dukaz, dokonceni)

=xelL(M) = LIM)=L(M)eC = (M) el
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Riceova véta (dukaz, dokonceni)

= xelM) = LM)=LM1)eC = (M’')elL¢
= x¢L(M) = LIM)=0¢C = (M') ¢ L
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Riceova véta (dukaz, dokonceni)

=xelL(M) = LIM)=L(M)eC = (M) el
" x¢L(M) = LM)=0¢C = (M’) ¢ L¢
= Funkce f((M, x)) = (M’) je totalni algoritmicky vycCislitelna a plati

(M,x)elL, = xeLM) = f(M,x))=(M") € L¢
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Riceova véta (dukaz, dokonceni)

=xelL(M) = LIM)=L(M)eC = (M) el
" x¢L(M) = LM)=0¢C = (M’) ¢ L¢
= Funkce f((M, x)) = (M’) je totalni algoritmicky vycCislitelna a plati

(M,x)elL, = xeLM) = f(M,x))=(M") € L¢

= Dostavame L, <,, L¢
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Riceova véta (dukaz, dokonceni)

=xelL(M) = LIM)=L(M)eC = (M) el
" x¢L(M) = LM)=0¢C = (M’) ¢ L¢
= Funkce f((M, x)) = (M’) je totalni algoritmicky vycCislitelna a plati

(M,x)elL, = xeLM) = f(M,x))=(M") € L¢

= Dostavame L, <,, L¢
= Pokud 0 € C

= staCi vymenit role C a doplnku C
= tim ukazeme L, <,;, L¢
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Riceova veta (funkce)

Pomoci f); oznacCime funkci, kterou pocita Turinguv stroj M.

Veta (Riceova veta (funkce))
Necht C je tfida algoritmicky vycislitelnych funkci a poloZme

Ac ={(M) | fm € C}

Jazyk Ac rozhodnutelny, prave kdyz je trida C trivialni, tedy bud'je
prazdna nebo obsahuje vsechny algoritmicky vycislitelne funkce.

= DUkaz analogicky verzi pro jazyky
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Riceova véta (dusledky)

Nasledujici jazyky jsou nerozhodnutelné dle Riceovy vety
= Tot = {{(M) | fum je totalni, tedy dom fp; = X7}
= Sum = {{(M) | M pocita soucet dvou Cisel}
* Inc = {(M) | fm je rostouci}
= Zero = {(M) | fu(0)] =0}
= ToUpper = {{M) | M zméni ve vstupu mala pismena na velka}
= HW = {{M) | M vypiSe Hello, world
jako prvnich 12 znaku vystupu}
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Postuv korespondencni problém

PosTUV KORESPONDENCN| PROBLEM

Instance: Mnozina ,dominovych kostek® P:

el e[

kde tq,...,tx,b1,...,br € L jsOuU Fetezce.

Otazka: Existuje parovaci posloupnost iy, is,...,1;, kde ] > 1
atiti,...t; = bi bi, ... bil?

Véta (Bez diukazu)
PosTUuv KORESPONDENCNI PROBLEM je nerozhodnutelny.

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (4. prednaska)
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Postova véta




Uzavrenost na jazykoveé operace

Doplnék jazyka L ozna&ime pomoci L = X*\ L.

Konkatenaci dvou jazykd L, a Ly vznikne jazyk
Ly Ly ={wiwy | w1 € L1, wy € La}.

Kleeneho uzaverem jazyka L je jazyk
L"={w | (Ak € N)(Jwq,...,wr € L)[w = wiws ... wk]|}.

Veta
Jsou-li L, a L, (Castecne) rozhodnutelnée jazyKy, pak L1 U Lo, L1 N Lo,
L1 - Lo, L] jsou (Castecne) rozhodnutelne jazyky.

Jak je to s doplnkem?
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Postova véeta

Veta (Postova veta)

Jazyk L je rozhodnutelny <= L i L jsou &dsteéné rozhodnutelné
jazyky.

.
/ (]u\m W 0\3« a%lﬂ/\/' (]O\M(\/ éu\u.,}/ §‘Dw \1\\/\5(w,¢

Tabi, v% s i QS(CJVH{"\ uxxmpw alodw“
)“1‘%’ dstit .
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Postova véeta

Veta (Postova veta)

Jazyk L je rozhodnutelny <= L i L jsou &dste¢né rozhodnutelné
jazyky.

Dukaz.

Dva kroky

, = “ L je rozhodnutelny = L i L jsou &aste¢né& rozhodnutelné
, & “ LiL jsou ¢aste¢né& rozhodnutelné = L je rozhodnutelny
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Postova véta (dukaz , — )

= Predpoklddame, Ze L C X" je rozhodnutelny jazyk
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Postova véta (dukaz , — )

= Predpokladame, ze L C ¥ je rozhodnutelny jazyk
—> Existuje Turinguv stroj M rozhoduijici L
= L=L(M)aM(x)| prokazdy vstup x € X*
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Postova véta (dukaz , — )

= Predpokladame, ze L C ¥ je rozhodnutelny jazyk
—> Existuje Turinguv stroj M rozhoduijici L
= L=L(M)aM(x)| prokazdy vstup x € X*
= Nasledujici Turingtv stroj M’ rozhoduje L

Vypocet M’ se vstupem x
1 Pust M(x)

2 if M(x) ptijal then

3 | odmitni

4 else

5 | pfijmi
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Postova véta (dukaz , — )

= Predpokladame, ze L C ¥ je rozhodnutelny jazyk
—> Existuje Turinguv stroj M rozhoduijici L
= L=L(M)aM(x)| prokazdy vstup x € X*
= Nasledujici Turingtv stroj M’ rozhoduje L

Vypocet M’ se vstupem x
1 Pust M(x)

2 if M(x) ptijal then

3 | odmitni

4 else

5 | pfijmi

— L je rozhodnutelny jazyk
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Postova véta (dukaz , — )

= Predpokladame, ze L C ¥ je rozhodnutelny jazyk
—> Existuje Turinguv stroj M rozhoduijici L
= L=L(M)aM(x)| prokazdy vstup x € X*
= Nasledujici Turingtv stroj M’ rozhoduje L

Vypocet M’ se vstupem x
1 Pust M(x)

2 if M(x) ptijal then

3 | odmitni

4 else

5 | pfijmi

— L je rozhodnutelny jazyk
— L i L jsou &asteéné rozhodnutelné jazyky
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Postova véta (dukaz ,, < *)

= Prfedpokladame, ze
= L = L(M;) pro néjaky TuringQv stroj M; = (Q1, X1, 61,95, F1)
= L = L(Mz) pro n&jaky TuringQv stroj Ms = (Qa, L3, 62, 42, F2)
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Postova véta (dukaz ,, < *)

= Prfedpokladame, ze
= L = L(M;) pro néjaky TuringQv stroj M; = (Q1, X1, 61,95, F1)
= L = L(Mz) pro n&jaky TuringQv stroj Ms = (Qa, L3, 62, 42, F2)

= Kazdy fetézec x € " je pfijat pravé jednim ze stroju M; a M
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Postova véta (dukaz ,, < *)

= Predpokladame, ze

= L = L(M;) pro néjaky TuringQv stroj M; = (Q1, X1, 61,95, F1)

= L = L(My) pro néjaky TuringQv stroj Ms = (Q2, X2, 62,45, F2)
= Kazdy fetézec x € " je pfijat pravé jednim ze stroju M; a M
= Nasledujici Turinglv stroj M rozhoduje L

VypocCet M se vstupem x

1 Pust vypoclty M;(x) a Ms(x) paralné
2 if M;(x) pfijal then pFijmi

3 if My(x) pfijal then odmitni
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Mozna implementace M

Pfechodova funkce M
slozena z 61 a H»

4

{ [5 I 9=q1, qQ)} } [Pozice hlavy stroje Mlj

// Paska stroje M;

'Stav M reprezentuje\
stav g, stroje M; a
stav g, stroje M-

[Pozice hlavy stroje Mg]

Y

Paska stroje Mo

J
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Uzavrenost na doplnek

DUsledek
= TFida rozhodnutelnych jazyku je uzaviena na operaci doplriku

= TFida ¢astec¢né rozhodnutelnych jazyku neni uzaviena na operaci
dopinku
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Uzavrenost na doplnek

DUsledek
= TFida rozhodnutelnych jazyku je uzaviena na operaci doplriku

= TFida ¢astec¢né rozhodnutelnych jazyku neni uzaviena na operaci
dopinku

= Jazyk L, je Castecne rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny
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Uzavrenost na doplnek

Dusledek
= TFida rozhodnutelnych jazyku je uzaviena na operaci doplriku

= TFida ¢astec¢né rozhodnutelnych jazyku neni uzaviena na operaci
dopinku

= Jazyk L, je Castecne rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny
= L, neni &asteéné& rozhodnutelny dle Postovy véty
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Uzavrenost na doplnek

Dusledek
= TFida rozhodnutelnych jazyku je uzaviena na operaci doplriku

= TFida ¢astec¢né rozhodnutelnych jazyku neni uzaviena na operaci
dopinku

= Jazyk L, je Castecne rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny
= L, neni &aste¢né rozhodnutelny dle Postovy véty
= DIAG = {{(M) | (M) ¢ L(M)} neni ¢asteCné rozhodnutelny
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Uzavrenost na doplnek

Dusledek
= TFida rozhodnutelnych jazyku je uzaviena na operaci doplriku

= TFida ¢astec¢né rozhodnutelnych jazyku neni uzaviena na operaci
dopinku

= Jazyk L, je Castecne rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny

= L, neni &asteéné& rozhodnutelny dle Postovy véty
= DIAG = {{(M) | (M) ¢ L(M)} neni ¢asteCné rozhodnutelny
= DIAG = {(M) | (M) € L(M)} je &aste&né rozhodnutelny

= Plyne z existence univerzalniho Turingova stroje
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Vztahy tfid jazyku

(Vech ny jazyky
PD cCastecne rozhodnutelné jazyky
= partially decidable
co-PD doplnky ¢astecné
rozhodnutelnych jazyku

= [ €co-PD &< LePD
= co-partially decidable

DEC rozhodnutelné jazyky
= decidable

Postova véta: DEC = PD N co-PD

co-PD

- J
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Algoritmicky vycislitelné funkce




Funkce — znaceni

Pro CastecCnou funkci f : ¥* — X~ definujeme:
Domeéna f je mnozina vstupu, pro néz je hodnota f definovana

dom f = {x € X*| f(x)}

Totalni funkce f je definovana pro kazdy vstup x, tedy dom f = X*
Obor hodnot f je mnozina moznych hodnot f

mg f={y X | Ex e L)[f(x)| =yl}

Znaceni pouzivame i pro jine nez retezcove funkce
= napriklad funkce f : N — N
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Algoritmicky vycCislitelne funkce (definice)

Intuitivne
Algoritmicky vycCislitelna funkce jsou prave ty, jejichz hodnoty Ize
vyCislit néjakym algoritmem

Definice
Castedna funkce f : ©* — X* je algoritmicky vyéislitelnd pokud existuje
TuringUv stroj M, ktery ji pocita.

y

Pro kazdy vstup x € X* plati
= Je-li f(x)T, pak M(x)T

= Je-li f(x)!|=yvy, pak
= M(x)] a
= na vystupni pasce M je po ukonceni vypoCtu M(x) fetézec y
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Algoritmicky vycislitelné funkce

= Vycislitelné funkce = CastecCne rekurzivni funkce

= Totalni vycCislitelne funkce = obecne rekurzivni funkce
= Uvazujeme i funkce jinych typu, napfiklad

= aritmetickeé funkce

= funkce vice parametru

Priklad
Napriklad funkce

flo,y) =" +y°
muze byt realizovana fetézcovou funkci

fx,y)) = (x* + )
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Ne vsechny funkce jsou vycCislitelnée

= VycCislitelnych funkci je jen spoCetné mnoho
— ne vSechny funkce jsou vycislitelné

Priklad
Charakteristicka funkce jazyka L,

1 xe L(M)

Xu({M, x)) = 10 x ¢ L(M)

neni algoritmicky vycCislitelna, protoze jazyk

Ly ={{M,x) | x e LM)}

je algoritmicky nerozhodnutelny
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Vlastnosti (CasteCne)
rozhodnutelnych jazyku




Charakteristicka funkce rozhodnutelného jazyka

Véta
Jazyk L C " je rozhodnutelny, prave kdyz jeho charakteristicka funkce
(
(x) 1 x€eL
XIL\X) = {
\O x & L
je algoritmicky vycislitelna.
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Charakteristicka funkce rozhodnutelného jazyka

Veta
Jazyk L C " je rozhodnutelny, prave kdyz jeho charakteristicka funkce
(1 x €L
X) = <
xo(x) | 0 xé¢l

je algoritmicky vycislitelna.

Dukaz.

Dukaz ve dvou krocich

,— “ L jerozhodnutelny = x| je algoritmicky vycCislitelna
, <" x1 je algoritmicky vyCislitelna =— L je rozhodnutelny
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je rozhodnutelny jazyk
= Existuje Turinguv stroj M, ktery

= pfijima L (L = L(M))

= M(x)| pro kazdy vstup x € X~
= Nasledujici Turinguv stroj M’ pocita xr

Vypocet M’ se vstupem x
1 Simuluj M(x)

2 if M prijal then

3 | Zapi$ na vystup 1

4 else

5 | Zapi$ na vystup 0
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Dukaz ,, &< “

= Pfedpokladame, ze funkce x; je algoritmicky vycCislitelna
= Existuje Turinguv stroj M, ktery pocita x1
= M(x)] pro kazdy vstup x € *
= protoze xr(x)| pro kazdy vstup x € X*
= M(x) vypiSe na vystup hodnotu xr(x) (1 pokud x € L, jinak 0)
= Nasledujici Turinguv stroj M’ rozhoduje L

VypocCet M’ se vstupem x

1 Simuluj M(x)

2 if M vypsal 1 then
3 | pfijmi

4 else

5 | odmitni

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (4. prednaska) 44/79




Prijeti nebo zastaveni

Veta
Jazyk L je ¢astecné rozhodnutelny, pravé kdyz existuje Turinguyv stroj
M splnujici

L={xeX|Mx)]} (1)
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Prijeti nebo zastaveni

Veta
Jazyk L je ¢astecné rozhodnutelny, pravé kdyz existuje Turinguyv stroj
M splnujici

L={xeX|Mx)]} (1)

Dukaz.

Ve dvou krocich

, = “ L je castecne rozhodnutelny — existuje M splnujici (1)
, &= “ Existuje M splnujici (1) = L je ¢aste€né rozhodnutelny
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je CasteCne rozhodnutelny
= Existuje Turinguv stroj M’, ktery pfijima L (L = L(M"))
= Popiseme Turinguv stroj M, ktery splniuje

L={xeX | Mx)]}

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj M’(x)
2 if M’(x) odmitl then
3 | vstup do nekoneéného cyklu

= Pro kazdy retéezec x € ¥*

x € L & M'(x) pfijme = M(x)|
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Dukaz , < “

= Predpokladejme, ze M je Turinguv stroj splnujici

L={xeX | Mx)]}

= PopiSeme Turinglv stroj M’, ktery pfijima L (L = L(M’))

Vypocet M’ se vstupem x

1 Simuluj M(x)
2 pFijmi

= Plati
x €L M(x)| & x € LM

= Tedy L = L(M’)
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Domeény algoritmicky vycCislitelnych funkci

Veta
Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz existuje algoritmicky
vycislitelna funkce f spinujici

L=domf={xeX'|f(x)!}] (2)

y
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Domeény algoritmicky vycCislitelnych funkci

Véta

Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz existuje algoritmicky
vycislitelna funkce f spinujici

L=domf ={xeX"| f(x)| } (2)

y

Dukaz.
= [ je ¢astecné rozhodnutelny, pravé kdyz existuje TS M splnujici

L={xeX | Mx)]} (3)

(2) = (3) M pocita funkci f
(3) = (2) f je funkce pocitana strojem M

[l

vy
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Soutéz pro stfedné pokrocilé (pfipomenuti)

Soutéz

Poslete nam program, ktery testuje, zda Cislo na vstupu je prvo-
Cislo a my vam posleme robota!
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Nekorektni programy

Kdy program P nerozhoduje prvociselnost?

Mozné protipriklady:

yp 1 P o néjakem slozeném cCisle n prohlasi, ze jde o prvocislo
yp 2 P o néjakem prvocisle n prohlasi, ze nejde o prvocislo
Typ 3 P o nejakem Cisle n neprohlasi nic (vypocCet se nezastavi)

Chceme najit protipfiklad pro P, pokud existuje.
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Typ 3

Typ 3 P o nejakém Cisle n neprohlasi nic (vypocCet se nezastavi)

= Pro dané n nelze urcCit, zda se P se vstupem n zastavi — problém
zastaveni

Protipriklady tohoto typu nelze efektivhe hledat.
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Typ 1

Typ 1 P o néjakéem slozenem Cisle n prohlasi, ze jde o prvocislo

PROTIPRIKLAD TYPU 1

Instance: Zdrojovy kod programu P.

Otazka: Existuje slozené Cislo n, které P pfijme?

= Odpovida jazyku

T1 ={(P)| (3n € N)|n je slozené &islo a P(n) pfijme]}

Je jazyk T1 castecne rozhodnutelny? ]
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Existence protiprikladu typu 1

T1 ={(P) | (dn € N)[n je slozené Cislo a P(n) pfijme]}

Je jazyk T1 Castecné rozhodnutelny?

= Chceme algoritmus A, ktery
= hleda slozene Cislo n, které by P prijal,
= pokud takove Cislo neexistuje, algoritmus A nikdy neukoncCi Cinnost
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Algoritmus A

Vypocet A se vstupem P

f «— 2
while true do
fora — 2tot do
forb — 2tot do
n<«a-b
Simuluj P(n) po nejvys t kroku
if P pfijal then
| prijmi

_t<—t+1

L(A) = T1, jazyk T1 je tedy &astecné rozhodnutelny.
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Existencni kvantifikace

Veta
Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz existuje rozhodnutelny
jazyk B splnujici
L = {x c X' | Ay e X)(x,y) € B]} (4)
<7W@WM"$"« Q\?\'\Vv»om)( \Esm)'\ml@,'gw % b, Wb el qasfi

v
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Existencni kvantifikace

Véta

Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz existuje rozhodnutelny
jazyk B splnujici

L={xex|3yexr){xvy)c B} (4)

DUkaz.

DlUkaz ve dvou krocich

, = ' L je castecne rozhodnutelny — existuje rozhodnutelny jazyk
B splnujici (4)

, &= " existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici (4) = L je castecCne
rozhodnutelny

I:lj
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je casteCne rozhodnutelny
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je CasteCne rozhodnutelny
= Existuje Turinguv stroj M pfijimajici L (L = L(M))

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (4. prednaska) 56/79




Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je CasteCne rozhodnutelny
= Existuje Turinguv stroj M pfijimajici L (L = L(M))
= Plati
L ={x| (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-

Rozhodnutelna podminka,
stadi simulovat M (x) po n kroku
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je CasteCne rozhodnutelny
= Existuje Turinguv stroj M pfijimajici L (L = L(M))
= Plati
L ={x| (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-

Rozhodnutelna podminka,
stadi simulovat M (x) po n kroku

= Staci tedy definovat

B ={{(x,(n)) | M(x) pfijme do n kroku}
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je CasteCne rozhodnutelny
= Existuje Turinguv stroj M pfijimajici L (L = L(M))
= Plati
L ={x| (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-

Rozhodnutelna podminka,
stadi simulovat M (x) po n kroku

= Staci tedy definovat

B ={{(x,(n)) | M(x) pfijme do n kroku}

= Jazyk B je rozhodnutelny a splnuje

L={xeX"| (élyEZi)[ Sx,}/>€li 1}

N N

y=(n)  M(x) p¥ijme do 1 krokd
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Dukaz ,, &< “

= Predpokladame, ze existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xeX| 3Qyer)x,y) € Bl}

= PopiSeme Turinglv stroj M pfijimajici L (L = L(M))

VypocCet M se vstupem x

1 forall y € X* v shortlex usporadani do
2 if (x,y) € B then

3 | pFijmi
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Dukaz ,, &< “

= Predpokladame, ze existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xeX| 3Qyer)x,y) € Bl}

= PopiSeme Turinglv stroj M pfijimajici L (L = L(M))

VypocCet M se vstupem x

1 forall y € X* v shortlex usporadani do
2 if (x,y) € B then

3 | pFijmi

"xel = (Jy € X)(x,y) € B]| = M(x) pfijme
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Dukaz ,, &< “

= Predpokladame, ze existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xeX| 3Qyer)x,y) € Bl}

= PopiSeme Turinglv stroj M pfijimajici L (L = L(M))

VypocCet M se vstupem x

1 forall y € X* v shortlex usporadani do
2 if (x,y) € B then

3 | pFijmi

"xel = (Jy € X)(x,y) € B]| = M(x) pfijme
"x¢L = (VyeX)[{x,y) € B] = M(x)1
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Dukaz ,, &< “

= Predpokladame, ze existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xeX| 3Qyer)x,y) € Bl}

= PopiSeme Turinglv stroj M pfijimajici L (L = L(M))

VypocCet M se vstupem x

1 forall y € X* v shortlex usporadani do
2 if (x,y) € B then

3 | pFijmi

"xel = (Jy € X)(x,y) € B]| = M(x) pfijme
"x¢L = (VyeX)[{x,y) € B] = M(x)1
= Dohromady L = L(M)
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Existencni kvantifikace (priklad)

Ly ={{M, x) | x € LM)}
={(M, x) | (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-~

Rozhodnutelna podminka,
staCi simulovat M(x) po n kroku

4
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Existencni kvantifikace (priklad)

Ly ={{M, x) | x € LM)}
={(M, x) | (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-~

Rozhodnutelna podminka,
staci simulovat M(x) po n kroku

= Nasleduijici jazyk je rozhodnutelny

B={(M,x,n)| M(x) pfijme do n kroku}
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Existencni kvantifikace (priklad)

Ly ={{M, x) | x € LM)}
={(M, x) | (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-~

Rozhodnutelna podminka,
staci simulovat M(x) po n kroku

= Nasleduijici jazyk je rozhodnutelny

B={(M,x,n)| M(x) pfijme do n kroku}

= Céastedné rozhodnutelny jazyk L, miZzeme zapsat jako

L, ={(M,x)| (dn e N)[{M,x,n) € B|}
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Uzavrenost na existencni kvantifikaci

Dusledek
Je-li B castecne rozhodnutelny jazyk, pak jazyk

A={xex| @y e)(xy) Bl

je tez castecne rozhodnutelny.
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Uzavrenost na existencni kvantifikaci

Dusledek
Je-li B castecne rozhodnutelny jazyk, pak jazyk

A={xex| @y e)(xy) Bl

je tez castecne rozhodnutelny.

Dukaz.
= Existuje rozhodnutelny jazyk C splnujici

B={(x,y)yeXl" | (FzeX)(x,y,z) € C|}

[l

y
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Uzavrenost na existencni kvantifikaci

Dusledek
Je-li B castecne rozhodnutelny jazyk, pak jazyk

A={xex| @y e)(xy) Bl

je tez castecne rozhodnutelny.

Dukaz.
= Existuje rozhodnutelny jazyk C splnujici

B={(x,y)yeXl" | (FzeX)(x,y,z) € C|}

" Plati A ={x e | (H(y,z) € )[{x,y,z) € C]}

[l

y
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Uzavrenost na existencni kvantifikaci

Dusledek
Je-li B castecne rozhodnutelny jazyk, pak jazyk

A={xex| @y e)(xy) Bl

je tez castecne rozhodnutelny.

Dukaz.
= Existuje rozhodnutelny jazyk C splnujici

B={(x,y)yeXl" | (FzeX)(x,y,z) € C|}

" Plati A ={x e | (H(y,z) € )[{x,y,z) € C]}
= A je Castecne rozhodnutelny dle predchozi vety
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Protipriklad typu 1

PROTIPRIKLAD TYPU 1

Instance: Zdrojovy koéd programu P.

Otazka: Existuje slozené Cislo n, které P pfijme?

T1 ={(P) | (dn € N)|[n je slozené Cislo a P(n) pfijme]}
={(P) | (n € N)|n je slozené Cislo A {(P,n) € L,|}
={(P)| (@n e N)[{(P,n) e CNL,]}, kde

= C={(P,n) | n je slozené Cislo} je rozhodnutelny jazyk
= [, je Castecne rozhodnutelny jazyk
= CNL, jetedy casteCne rozhodnutelny jazyk

Jazyk T1 je tedy Castecne rozhodnutelny.
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Neprazdnost jazyka

PROBLEM NEPRAZDNEHO JAZYKA

Instance: Kod Turingova stroje M
Otazka: Je L(M) # 07?

NE = {(M) | L(M) # 0}
= M) | (Fx € X)[x € LIM)[}
= M) | (Fx € )M, x) € L, ]}

= Jazyk L, je Castecne rozhodnutelny

Jazyk NE je tedy CcasteCne rozhodnutelny.
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VyCislitelnost jazyku




Vypis vsech protipfikladu typu 1

PROTIPRIKLAD TYPU 1

Instance: Zdrojovy kod programu P.

Otazka: Existuje slozené Cislo n, ktere P pfijme?

= Odpovida jazyku

T1 ={(P) | (3n € N)|n je slozené &islo a P(n) pfijme]}

Chceme program &, ktery bude vypisovat vsechny protipfiklady
typu 1 k danému programu P.
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Program vypisujici protipriklady typu 1

Vypocet & se vstupem P

[ — 2
while true do
fora «— 2tot do
forb — 2tot do
n«a-b
Simuluj P(n) po nejvys t kroku
if P pfijal then
| print (n)

_t<—t+1

* Pro pevné P jde o enumerator jazyka
T1P = {n | n je slozené Cislo a P(n) pfijme}

= | ze upravit tak, aby kazdeé n bylo vypsane jen jednou
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Enumerator

Enumeratorem pro jazyk L je Turinglv stroj E, ktery
= ignoruje svuj vstup,
= vypisuje retézce w € L na vyhrazenou vystupni pasku
= napfiklad oddelene #

= kazdy rfetézec w € L je nékdy vypsan TS E
= Je-li L nekonecCny, E svou Cinnost nikdy neskoncCi
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J

Enumerator pro jazyk NE
NE = {(M) | L(M) # 0}

= Enumerator pro jazyk NE feSi nasledujici ulohu:
= Vypis kédy Turingovych stroju, které pfijimaji alespon jedno slovo

Enumerator pro jazyk NE

1 forall (M, x,n) € L* v shortlex usporadani do
2 Simuluj vypoCet M(x) po nejvys n kroku

3 if M(x) prijal then

4 | Zapi$ (M) na vystup

= Kazdy kéd (M) € NE je vypsan nekonecny pocet krat
= Stroje jsou vypisovany v neurceném poradi
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J

Enumerator pro jazyk NE

NE = {{M) | L(M) # 0}

Upravime enumerator tak, aby kazdy kod stroje M s neprazdnym
jazykem byl vypsan prave jednou

Enumerator jazyka NE

1 S « prazdny seznam fetézcl
forall (M, x,n) € X* v shortlex usporadani do
Simuluj vypocCet M(x) po nejvys n kroku
if M(x) pfijal and (M) ¢ S then
Zapis (M) na vystup
L Pridej (M) do seznamu S

O oA~ WD
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VycCislitelnost ¢astecné rozhodnutelnych jazyku

Veta
Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz pro nej existuje
enumerator E.
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VycCislitelnost ¢astecné rozhodnutelnych jazyku

Veta
Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz pro nej existuje
enumerator E.

Dukaz.

Dukaz ve dvou krocich

,— “ L je ¢asteCné rozhodnutelny — existuje enumerator E pro L
, &= " Existuje enumerator E pro L — L je ¢astecne rozhodnutelny

=y
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Dukaz ,, — “

= [ je castecCne rozhodnutelny
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Dukaz ,, — “

= [ je castecCne rozhodnutelny
= Existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xex|@Eyer)xy)e Bl
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Dukaz ,, — “

= [ je castecCne rozhodnutelny
= Existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xex|@Eyer)xy)e Bl

Enumerator E jazyka L

1 forall (x,y) € X* v shortlex usporadani do
2 if (x,y) € B then

3 | Zapi$ x na vystup

= |ze upravit tak, aby se slova na vystupu neopakovala
= Prvky L jsou vypisovany v neurceném poradi
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Dukaz ,, &< “

= Mame enumerator E pro jazyk L

= Nasledujici TuringUv stroj M pfijima L

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj E a sleduj vystup
2 if E vypsal x then pFijmi

x € L = E nékdy vypise x a M(x) pfijme
x ¢ L = E nikdy nevypiSe x a M(x) se nezastavi

Dohromady L = L(M)
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Vycislitelnost jazyku a funkce

Dusledek

Nekonecny jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyZz je oborem
hodnot nejake totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f).

, = ' L castecne rozhodnutelny

= mame enumerator E pro L
= Pro jednoduchost uvazujeme parametry f typu IN
= pro i € N definujeme

f(i) = (i + 1)-ni fetézec vypsany E

= f(1) definovano pro kazdé i € IN, protoze jazyk L je nekonecCny
= rng f = L, protoze E vypisuje prave fetézce z L
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Vycislitelnost jazyku a funkce

Dusledek
Nekonecny jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyZz je oborem
hodnot nejake totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f).

, &= " Mame funkci f
= Nasledujici stroj E je enumerator pro L

Vypocet E
1 forall y € X* v shortlex poradi do
2 | Zapi$ f(y) na vystup

" x el
& existuje y pro néjz f(y) = x
& E vypise x
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Enumerator pro jazyk prvocisel

PRIME = {{(p) | p je prvotislo}

Uloha: vypisuj prvoé&isla v rostoucim pofadi

Enumerator prvocisel

1 forall p € N v rostoucim poradi do
2 if p je prvocCislo then

3 | Zapi$ (p) na vystup

Lze zkonstruovat proto, ze jazyk PRIME je rozhodnutelny.
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku

Veta
Jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz pro néej existuje enumerator E,
Ktery navic vypisuje prvky L v shortlex poradir.
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku

Veta
Jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz pro néej existuje enumerator E,
Ktery navic vypisuje prvky L v shortlex poradir.

Dukaz.
DuUkaz ve dvou krocich

, = " L je rozhodnutelny — existuje enumerator E pro L, ktery
vypisuje prvky L v shortlex poradi

, &= " Existuje enumerator E pro L, ktery vypisuje prvky L v shortlex
pofadi = L je rozhodnutelny
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Dukaz ,, — “

= [ je rozhodnutelny
= Nasledujici enumerator E vypisuje slova L v shortlex pofadi

Enumerator E jazyka L

1 forall x € X* v shortlex usporadani do

// Lze ovérit diky rozhodnutelnosti L
if x € L then

| Zapi$ x na vystup

V pripade, ze L je koneCny jazyk, E se po vypsani posledniho
slova z L zacykli.
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Dukaz ,, &< “

= Mame enumerator E pro jazyk L

= E vypisuje prvky L v shortlex poradi
= Rozlisime dva pripady
@ L je konecny jazyk — L je rozhodnutelny
= VSechny konecné jazyky jsou rozhodnutelné
® L je nekonecény jazyk — nasleduijici stroj M rozhoduje L

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj E a sleduj vystup
2 if E vypsal x then pFijmi
3 If E vypsal fetézec vy > x then odmitni

L je nekonecny = vzdy existuje y > x = algoritmus skoncCi
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku a funkce

Definice

Funkce f : X* — X* je rostoucl, pokud plati, ze u < v implikuje
f(u) < f(v) pro kazdé dva fetézce u,v € *, kde f(u)| a f(v)| .

Dusledek

Nekonecny jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz je oborem hodnot
nejake rostouci totalni algoritmicky vycislitelné funkce f (fj. L = rng f).
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku a funkce

Dusledek

Nekonecny jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz je oborem hodnot
nejake rostouci totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f). )

, = " L je rozhodnutelny

= Mame enumerator E, ktery vypisuje prvky L v shortlex poradi
= Pro jednoduchost uvazujeme parametry f typu IN
= Pro i € N definujeme

f(i) = (i + 1)-ni fetézec vypsany E

= f(i) definovano pro kazdé i € N, protoze jazyk L je nekonecCny
= rng f = L, protoze E vypisuje prave fetézce z L
= f je rostouci, protoze E vypisuje prvky L v shortlex poradi
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku a funkce

Dusledek
Nekonecny jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz je oborem hodnot
nejake rostouci totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f). )

, &= " Mame funkci f

= Popiseme enumerator E pro L

Vypocet E
1 forall y € X* v shortlex poradi do
2 | Zapi$ f(y) na vystup

= E vypisuje prave prvky L v shortlex poradi, protoze f je rostouci
= E tedy ukazuje, ze L je rozhodnutelny
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