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Dnesni plan

= Existencni kvantifikace (dokonceni)
= Vycislitelnost jazykd

= Zakladni tridy slozitosti a tfida P

= Slozitost na RAM

= Trida NP

= Nedeterministické Turingovy stroje
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Vlastnosti (CasteCne)
rozhodnutelnych jazyku




Soutéz pro stfedné pokrocilé (pfipomenuti)

Soutéz

Poslete nam program, ktery testuje, zda Cislo na vstupu je prvo-
Cislo a my vam posleme robota!
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Nekorektni programy

Kdy program P nerozhoduje prvociselnost?

Mozné protipriklady:

yp 1 P o néjakem slozeném cCisle n prohlasi, ze jde o prvocislo
yp 2 P o néjakem prvocisle n prohlasi, ze nejde o prvocislo
Typ 3 P o nejakem Cisle n neprohlasi nic (vypocCet se nezastavi)

Chceme najit protipfiklad pro P, pokud existuje.
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Typ 3

Typ 3 P o nejakém Cisle n neprohlasi nic (vypocCet se nezastavi)

= Pro dané n nelze urcCit, zda se P se vstupem n zastavi — problém
zastaveni

Protipriklady tohoto typu nelze efektivhe hledat.
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Typ 1

Typ 1 P o néjakéem slozenem Cisle n prohlasi, ze jde o prvocislo

PROTIPRIKLAD TYPU 1

Instance: Zdrojovy kod programu P.

Otazka: Existuje slozené Cislo n, které P pfijme?

= Odpovida jazyku

T1 ={(P)| (3n € N)|n je slozené &islo a P(n) pfijme]}

Je jazyk T1 castecne rozhodnutelny? ]
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Existence protiprikladu typu 1

T1 ={(P) | (dn € N)[n je slozené Cislo a P(n) pfijme]}

Je jazyk T1 Castecné rozhodnutelny?

= Chceme algoritmus A, ktery
= hleda slozene Cislo n, které by P prijal,
= pokud takove Cislo neexistuje, algoritmus A nikdy neukoncCi Cinnost
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Algoritmus A

Vypocet A se vstupem P

f «— 2
while true do
fora — 2tot do
forb — 2tot do
n<«a-b
Simuluj P(n) po nejvys t kroku
if P pfijal then
| prijmi

_t<—t+1

L(A) = T1, jazyk T1 je tedy &astecné rozhodnutelny.
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Existencni kvantifikace

Véta

Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz existuje rozhodnutelny
jazyk B splnujici

L={xex|3yexr){xvy)c B} (1)

DUkaz.

DlUkaz ve dvou krocich

, = ' L je castecne rozhodnutelny — existuje rozhodnutelny jazyk
B splnujici (1)

, &= " existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici (1) = L je casteCne
rozhodnutelny

I:lj
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Dukaz ,, — “

= Predpokladame, ze L je CasteCne rozhodnutelny
= Existuje Turinguv stroj M pfijimajici L (L = L(M))
= Plati
L ={x| (dn € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-

Rozhodnutelna podminka,
stadi simulovat M (x) po n kroku

= Staci tedy definovat

B ={{(x,(n)) | M(x) pfijme do n kroku}

= Jazyk B je rozhodnutelny a splnuje

L={xeX"| (élyEZi)[ Sx,}/>€li 1}

N N

y=(n)  M(x) p¥ijme do 1 krokd
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Dukaz ,, &< “

= Predpokladame, ze existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xeX| 3Qyer)x,y) € Bl}

= PopiSeme Turinglv stroj M pfijimajici L (L = L(M))

VypocCet M se vstupem x

1 forall y € X* v shortlex usporadani do
2 if (x,y) € B then

3 | pFijmi

"xel = (Jy € X)(x,y) € B]| = M(x) pfijme
"x¢L = (VyeX)[{x,y) € B] = M(x)1
= Dohromady L = L(M)
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Existencni kvantifikace (priklad)

Ly ={(M,x)| x € LIM)}
={(M, x) | (An € N)[M(x) pfijme do n kroku]}

-~

Rozhodnutelna podminka,
stadi simulovat M(x) po n kroku

= Nasleduijici jazyk je rozhodnutelny

B={(M,x,n)| M(x) pfijme do n kroku}

= Céastedné rozhodnutelny jazyk L, miiZzeme zapsat jako

L, ={(M,x)| (dn € N)[{M, x,n) € B]}
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Uzavrenost na existencni kvantifikaci

Dusledek
Je-li B castecne rozhodnutelny jazyk, pak jazyk

A={xex| @y e)(xy) Bl

je tez castecne rozhodnutelny.

Dukaz.
= Existuje rozhodnutelny jazyk C splnujici

B={(x,y)yeXl" | (FzeX)(x,y,z) € C|}

" Plati A ={x e | (H(y,z) € )[{x,y,z) € C]}
= A je Castecne rozhodnutelny dle predchozi vety
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Protipriklad typu 1

PROTIPRIKLAD TYPU 1

Instance: Zdrojovy koéd programu P.

Otazka: Existuje slozené Cislo n, které P pfijme?

T1 ={(P) | (dn € N)
={(P) | (An e N)
={(P) | (An e N)

(77% a/m/;z& //'P//‘W‘M 7

n je slozené &islo a P(n) pfijme]}
n je slozené Cislo A(P,n) € L,|}

(P,n) e CNL,|}, kde
%54”/24 c'/%/ i Mfé ///'/mw % / 66/5 /&9’/%&/,

= C={(P,n) | n je slozené Cislo} je rozhodnutelny jazyk
= [, je Castecne rozhodnutelny jazyk
= CNL, jetedy casteCne rozhodnutelny jazyk

Jazyk T1 je tedy Castecne rozhodnutelny.
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Neprazdnost jazyka

PROBLEM NEPRAZDNEHO JAZYKA

Instance: Kod Turingova stroje M
Otazka: Je L(M) # 07?

NE = {(M) | L(M) # 0}
={(M) | (3x € &')[x € L(M)]}

={UM) | (3x € )M, x) € Lu]}
Faliie AVE ors, HE Ady

= Jazyk L, je Castecne rozhodnutelny

Aol o s prohochus Kl

Jazyk NE je tedy CcasteCne rozhodnutelny.
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VyCislitelnost jazyku




Vypis vsech protipfikladu typu 1

PROTIPRIKLAD TYPU 1

Instance: Zdrojovy kéd programu P.

Otazka: Existuje slozené Cislo n, které P pfijme?

= Odpovida jazyku

T1 ={(P)| (3n € N)|n je slozené Cislo a P(n) pfijme]}

Chceme program &, ktery bude vypisovat vSechny protipfiklady
typu 1 k danému programu P.
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Program vypisujici protipriklady typu 1

Vypocet & se vstupem P

[ — 2
while true do
fora «— 2tot do
forb — 2tot do
n«a-b
Simuluj P(n) po nejvys t kroku
if P pfijal then
| print (n)

_t<—t+1

* Pro pevné P jde o enumerator jazyka
T1P = {n | n je slozené Cislo a P(n) pfijme}

= | ze upravit tak, aby kazdeé n bylo vypsane jen jednou
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Enumerator

Enumeratorem pro jazyk L je Turinglv stroj E, ktery
= ignoruje svuj vstup,
= vypisuje retézce w € L na vyhrazenou vystupni pasku
= napfiklad oddelene #

= kazdy rfetézec w € L je nékdy vypsan TS E
= Je-li L nekonecCny, E svou Cinnost nikdy neskoncCi
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)

Enumerator jazyka NE
NE = {(M) | L(M) # 0}

= Enumerator jazyka NE feSi nasledujici ulohu:
= Vypis kédy Turingovych stroju, které pfijimaji alespon jedno slovo

Enumerator jazyka NE

1 forall (M, x,n) € L* v shortlex usporadani do
2 Simuluj vypoCet M(x) po nejvys n kroku

3 if M(x) prijal then

4 | Zapi$ (M) na vystup

= Kazdy kéd (M) € NE je vypsan nekonecny pocet krat
= Stroje jsou vypisovany v neurceném poradi
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)

Enumerator jazyka NE

NE = {{M) | L(M) # 0}

Upravime enumerator tak, aby kazdy kod stroje M s neprazdnym
jazykem byl vypsan prave jednou

Enumerator jazyka NE

1 S « prazdny seznam fetézcl
forall (M, x,n) € X* v shortlex usporadani do
Simuluj vypocCet M(x) po nejvys n kroku
if M(x) pfijal and (M) ¢ S then
Zapis (M) na vystup
L Pridej (M) do seznamu S

O oA~ WD
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VycCislitelnost ¢astecné rozhodnutelnych jazyku

Veta
Jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyz pro nej existuje
enumerator E.

Dukaz.

Dukaz ve dvou krocich

,— “ L je ¢asteCné rozhodnutelny — existuje enumerator E pro L
, &= " Existuje enumerator E pro L — L je ¢astecne rozhodnutelny

=y
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Dukaz ,, — “

= [ je castecCne rozhodnutelny
= Existuje rozhodnutelny jazyk B splnujici

L={xex|@Eyer)xy)e Bl

Enumerator E jazyka L
1 forall (x,y) € X* v shortlex usporadani do

2 if (x, ]/) € m79w¢/u/}‘ G/M7'/ify X a ik
3 | Zapi$ x na vystup

= |ze upravit tak, aby se slova na vystupu neopakovala
= Prvky L jsou vypisovany v neurceném poradi
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Dukaz ,, &< “

= Mame enumerator E pro jazyk L

= Nasledujici TuringUv stroj M pfijima L

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj E a sleduj vystup
2 if E vypsal x then pFijmi

x € L = E nékdy vypise x a M(x) pfijme
x ¢ L = E nikdy nevypiSe x a M(x) se nezastavi

Dohromady L = L(M)
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Vycislitelnost jazyku a funkce

Dusledek

Nekonecny jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyZz je oborem
hodnot nejake totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f).

, = ' L castecne rozhodnutelny

= mame enumerator E pro L
= Pro jednoduchost uvazujeme parametry f typu IN
= pro i € N definujeme

f(i) = (i + 1)-ni fetézec vypsany E

= f(1) definovano pro kazdé i € IN, protoze jazyk L je nekonecCny
= rng f = L, protoze E vypisuje prave fetézce z L
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Vycislitelnost jazyku a funkce

Dusledek
Nekonecny jazyk L je castecne rozhodnutelny, prave kdyZz je oborem
hodnot nejake totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f).

, &= " Mame funkci f
= Nasleduijici stroj E je enumerator jazyka L

Vypocet E
1 forall y € X* v shortlex poradi do
2 | Zapi$ f(y) na vystup

" x el
& existuje y pro néjz f(y) = x
& E vypise x
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Enumerator jazyka prvocisel

PRIME = {{(p) | p je prvotislo}

Uloha: vypisuj prvoé&isla v rostoucim pofadi

Enumerator jazyka prvocisel

1 forall p € N v rostoucim poradi do
2 if p je prvocCislo then

3 | Zapi$ (p) na vystup

Lze zkonstruovat proto, ze jazyk PRIME je rozhodnutelny.
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku

Veta
Jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz pro néej existuje enumerator E,
Ktery navic vypisuje prvky L v shortlex poradir.

Dukaz.
DuUkaz ve dvou krocich

, = " L je rozhodnutelny — existuje enumerator E pro L, ktery
vypisuje prvky L v shortlex poradi

, &= " Existuje enumerator E pro L, ktery vypisuje prvky L v shortlex
pofadi = L je rozhodnutelny
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Dukaz ,, — “

= [ je rozhodnutelny
= Nasledujici enumerator E vypisuje slova L v shortlex pofadi

Enumerator E jazyka L

1 forall x € X* v shortlex usporadani do

// Lze ovérit diky rozhodnutelnosti L
if x € L then

| Zapi$ x na vystup

V pripade, ze L je koneCny jazyk, E se po vypsani posledniho
slova z L zacykli.
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Dukaz ,, &< “

= Mame enumerator E pro jazyk L

= E vypisuje prvky L v shortlex poradi
= Rozlisime dva pripady
@ L je konecny jazyk — L je rozhodnutelny
= VSechny konecné jazyky jsou rozhodnutelné
® L je nekonecény jazyk — nasleduijici stroj M rozhoduje L

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj E a sleduj vystup
2 if E vypsal x then pFijmi
3 If E vypsal fetézec vy > x then odmitni

L je nekonecny = vzdy existuje y > x = algoritmus skoncCi
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku a funkce

Definice

Funkce f : X* — X* je rostoucl, pokud plati, ze u < v implikuje
f(u) < f(v) pro kazdé dva fetézce u,v € *, kde f(u)| a f(v)| .

Dusledek

Nekonecny jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz je oborem hodnot
nejake rostouci totalni algoritmicky vycislitelné funkce f (fj. L = rng f).
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku a funkce

Dusledek

Nekonecny jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz je oborem hodnot
nejake rostouci totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f). )

, = " L je rozhodnutelny

= Mame enumerator E, ktery vypisuje prvky L v shortlex poradi
= Pro jednoduchost uvazujeme parametry f typu IN
= Pro i € N definujeme

f(i) = (i + 1)-ni fetézec vypsany E

= f(i) definovano pro kazdé i € N, protoze jazyk L je nekonecCny
= rng f = L, protoze E vypisuje prave fetézce z L
= f je rostouci, protoze E vypisuje prvky L v shortlex poradi
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Vycislitelnost rozhodnutelnych jazyku a funkce

Dusledek
Nekonecny jazyk L je rozhodnutelny, prave kdyz je oborem hodnot
nejake rostouci totalni algoritmicky vycislitelne funkce f (tj. L = rng f). )

, &= " Mame funkci f

= Popiseme enumerator E pro L

Vypocet E
1 forall y € X* v shortlex poradi do
2 | Zapi$ f(y) na vystup

= E vypisuje prave prvky L v shortlex poradi, protoze f je rostouci
= E tedy ukazuje, ze L je rozhodnutelny
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Zakladni tridy slozitosti




Rozhodovaci problemy

Splnuje dana instance danou podminku?

= Odpovéd: ano/ne.

= Rozhodovaci problem formalizujeme jako jazyk L € X* kladnych
instanci a otazku, zda x € L.

= Ptiklady rozhodovacich problemu:

= Je dany graf souvisly?

= Ma dana logicka formule model?

= Ma dany linearni program pripustné reseni.
= Je dané Cislo prvocCislem?
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Ulohy

K dané instanci x hledame y, které splnuje urcitou podminku

= Odpoved: y nebo informace o tom, ze Zzadné vhodné y neexistuje

= Ulohu formalizujeme jako relaci R € ©* x ©*
= K dané instanci x hledame y tak, ze (x,y) € R
= Priklady uloh:
= Nalezeni silné souvislych komponent orientovaneho grafu

= Nalezeni splnujiciho ohodnoceni logicke formule
= Nalezeni pripustného reseni linearniho programu
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Casova a prostorova slozitost Turingova stroje

Definice
Necht M je (deterministicky) Turinglv stroj a necht f : N — N je
funkce, ktera je definovana pro kazdy vstup.
= M pracuje v Case f(n), pokud vypocCet M nad libovolnym vstupem
x délky |x| = n skonCi po provedeni nejvyse f(n) kroku
= M pracuje v prostoru f(n), pokud vypocet M nad libovolnym
vstupem x delky |x| = n skonCi a vyuzije nejvys f(n) bunék
pracovni pasky
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Zakladni deterministicke tridy slozitosti

Definice
Necht f : N — N je funkce, potom definujeme ttidy:
TIME(f(n)) jazyky pfijimané Turingovymi stroji, které pracuji v Case
O(f(n))
SPACE(f(n)) jazyky ptijimané Turingovymi stroji, které pracuji
v prostoru O(f(n))

TIME(f(n)) € SPACE(f(n)) pro kazdou funkci f : N — NN.

= V jednom kroku pohne Turinguv stroj hlavou jen o jednu bunku
vpravo nebo vilevo

= Stroj pouzije v kazdém kroku nejvys jednu buriku navic
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Vyznacné deterministické tridy slozitosti

= Tfida problému feSitelnych v polynomialnim ¢ase

P = U TIME(1¥)
keIN

= Ttida problému feSitelnych v polynomialnim prostoru

PSPACE = | | SPACE(n").
kelN

= Tfida problému feSitelnych v exponencialnim Case

EXPTIME = | | TIME(2").
keN
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ProC polynomy?

Silnéjsi verze Churchovy-Turingovy teze

Realne vypocetni modely Ize simulovat na Turingovu stroji
s polynomialnim zpomalenim/narustem prostoru.

= Polynomy jsou uzavieny na skladani
= Polynomy (obvykle) nerostou prilis rychle
= Definice tfidy P nezavisi na vypocCetnim modelu

Cobhamova-Edmondsova teze, 1965
P odpovida tfidé prakticky reSitelnych problému na pocitaci. J

v - = ( Z — “D_ i C_C"’IU
_ V= PA' Vo@-]f'/ VWW/C" TR > n ¢? - > e W _ ‘ .
P iz ¥ mi/w 2 A TED To g el 0t

%7[0 l/z 74/ )Loéé/l DAfN?C/. pfkﬁé ”Cfn/ fEo (o '/'a 144J uy )(, (jp/ﬂz ijﬁ?{/}e/
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Slozitost na RAMuU




Random Access Machine (RAM)

Vstup —»[ CPU }—» Vystup

1: READ(7g) rol 15
2. READ(71) r [ 13 )
3: LOAD(1, r3) —
4: IJNZ(rg, 6) ra| 190,
)
5: INZ(r3,9) rs (1
6: ADD(r2, 11, 12)
7 SUB(T(), r3, 1’0)
g INZ(70, 6) Pamét
: PRINT(r2) rozdélend do neome-
Program zeneho poctu registru
Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (5. prednaska) 43/60




Cena za vykonani instrukce

= Funkce [(n) urCuje cenu ulozeni Cisla n v registru

Instrukce Efekt Cena

LOAD(C, r;) ri «— C 1

ADD(ri, 7, 1) i [ri] +[r}] 1([ri]) + 1([r;])
SUB(r;,7j,7x) Tk < max([r;] —[rj],0) [([ri]) + I([7;])
COPY([TP]/ rq) Trd < L7y ] l(:rp]) + l([[rp]])
COPY(rs, [ra]) 7y < [7s] [([ral) + 1(I7s])
JINZ(r;, 1) if [r;] >0 then goto z I[([r;])
READ(7;) ri «— input [(input)
PRINT(7;) output « [7;] [([7i])
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Cas vykonani programu RAM

Ptirozené volby funkce [(n) ceny ulozeni Cisla
Konstantni Kazda instrukce je vykonana v konstantnim Case

,\/ [(n)=1
lwui&h pikiicki ey plo st b

-

Logaritmicka Pocet bitu potfebnych k reprezentaci hodnoty n

( [(n) = <(”Og2(” +1)] nx2
> (ol ba%am p)/\m' %Jf 1 n <2

G Vit @W"MVM/

-~

Definice
Necht f : N — N je funkce.

= RAM R pracuje v Case f(n), pokud pro kazdy vstup x s celkovou
cenou 7 je soucCet cen vykonanych instrukci nejvys f(n).
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Slozitost RAMu a Turingovy stroje

Véta (Cook and Reckhow, 1973)

Necht L je jazyk rozhodnutelny RAMem R v ¢ase f(n). Pak L je
rozhodnutelny vicepaskovym TS, ktery pracuje v ¢ase

= O(f%(n)), je-li I(n) logaritmicka . -
= O(f3(n)), je-li [(n) konstantni —~™" o BN, Nfis g I mitly ini HAT

/WM /'h )

Lemma

Je-li L rozhodnutelny vicepaskovym TS v case f(n), pak je
rozhodnutelny jednopdskovym TS v ase O(f?(n)).

Dusledek

P je tfidou jazyku, které Ize rozhodnout RAMem, ktery pracuje
v polynomialnim case.

/]04 /|§ 4%60%\ s, JrD marisjrtvé (o M\J'\ mbwg\ me v-é\ viaz,hw(\ U./()Pgmg/hh 6),,@0&
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Problemy overitelné
v polynomialnim case




Hamiltonovska kruznice

HAMILTONOVSKA KRUZNICE (HK)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E).

Otazka: Obsahuje G cyklus, ktery prochazi vSemi vrcholy?

= Lze navstivit kazdé mesto na mape
pravé jednou a vratit se domu?

= Jednoduse ovéritelné zda posloupnost
vrchold uréuje hamiltonovskou kruznici

= ODbtizné zjistit, zda dany graf obsahuje
hamiltonovskou kruznici
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Verifikator Cili ovérovatel

Verifikatorem pro jazyk A je algoritmus V, pro ktery plati, ze

A ={x| 3yI[V(x,y) ptiime]}

Casovou slozitost verifikatoru méfime pouze vzhledem k | x|

= Polynomialni verifikator pracuje v ¢ase O(|x|k) pro néjaké k € N
= Retézec y zveme takeé certifikatem x

= Pokud V(x, y) ptijme, precCte jen prefix y polynomialni délky

= StacCi uvazovat polynomialni certifikaty v, jejichz délka je
polynomialni v | x|
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Verifikator pro hamiltonovskou kruznici

HAMILTONOVSKA KRUZNICE (HK)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E).

Otazka: Obsahuje G cyklus, ktery prochazi vSemi vrcholy?

Verifikator V' pro hamiltonovskou kruznici
Vstup: Graf G = (V, E) a posloupnost vrcholu
v=(01,...,0p)
1 if ¢ # |V| then odmitni
2 if v; = v; pro neéjakou dvojici indexu i # j then odmitni
gfori=1ton-1do
4 | if{v;, 01} ¢ E then odmitni

5 if {v,,v1} ¢ E then odmitni
6 prijmi
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Trida NP

Definice
NP je tfidou jazyku, které maji polynomialni verifikatory. J

= Ulohy, u nichZ jsme schopni v polynomialnim &ase ovéfit, zda
dany fetézec polynomialni délky je feSenim

= NP je tfida jazyku, pfijimanych nedeterministickymi Turingovymi
stroji v polynomialnim Case

= Nedeterminismus zde odpovida hadani spravného certifikatu y
pro vstup x
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P vs. NP

P lze rychle rozhodnout, zda do dané slovo patfi do jazyka
NP lIze rychle ovérit, ze dané slovo patfi do jazyka

Trivialné P C NP

Otazka, zda P = NP je oteviena.
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Nedeterministicky Turinguv stroj

Nedeterministicky Turinguv stroj (NTS) je pétice M = (Q, %, 6, g0, F)

= Q, X, g0, F maji tyz vyznam jako u ,,obyCejneho” deterministického
Turingova stroje (DTS)

= Rozdil oproti DTS je v ptechodové funkci, nyni

0:OXX—->POXXLx{L,N,R})

= Mozne pohledy

= NTS M v kazdém kroku uhodne nebo ,vybere® spravnou instrukci
= NTS M vykonava vSechny mozné instrukce souCasné a nachazi se
behem vypoctu ve vice konfiguracich soucasne

Nejde o realisticky vypocCetni model

4
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Jazyk pfijimany NTS

Predpokladejme NTS M a vstup x

Vypocet M nad x je posloupnost konfiguraci Cy, C1, Co, ..., kde

= Cy je pocCatecCni konfigurace se vstupem x a
= z C; do Cj;q lze prejit pomoci prechodove
funkce 6

Prijimajici vypocCet koncCi konfiguraci v pfijimajicim stavu
M prijme slovo x pokud existuje prijimajici vypoCet M nad x
L(M) jazyk slov pfijimanych M
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Casova a prostorova slozitost NTS

Definice

Necht M je nedeterministicky Turinglv stroja necht f : N — N je
funkce.
= M pracuje v Case f(n), pokud kazdy vypocet M nad libovolnym
vstupem x délky |x| = n skonCi po provedeni nejvyse f(n) kroku
= M pracuje v prostoru f(n), pokud kazdy vypocet M nad
libovolnym vstupem x délky |x| = n skonCi a vyuzije nejvyse f(n)
bunek pracovni pasky
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Zakladni nedeterministicke tridy slozitosti

Definice
Necht f : N — N je funkce, potom definujeme ttidy:
NTIME(f(n)) jazyky pfijimané nedeterministickymi TS, které pracuji
v ¢ase O(f(n))

NSPACE(f(n)) jazyky pfijimané nedeterministickymi TS, které pracuiji
v prostoru O(f(n))

Tvrzeni
Pro kazdou funkci f : N — IN plat/

TIME(f(n)) € NTIME(f (1))
SPACE(f (1)) € NSPACE(f(n))

4
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NP = nedeterministicky polynomialni

Veta (Alternativni definice tridy NP)
NP = U NTIME(n*)

kelN
Dukaz.
Ve dvou krocich
© NP C Uiy NTIME(15)
® U,y NTIME(n*) € NP
]
y
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Dilkaz NP C | Jieny NTIME(#5)

= Necht L € NP
= Mame polynomialni verifikator V(x, y) pro L
= Nasledujici NTS M pfijima L v polynomiadlnim ¢ase

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj verifikator V
2 Nedeterministicky zvol znaky v, kdyz je V' potrebuje precist
3 if V pfijme then pFijmi else odmitni

x € L < (Ay)|V(x,vy) pfijme]
&= néjaky vypocet M (x) pfijme
& x €LM)

M prijima L v polynomialnim Case

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (5. prednaska) 58/60




DOkaz | ,ep NTIME(12%) € NP

= Necht L je pfijiman néjakym NTS M = (Q, L, 6, 90, F)
= Pfedpokladejme, ze M pracuje v polynomialnim case p(n)
= OznaCme r = maxgeQ aex |0(g, a)|

= maximalni pocCet vetveni prechodu dle 6
= r<|Q[-]|X]-3
= r je konstanta, ktera zavisi jen na M a nezavisi na vstupu

= VypocCet M se vstupem x lze popsat fetezcem

ye{l,..., P

= y; — vétev zvolend v kroku i, i = 1,..., p(|x|)

Retézec v je certifikatem toho, Ze M pfijima x.
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Dikaz | .y NTIME(1¥) € NP (dokonéeni)

Vypocet polynomialniho verifikatoru V(x, y) pro jazyk L

1 Simuluj M(x) s vétvenim podle y

2 if vétev vypoCtu M(x) popsana y pfijme then
3 | pfijmi

4 else

5 | odmitni

x € L &= néjaky vypocet M (x) pfijme
= (Jy)[|ly| < p(|x|) a simulace M(x)
s vétvenim podle y pfijme]

— @Ay)llyl < p(x|) aV(x,y) pfijme]

V' je polynomialni verifikator pro L, tedy L € NP.
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