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Dnesni plan

= Trida NP

= Nedeterministické Turingovy stroje
= Vztah Casu Kk prostoru

= Vztah prostoru k Casu

= SaviCova véta

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (6. prednaska) 2/50




Problemy overitelné
v polynomialnim case




Hamiltonovska kruznice

HAMILTONOVSKA KRUZNICE (HK)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E).

Otazka: Obsahuje G cyklus, ktery prochazi vSemi vrcholy?

= Lze navstivit kazdé mesto na mape
pravé jednou a vratit se domu?

= Jednoduse ovéritelné zda posloupnost
vrchold uréuje hamiltonovskou kruznici

= ODbtizné zjistit, zda dany graf obsahuje
hamiltonovskou kruznici
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Verifikator Cili ovérovatel

Verifikatorem pro jazyk A je algoritmus V, pro ktery plati, ze

A ={x| 3yI[V(x,y) ptiime]}

Casovou slozitost verifikatoru méfime pouze vzhledem k | x|

= Retézec iy zveme také certifikatem x

= Polynomialni verifikator pracuje v ¢ase O(|x|k) pro néjaké k € N
= Precte jen prefix y polynomialni delky
= Polynomialni certifikat ma délka polynomialni v | x|
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Verifikator pro hamiltonovskou kruznici

HAMILTONOVSKA KRUZNICE (HK)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E).

Otazka: Obsahuje G cyklus, ktery prochazi vSemi vrcholy?

Verifikator V' pro hamiltonovskou kruznici
Vstup: Graf G = (V, E), posloupnost vrcholl v = (v, ..., vy)
1 if ¢ #|V| then odmitni
2 if v; = v; pro néjakou dvojici indexu i # j then odmitni
gfori=1ton-1do
4 | if{v;,v;11} ¢ E then odmitni

5 if {v,,v1} ¢ E then odmitni
6 prijmi
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Trida NP

Definice
NP je tfidou jazyku, které maji polynomialni verifikatory. J

= Casto odpovidaji Uloham, u nichz jsme schopni v polynomidlnim
case overit, zda dany retezec polynomialni delky je resenim

= NP je tfida jazyku, pfijimanych nedeterministickymi Turingovymi
stroji v polynomialnim Case

= Nedeterminismus zde odpovida hadani spravného certifikatu y
pro vstup x
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P vs. NP

P lze rychle rozhodnout, zda do dané slovo patfi do jazyka
NP lIze rychle ovérit, ze dané slovo patfi do jazyka

Trivialné P C NP

Otazka, zda P = NP je oteviena.

7@% 0\\@ O\Eﬁm ‘ \lAvga w NP @Wb\(/m F(LM/, W vwm{ —Y&éumf .
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Nedeterministicky Turinguv stroj

Nedeterministicky Turinguv stroj (NTS) je pétice M = (Q, %, 6, g0, F)
= Q, X, g0, F maji tyz vyznam jako u ,,obyCejneho” deterministického
Turingova stroje (DTS) ), aqamm s e (1 it 1 b
" Rozdil oproti DTS je v pfechodoveé funkei, nyni " =/ -

Vo ag/vimé' /M//&/hé' )
0:OXX—->POXXLx{L,N,R})

Qa‘ :/m/ ns, | &sH/' m’;}m St 74";%»;‘,’0,/ VéJal/,
= Mozné pohledy o / W ™)

= NTS M v kazdém kroku uhodne nebo vybere spravnou instrukci
= NTS M vykonava vSechny mozné instrukce souCasné a nachazi se
behem vypoctu ve vice konfiguracich soucasne —

&OM@MW JWFT ﬁ/ww 1/5504 Vwih)/aé vg//mcff/a” <

Nejde o realisticky vypocetni model

Ly

y
U@WLLWJ(/?)"/ V“'& g\\méjb% ViLY p\;\'\.)\/v"ln.)\/ ’\_S S& +b J@V’OLA ljwo&&m;/ PW\(% q CﬁﬁJCw/p_’li") [/lj/m,,%é.%w%f@k’).
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Jazyk pfijimany NTS

Predpokladejme NTS M a vstup x

Vypocet M nad x je posloupnost konfiguraci Cy, C1, Co, ..., kde

= Cy je pocCatecCni konfigurace se vstupem x a
= z C; do Cj;q lze prejit pomoci prechodove
funkce 6

Prijimajici vypocCet koncCi konfiguraci v pfijimajicim stavu
M prijme slovo x pokud existuje prijimajici vypoCet M nad x
L(M) jazyk slov pfijimanych M
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Casova a prostorova slozitost NTS

Definice

Necht M je nedeterministicky Turinglv stroja necht f : N — N je
funkce.

= M pracuje v Case f(n), pokud kazdy vypocet M nad libovolnym
vstupem x délky |x| = n skonCi po provedeni nejvyse f(n) kroku

= M pracuje v prostoru f(n), pokud kazdy vypocet M nad

libovolnym vstupem x délky | x| = n skonCi a vyuzije nejvyse f(n)

bunek pracovni pasky

===

) — A
/ \@M -

Cand -

—

\,
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Zakladni nedeterministicke tridy slozitosti

Definice
Necht f : N — N je funkce, potom definujeme ttidy:
NTIME(f(n)) jazyky pfijimané nedeterministickymi TS, které pracuji
v ¢ase O(f(n))

NSPACE(f(n)) jazyky pfijimané nedeterministickymi TS, které pracuiji
v prostoru O(f(n))

Tvrzeni
Pro kazdou funkci f : N — N plati aidy b 5 Wi T o guusla” /75

TIME(f(n)) € NTIME(f (1))
SPACE(f (1)) € NSPACE(f(n))

4
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NP = nedeterministicky polynomialni

Veta (Alternativni definice tridy NP)

NP = U NTIME(n*)
keN o J'f,«\h'& 'M\M» @‘y.')-(m.,’ VTS v ply. aase

Dukaz.
Ve dvou krocich

©® NP C |, .n NTIME(1¥)
® U,y NTIME(n*) € NP
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Dilkaz NP C | Jieny NTIME(#5)

= Necht L € NP
= Mame polynomialni verifikator V(x, y) pro L
= Nasledujici NTS M pfijima L v polynomiadlnim ¢ase

Vypocet M se vstupem x

1 Simuluj verifikator V
2 Nedeterministicky zvol znaky v, kdyz je V' potrebuje precist
3 if V pfijme then pFijmi else odmitni

x € L < (Ay)|V(x,vy) pfijme]
&= néjaky vypocet M (x) pfijme
& x €LM)

M prijima L v polynomialnim Case
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DOkaz | ,ep NTIME(12%) € NP

= Necht L je pfijiman néjakym NTS M = (Q, L, 6, 90, F)
= Pfedpokladejme, ze M pracuje v polynomialnim case p(n)
= OznaCme r = maxgeQ aex |0(g, a)|

= maximalni pocCet vetveni prechodu dle 6
= r<|Q[-]|X]-3
= r je konstanta, ktera zavisi jen na M a nezavisi na vstupu

= VypocCet M se vstupem x lze popsat fetezcem

ye{1,...,rypl
a Ol o prhe iy i ot ( poly 22) Dthyer

= y; — vetev zvolena v kroku i,i=1,...,p(|x|) P /,>
— Foble oy it hdoat do ncesa, Lo vete GW'WA enlt

( Retézec v je certifikatem toho, Ze M pfijima x.

~xekiee liou Ko woouobh & us*m@w O @‘v\jfmnj(u% s g 4 0 obt cerhid ot
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Dikaz | .y NTIME(1¥) € NP (dokonéeni)

Vypocet polynomialniho verifikatoru V(x, y) pro jazyk L

1 Simuluj M(x) s vétvenim podle y

2 if vétev vypoCtu M(x) popsana y pfijme then
3 | pfijmi

4 else

5 | odmitni

x € L &= néjaky vypocet M (x) pfijme
= (Jy)[|ly| < p(|x|) a simulace M(x)
s vétvenim podle y pfijme]

— @Ay)llyl < p(x|) aV(x,y) pfijme]

V' je polynomialni verifikator pro L, tedy L € NP.
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Zakladni vztahy




Nedeterministicky Cas a deterministicky prostor

Veta
Pro kazdou funkci f : N — N plati, ze

NTIME(f (1)) € SPACE(f(n))

* Necht L je pfijiman NTS M v Case g(n) = O(f(n))
= Pfedpokladejme, z2e M = (Q, %, 5,q0,F) ~% #ho sHye
= OznaCme r = maxgeQ aex |0(g, a)|

= maximalni pocCet vetveni prechodu dle 6

= r < Q| -|X| - 3 je konstanta, ktera zavisi jen na M

= VypocCet M se vstupem x lze popsat fetezcem

ye{L,...,ryi

= y; — vétev zvolena v kroku i,i=1,...,g(|x])
= Popiseme TS M’, ktery rozhoduje L v prostoru O(f(n))
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Dukaz (Cast 2)

Prvni napad

Vypocet M’ se vstupem x

1 forall y € {1, ... 1180 do

2 Simuluj M(x) s vétvenim podle y

3 if vétev vypoCtu M (x) popsana y pfijme then
4 | pFijmi

5 odmitni

M’ by musel znat hodnotu g(|x|).

Co kdyz ¢(|x|) neni vyCislitelna v prostoru O(g(|x|))?
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Dokaz (84st 3)

Vypocet M’ se vstupem x

1 k1

2 repeat

3 forallye{l,...,r}k do

4 Simuluj M(x) s vétvenim podle y

5 L if vétev vypoCtu M(x) popsana y pfijme then pFijmi

k — k+1

7 until vSechny simulace M(x) vétvici podle y odmitly
g odmitni

o

M pracuje v Case g(n) = O(f(n))
— kazdy vypocet M(x) skonCi do g(r) kroku
—> M’(x) skonCi vypocet s k < g(|x|)
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Dukaz (Cast 4)

Prostoroveé naroky

= Vzdy plati k < g(|x|)

= Prostor O(g(n)) = O(f(n)) je potfeba pro ulozeni y

= Prostor O(g(n)) = O(f(n)) je potteba k simulaci M(x) podle y
= Dohromady M’ pracuje v prostoru O(f(n))
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Dokaz (&4st 5)

L= LM

= Pokud M (x) ma pfijimajici vypocet
= Simulace M(x) pfijme s néjakym vy, |y| < g(|x|)
= M’(x) pfijme
= Pokud M (x) nema pfijimajici vypocCet
= Pro hodnotu k = g(|x|), simulace M(x) s kazdym y odmitne
= M’(x) odmitne

M’ rozhoduje L v prostoru O(f(n))
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NP and PSPACE

1

Veta
Pro kazdou funkci f : N — N plati, ze

NTIME(f(n)) € SPACE(f(n))

(o]
Dusledek
NP C PSPACE
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Model TS s mensim nez linearnim prostorem

Pro prostor mensi nez linearni uvazujeme vicepaskovy TS:

Vstupni paska je jen pro cteni

Pracovni pasky jsou pro cteni i zapis

Vystupni paska je jen pro zapis a hlava se hybe jen vpravo

= Do prostoru se pocita jen obsah pracovnich pasek /
= Soudasti konfigurace je £ > (ot byl sk bif vy m’ﬂfm” bivsin
= stav
= poloha hlavy na vstupni pasce

= polohy hlav na pracovnich paskach
= obsah pracovnich pasek

= Konfigurace neobsahuje vstupni slovo
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DalsSi prostorove tridy

= Tfida problému feSitelnych v logaritmickém prostoru

L = SPACE(log, n)

= Ttida jazyku pfijimanych NTS v logaritmickém prostoru

NL = NSPACE(log, 1)

= Ttida jazyku pfijimanych NTS v polynomiadlnim prostoru

NPSPACE = U NSPACE(n¥)
kelN
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Vztah prostoru a casu

Veta (Vztah prostoru a Casu)
Pro kazdou funkci f(n) > logy n a kazdy jazyk L plati, Ze

L € NSPACE(f(n)) = (Jcr € N) [L € TIME(2°/ )] .

Dusledek

Je-li f(n) funkce, pro kterou plati f(n) > logy n a je-li g(n) funkce, pro
kterou plati f(n) = o(g(n)), pak

NSPACE(f(n)) € TIME(28™).
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Vztah prostoru a casu

Veta (Vztah prostoru a Casu)
Pro kazdou funkci f(n) > logy n a kazdy jazyk L plati, Ze

L € NSPACE(f(n)) = (Jcr € N) [L € TIME(2°/ )] .

ldea dukazu
= [ je pfijiman néjakym NTS M v prostoru O(f(n))
= Pro vstup x, definujeme graf konfiguraci G «

x € L <= Gy, Obsahuje cestu z pocatecni konfigurace do

nejake pfrijimajici konfigurace
Cue L sl
L% S g
o e, T
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Graf konfiguraci

M NTS pracuijici v prostoru f(n)
x vstupni fetézec
C; pocatecni konfigurace vypocCtu M(x)
Cr prijimajici konfigurace M
= bez ujmy na obecnosti je jedina

Graf konfiguraci vypoc¢tu M nad x

Orientovany graf Gy » = (V, E), kde
= Vrcholy V reprezentuji mozné konfigurace vypoctl M(x)
= (Cy,C9) € E je-limozné z C; do C prejit pfechodem dle 6

M(x) ptijme <= Gy, obsahuje cestu z C do Cr
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Velikost grafu konfiguraci

Lemma
= UvaZme funkci f (n) > logy n
= Uvazme NTS M = (Q, %, 6, q0, F), ktery pracuje v prostoru f(n)
= Necht x je vstup délky n = | x|
= Necht Gy » = (V, E) je odpovidajici graf konfiguraci
Pak |V| < 2Mf(") pro néjakou konstantu c),

Predpoklad

M ma jednu vstupni pasku jen pro Cteni a jednu pracovni pasku.
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Velikost Gy » (dukaz)

stav vstﬂlgn}]/? pr;iasce pracr:]cl)e\l/ﬁ Bgsce pragg\%? Bgsce
—— BN —— —
vi<siQl - “ano - f) - =™
Konfigurace se sklada z nasledujicich prvku
= stav
= |Q| rdznych stavl
= poloha hlavy na vstupni pasce
= n moznych poloh
= je-li oznaCeny prvni a posledni znak vstupu
= poloha hlavy na pracovni pasce
= f(n) moznych poloh
= obsah pracovni pasky
= slovo w € ¥ na pasce ma délku |w| < f(n)
« |2)/" raznych slov
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Pocet konfiguraci

VI <1Ql-n- f(n)- |z

— 210g2 1Ql . 210g2 n., 210g2 f(n) 2f(”)10g2 2]

— 9logy |Q|+logy n+logy f(n)+f(n)logs | X

< 2f(n)(log2 |Q|+1+1+logs |Z])

(f(n) = logy 1)

Polozime-li c); = log, |O

1%
|E

+ 1+ 1 + log, |X], pak

< 9emf(n)
<|V|? < 92cm f(n)
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Vztah prostoru a casu

Veta (Vztah prostoru a Casu)
Pro kazdou funkci f(n) > logy n a kazdy jazyk L plati, Ze

L € NSPACE(f(n)) = (Jcr € N) [L € TIME(2°/ )] .

|dea dukazu

Pfedpokladejme, ze L je pfijiman néjakym M v prostoru O(f(n))
Pro vstup x, definujeme graf konfiguraci Gz «

Popiseme TS M’, ktery rozhoduje L
= M’ se vstupem x hleda v Gy . cestu z pocatecni konfigurace do
nejake prijimajici konfigurace
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Vztah prostoru a ¢asu (dukaz)

Vypocet M’ se vstupem x
1 Sestav pocatecni konfiguraci C vypoCtu M(x)
2 Projdi graf Gy  prohledavanim do hloubky (DFS) pocinaje ve
vrcholu Cj
3 if DFS nalezne pfijimajici konfiguraci then
4 | pfijmi
5 odmitni

= DFS nepotfebuje mit pfed spusténim zkonstruovany graf G .
= zna pocatecni vrchol C;
= seznam sousedu I'(C) aktualniho vrcholu C |ze zkonstruovat
v kazdem kroku pomoci prechodoveé funkce 6 stroje M

M’ nepotfebuje znat hodnotu f(|x|).
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Vztah prostoru a ¢asu (dukaz)

= DFS Ize provést v polynomialnim ¢ase na RAMu i TS

= Turinguv stroj M’ pracuje v polynomialnim ¢ase vzhledem
K velikosti grafu Gy

= Pracuje v Case
O(IV[") = O m/t) = 024/

pro néjakeé konstanty k > 1 ac; > kcy
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Vztah prostoru a Case (poznamky)

Veta (Vztah prostoru a Casu)
Pro kazdou funkci f(n) > logy n a kazdy jazyk L plati, Ze

L € NSPACE(f(n)) = (Jcr € N) [L € TIME(2°/ )] .

= ¢ zavisi na jazyku L
= RUzné jazyky maji rizné konstanty

Z vety NEPLYNE
= NSPACE(f(1)) € TIME(2/ ™)
= NSPACE(f(n)) € TIME(2¢/ ) pro néjakou konstantu c
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NLcP

NI = NSPACE(log,, 1) P = U TIME(1¥)
keIN
Dusledek
J

= Pfedpokladejme, ze L € NSPACE(log, 1)

= Podle vety o vztahu prostoru a Casu existuje konstanta c; € IN, pro
Kterou plati

L € TIME(2¢:'°82™) = TIME(n‘t) C P
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B U

NPSPACE ¢ EXPTIME

NPSPACE = U NSPACE(n*) EXPTIME = U TIME(2"")
keIN keIN

Dusledek

NPSPACE € EXPTIME J

= Predpokladejme, ze L € NPSPACE

— L € NSPACE(n*) pro n&jaké k € N

= Podle vety o vztahu prostoru a Casu existuje konstanta c; € IN, pro
kterou plati

L € TIME2™) C TIME@2" ") € EXPTIME
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Vztahy mezi tridami

Veta
Plati nasledujici fetezec inkluzi:

LENLCPCENPCPSPACECNPSPACECEXPTIME

= L C NL, P € NP, PSPACE C NPSPACE plyne z
= Pro kazdou funkci f(n)

= TIME(f(n)) € NTIME(f(n))
= SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))

= NP C PSPACE plyne z
= NTIME(f(n)) € SPACE(f(n)) pro kazdou funkci f(n)

= NL € P, NPSPACE C EXPTIME plyne ze vztahu prostoru a ¢asu
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= NTIME(f(n)) € SPACE(f(n)) pro kazdou funkci f(n)

= NL € P, NPSPACE C EXPTIME plyne ze vztahu prostoru a ¢asu
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Savicova veéta




Savicova véta

Véta (SaviCova véta)
Pro kazdou funkci f(n) > log, n plati

NSPACE(f(n)) € SPACE(f*(n))

Dusledek
PSPACE = NPSPACE
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SaviCova véta (zaCatek dukazu)

= Predpokladejme, ze L € NSPACE(f(n))
= Existuje NTS M, ktery pfijima L v prostoru O(f(n))
= Popiseme deterministicky TS M’, ktery rozhoduje L v prostoru

O(f*(n))

Zjednodusujici predpoklad

M pracuje v prostoru f(n)

= Pokud M pracuje v prostoru g(n) = O(f(n)), pak
O(g*(n)) = O(f*(n))

= Tedy SPACE(¢%(n)) € SPACE(f2(n))
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Technicke predpoklady

= M nepohne hlavou na pracovni pasce nalevo od pocatecCni pozice
= M ma jednoznacnou pfijimajici konfiguraci Cr

= Jediny prijimajici stav g,

= Hlava na vstupni pasce je nad nejlevejsim symbolem vstupu

= Hlava na pracovni pasce je nad nejlevejsi bunkou omezeneho

prostoru

= Pracovni paska je prazdna

= C) oznacCuje pocCatecni konfiguraci vypocCtu M se vstupem x

= n = |x| oznacuje déelku vstupu x
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Prohledavame graf

(V,E)

Se vstupem x, hledej cestu z C; do Cr v grafu konfiguraci G » =

Prvni navrh feseni: Pouzij DFS nebo BFS

= Oba algoritmy vyzaduji pamét, ktera je pfinejmensim linearni ve

velikosti grafu

= Gu » miZe obsahovat az 2/ yrcholl pro néjakou konstantu

cy, ktera zavisi na M
= DFS i BFS vyzaduji prostor exponencialni v f(n)

Nemuzeme pouzit DFS ani BFS
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Rozdel a panuj

[Existuje cestaz C; do Cg?j
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Rozdel a panuj

[Existuje cesta z C; do Cs délky nejvys t?]

A
Y
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Rozdel a panuj

[Existuje, pokud Ize najit vrchol uprostfed]

A
Y

A
Y
A
Y
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Rozdel a panuj

[PGIem’ pokracuje dokud nedosahneme delky nejvys 1.}

4
2 2
1
® -0 -0 >0 -0
Cl Cb Ca Cc C2

[Hrany grafu, snadno ovéFiteIné}
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Prohledavame graf s malou pameti

= Predpokladejme (pro tuto chvili), ze M’ muze spocitat f(n) pro
vstup x
= Délka cesty z C¥ do Cr je nejvys 2¢m/ ()

Rozdel a panuj

Cesta z C; do C, délky nejvys 2F existuje, pravé kdyz
@ k=0aC; =Cynebo (Cq,Cy) € E, nebo
® k > 0 a existuje prostredni vrchol C,,, pro ktery plati, ze

= existuje cesta z C; do C,, délky nejvys 251 a
= existuje cesta z C,, do Co délky nejvys 2¢-!

= Hloubka rekurze je O(f(n))

= Na kazdé urovni rekurze je potfeba prostor O(f(n)) pro
reprezentaci konfiguraci Cq, Cy a Cyy,

= Celkovy prostor O(f?(n))

Zaklady slozitosti a vyCislitelnosti 2024/25 (6. prednaska) 45/50




Dosazitelnost

Funkce Reachable (Cq, Co, k)
Vstup: Konfigurace C; a Cy, pfirozeneé Cislo k
Vystup: true pokud G, ., obsahuje cestu z C; do C, délky nejvys
2k jinak false
if kK = 0 then
if Ci=Cyor (Cl, Cg) e E then
| return true

else
| return false

foreach konfiguraci C,, vyuzivajici prostor f(n) do
If Reachable (Cqy, C,y, k—1) and Reachable (Cyy, Co, k—1)

then
| return true

return false
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Volani Reachable ()

= Pokud M’ zna hodnotu f(n), staCi mu zavolat
Reachable (C], CF, cpmf(n))

= Jedna instance Reachable () pouziva prostor velikosti O(f(n))
= konfigurace Ci, Ca, C,, pouzivaji prostor f(n)
= O(f(n)) bitd staci k reprezentaci téchto konfiguraci
= O(f(n)) bitd staCi k reprezentaci hodnoty k

= Hloubka rekurze je O(f(n))

= O(f(n))instanci Reachable () je v kazdém okamziku na
zasobniku

Celkem je staci prostor velikosti O(f?(n))

Jsme tedy hotovi?
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Jsme hotovi?

Co kdyz M’ nemuze spocitat hodnotu f(n) pro vstup x?

= Funkce f(n) nemusi byt nutné algoritmicky vycislitelna
= f(n) muze byt vyCislitelna, ale k jejimu vyCisleni muze byt potfeba
prostor w(f?(n))
= | kdyby f(n) byla vy¢islitelna v prostoru O(f*(n)), funkce f(n)
muze byt neznama, zname-li pouze M
= ¢ je konstanta zavisejici na M
= jeji hodnotu muzeme urcit ze znalosti M
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Je-li f(n) neznama

@ Zkousej hodnoty f(n)=1,2,3,...
® Zastav s hodnotou f(n) = i, pro niz

= je nalezena cesta z Cj do Cr nebo
= z C neni dosazitelna zadna konfigurace vyuzivajici prostor
velikosti 7 + 1
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Vypocet M’

Vypocet M’ se vstupem x
11«1
// Volani Reachable () ptredpoklédaji, Ze f(n)=1
2 if Reachable (Cy, Cr, cym - i) then prijmi
3 foreach konfiguraci C vyuzivajici prostor i + 1 do
4 if Reachable (Cg, C,cp - 1) then

5 1 —1+1
6 goto 2

7 odmitni

M’ rozhoduje L v prostoru O(f?(n)).
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