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Dnesni plan

= SaviCova véta
= Prostorova hierarchie
= Casova hierarchie
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Savicova veéta




Savicova véta

Véta (SaviCova véta)
Pro kazdou funkci f(n) > log, n plati

NSPACE(f(n)) € SPACE(f*(n))

Dusledek
PSPACE = NPSPACE
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SaviCova véta (zaCatek dukazu)

= Predpokladejme, ze L € NSPACE(f(n))
= Existuje NTS M, ktery pfijima L v prostoru O(f(n))
= Popiseme deterministicky TS M’, ktery rozhoduje L v prostoru

O(f*(n))

Zjednodusujici predpoklad

M pracuje v prostoru f(n)

= Pokud M pracuje v prostoru g(n) = O(f(n)), pak
O(g*(n)) = O(f*(n))

= Tedy SPACE(¢%(n)) € SPACE(f2(n))
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Technicke predpoklady

= M nepohne hlavou na pracovni pasce nalevo od pocatecCni pozice
= M ma jednoznacnou pfijimajici konfiguraci Cr

= Jediny prijimajici stav g,

= Hlava na vstupni pasce je nad nejlevejsim symbolem vstupu

= Hlava na pracovni pasce je nad nejlevejsi bunkou omezeneho

prostoru

= Pracovni paska je prazdna

= C) oznacCuje pocCatecni konfiguraci vypocCtu M se vstupem x

= n = |x| oznacuje déelku vstupu x
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Prohledavame graf

Hledej cestu z C; do Cr v grafu konfiguraci Gy« = (V,E).

Prvni navrh feSeni: Pouzij DFS nebo BFS

= Oba algoritmy vyzaduji pamét, ktera je pfinejmensim linearni ve
velikosti grafu

= Gu » miZe obsahovat az 2/ yrcholl pro néjakou konstantu
cy, ktera zavisi na M

= DFS i BFS vyzaduji prostor exponencialni v f(n)

L NemU(zeme pouzit DFS ani BFS

7 Comtn’ /’w@ vt mige HE D (2040 ‘”)>/ 1o hoayrocs v
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Rozdel a panuj

[Existuje cestaz C; do Cg?j
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Rozdel a panuj

[Existuje cesta z C; do Cs délky nejvys t?]

A
Y
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Rozdel a panuj

[Existuje, pokud Ize najit vrchol uprostfed]

A
Y

A
Y
A
Y
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Rozdel a panuj

[PGIem’ pokracuje dokud nedosahneme delky nejvys 1.}

4
2 2
1
® -0 -0 >0 -0
Cl Cb Ca Cc C2

[Hrany grafu, snadno ovéFiteIné}
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Prohledavame graf s malou pameti

= Predpokladejme (pro tuto chvili), ze M’ muze spocitat f(n) pro
vstup x
= Délka cesty z C¥ do Cr je nejvys 2¢m/ ()

Rozdel a panuj

Cesta z C; do C, délky nejvys 2F existuje, pravé kdyz
o k=0a C1 =Co nebo (Cl,CQ) € E, nebo
® k > 0 a existuje prostredni vrchol C,,, pro ktery plati, ze

= existuje cesta z C; do C,, délky nejvys 251 a
= existuje cesta z C,, do Co délky nejvys 2¢-!

= Hloubka rekurze je O(f(n))

= Na kazdé urovni rekurze je potfeba prostor O(f(n)) pro
reprezentaci konfiguraci C;, Cy a C,, ——>6)oqu/“o S wnisr v oo s m#r

= Celkovy prostor O(f?(n))
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Dosazitelnost

Funkce Reachable (Cq, Co, k)
Vstup: Konfigurace C; a Cy, pfirozeneé Cislo k
Vystup: true pokud G, ., obsahuje cestu z C; do C, délky nejvys
2k jinak false
if kK = 0 then
if Ci=Cyor (Cl, Cg) e E then
| return true

else / )
| return false ok it Qs vicohny ol andigance
/

foreach konfiguraci C,, vyuzivajici prostor f(n) do
If Reachable (Cqy, C,y, k—1) and Reachable (Cyy, Co, k—1)

then
| return true

return false
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Volani Reachable ()

c/’/ Uihoe 22 syt

= Pokud M’ zna hodnotu f(n), staéi mu zavolat // 7 Y
Reachable (Cg, CF, CMj_f(’?l)) Méméé/m&%//ewé
— 73 M

= Jedna instance Reachable () pouziva prostor velikosti O(f(n))
= konfigurace Ci, Ca, C,, pouzivaji prostor f(n)
= O(f(n)) bitd staci k reprezentaci téchto konfiguraci
= O(f(n)) bitd staCi k reprezentaci hodnoty k

= Hloubka rekurze je O(f(n))

= O(f(n))instanci Reachable () je v kazdém okamziku na
zasobniku

Celkem je staci prostor velikosti O(f?(n))

Jsme tedy hotovi?
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Jsme hotovi?

Co kdyz M’ nemuze spocitat hodnotu f(n) pro vstup x?

= Funkce f(n) nemusi byt nutné algoritmicky vycislitelna
= f(n) muze byt vyCislitelna, ale k jejimu vyCisleni muze byt potfeba
prostor w(f?(n))
= | kdyby f(n) byla vy¢islitelna v prostoru O(f*(n)), funkce f(n)
muze byt neznama, zname-li pouze M
= ¢ je konstanta zavisejici na M
= jeji hodnotu muzeme urcit ze znalosti M

£
Fobly éa iy .574&7/7 /mz”i& = ’”7/ /’Pﬂ’é’”
%544/ v g ﬂl/aomlmw y@
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Je-li f(n) neznama

//%//ﬂé‘m/w/w CelS .. - im;{; s Wees aé/m# %//& oA

@ Zkousej hodnoty f(n)=1,2,3,...
® Zastav s hodnotou f(n) = i, pro niz

= je nalezena cesta z Cj do Cr nebo
- = z C neni dosazitelna zadna konfigurace vyuzivajici prostor

/ velikosti i + 1
K /1/%/{7 ol g Jushit! Q/mx%z M&Z st meashy. (vt new G 055 r)
f? %//54//7 74// e 2 [L;X s peds “4e) 4 Gt 4%%5%%4&

{47 /W.s' 7/// /j.

/ﬂhé{igmw n ot +’{
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Vypocet M’

Vypocet M’ se vstupem x
11«1
// Volani Reachable () ptredpoklédaji, Ze f(n)=1
2 if Reachable (Cy, Cr, cym - i) then prijmi
3 foreach konfiguraci C vyuzivajici prostor i + 1 do
4 if Reachable (Cg, C,cp - 1) then

5 1 —1+1
6 goto 2

7 odmitni

M’ rozhoduje L v prostoru O(f?(n)).
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Vice zdroju, vice sily

Mﬁi Qﬁi(;ﬂ/lm vity T / @mcjrom, \NJM Sawo@w)/ \/%Veéil VoL QWHGM(XZ



Prostor



Deterministicka Prostorova Hierarchie

Pripomenuti
Necht f : N — N je funkce, ktera je definovana pro kazdy vstup

= Deterministicky Turinguv stroj M pracuje v prostoru f(n), pokud
vypocCet M nad libovolnym vstupem x délky |x| = n skonCi
a vyuzije nejvys f(n) bunék pracovni pasky.

= SPACE(f(n)) je ttida jazyku pfijimanych Turingovymi stroji, které
pracuji v prostoru O(f(n))

Veta (o deterministické prostorove hierarchii)

Pro kazdou prostorove konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje
jazyk A, ktery je rozhodnutelny v prostoru O(f(n)), nikoli vsak
v prostoru o(f(n)).
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Prostorova konstruovatelnost

Definice

~unkci f : N — N, kde f(n) > log, n, nazveme prostorove
Konstruovatelnou, je-li funkce, ktera zobrazuje 1" na binarni
reprezentaci f(n) vycislitelna v prostoru O(f(n)).

= Funkce obvykle pouzivané pro mereni prostorove slozitosti jsou
prostorove konstruovatelné, napriklad

" [logyn]

" [Vn]

= polynomy
= [nlogyn]
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Efektivni alokace pameti

[Uvaime f(n) = nQJ =0 \Au’ul»)/ vglwaa i, okl @mﬁom phietuja

Hello, world —»//ménna 1” —»

Pl

/fé /h/;/'ij/ e 2k
lﬁmﬁfbm/m7&vmﬁ

[V prostoru O(n2)> Spoditej n?

Y

12

I

(1111111111

l

|

(144)5 = 10010000

144 bunék
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Efektivni alokace pameti

Predpokladejme, Ze f(n) je prostorove konstruovatelna strojem M;

@ Se vstupem x délky n = | x|
@ Sestav fetézec w = 1"
= Kazdy znak x zméen na 1

® Vypocitej k = f(n)
= Spust M¢(w)

@ VyznacC k bunék na pasce

Vyuziva prostor O(f(n)), ne vice, nez potfebujeme alokovat.
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|dea dukazu

Veta (o deterministicke prostorove hierarchii)

Pro kazdou prostorove konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje

jazyk A, ktery je rozhodnutelny v prostoru O(f(n)), nikoli vsak
v prostoru o(f(n)).

ldea dukazu:
= A definujeme popsanim stroje D, ktery rozhoduje A
= D pracuje v prostoru O(f(n))

= Pro kazdy stroj M, ktery pracuje v prostoru o(f(n)) plati, ze
L(M) # L(D)

= Pouzijeme diagonalizaci
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Prvni napad

Prvni napad konstrukce D

© Se vstupem x = (M)
® Simuluj M({(M)) v prostoru f(n)
= Pokud simulace potrebuje vice prostoru, odmitni

49'75 57%07/9&; p
@ Pokud M odmitl, pfijmi, jinak odmitni _/7;/;;/% ebie%/a mjw/.

= Necht M pracuje v prostoru g(n) = o(f(n)), pak

" (Ye € R")(3ng € N)(Vn = no)leg(n) < f(n)]
/7/(7374;; /ﬁ/ﬁly y wens’ we { (n )
= Prostor f(n) postacuje k simulaci M na dost dlouhych vstupech x

= Nezalezi na chovani se stroji M, které nepracuji v prostoru o(f (1))
Vvt by mizs Novjwe d%l/, /gm o(4)

“gW v i dehli MI Al neho
pw;HW\{ “"7 ‘1[42 WWMI d o,w{gg@/hm 0(4(‘4» ZU> (MM‘): LM >100.. .. O
nethml,. ! :
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Problém s asymptotikou

Neni-li fetézec (M) dost dlouhy, prostor f(n) nemusi stacit k si-
mulaci M({(M)).

Redeni

= Uvazime fetézce tvaru (M)10"

= x = (M)10™ je dost dlouhy pro n&jaké n (M)1

= Prostor f(n) sta&i k simulaci M(x) (M)10

= D(x) ptijme, pravé kdyz M(x) odmitne (M)100

= Tedy L(M) # L(D) (M)1000
(M)10000
(M)100000
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Problem se zastavenim

| je-li prostor f(n) dostateCny pro simulaci M({(M)), vypocCet se
muze zacyklit.

Zastav, pokud simulace vyzaduje vice nez 2/ krokd.

yd
<>, ﬁmé/y/f/’// " e
= Necht M pracuje v prostoru g(n) = o(f(n)) % yrwe whey soinat
A foztr todete o107

= Uvazme vstup x délky n = | x|

= Je-li M(x) | , pak vypodet skon&i do 2°48(") krok(l pro n&jakou
konstantu cy

= Je-li n dost velké, simulace M(x) skoné&i do 2/(") krokd
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Stroj D

VypocCet D se vstupem x

1 1« |x|

2 Vypocti f(n) pomoci prostorove konstruovatelnosti

3 OznacC f(n) bunék na pracovni pasce

4 if v nasledujicich krocich hlava opusti vyznaceny prostor then
5 | odmitni

6 if x nema tvar (M)10* then odmitni

7 Simuluj M(x) s pocitanim kroku simulace

8 if pocet simulovanych krokd ptekro&i 2/ then odmitni

9 if M pfijal then odmitni else pFijmi

Definujeme A = L(D)

> o (Mgv@ st i b G)Vvébl Wvg oot <M6EM0’“I Sy rﬁé@%w&fvf)
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Prostor pouzity strojem D

= VypocCet f(n) vystaci s prostorem O(f(n)) diky prostorové
konstruovatelnosti

= Poté hlava D zustane v ramci f(n) vyznacenych bunék
= D tedy pracuje v prostoru O(f(n))

= Cita¢ krokd Ize reprezentovat pomoci (1) bitd
= Muze byt na dalSi stopé

A je rozhodnutelny v prostoru O(f(n)).
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D simuluje M

iVstupnl’ paska D (i M)}

(M)1000000000000

[Stopa 1: paska M
kazdy znak zakodovan
b = [log, |£]] bity

[Pracovnl' paska D ma fri stopyj

\
e Jufelaef el fef [l xl x [of

Stopa 2: (M) a stav g stroje M

\Stopa 3: Citad kroku}

f(n) vyznaCenych bunék

A

\ 4
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Mensi prostor nestaci

= Necht M = (Q, %, 6, g0, F) je stroj, ktery pracuje v prostoru (o
g(n)=o(f(n)) 4l1155\43 @ox&c)ﬂowl W&, st % oestn "”"/J/

£ v ) . 70_29_764%0

= Ukdzeme, 2e A # L(M)—"  wanghll By ¢ o— S

Pro néjakou konstantu cj, plati, ze se vstupem x déelky n = | x|
= M(x) lze simulovat v prostoru cpsg(n)
= M(x) skon&i vypoéet do 2180 krok(

= Pfipomenme univerzalni TS

= Existuje konstanta c), takova, ze M se vstupem x ma nejvys
2em8(1) riiznych konfiguraci

= Prostor cp1¢(n) staci k reprezentaci jedné konfigurace

= [log, | 2| ] bitu pro kazdé policko pracovni pasky M
= [log, | Q] ] bitd pro reprezentaci stavu M
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Mensi prostor nestaci

g(n)=o(f(n)) = (Ing € N)(Vn = no)lemg(n) < f(n)]

Existuji konstanty c); a ng takove, ze se vstupem x delky n > ny
= M(x) lze simulovat v prostoru cyg¢(n) < f(n)
= M(x) skon&i vypodet do 2¢18() < 2f() krokd

= Simulace M se vstupem x = (M)10"0 skoncCi a
= D(x) pfijme pravé kdyz M(x) odmitne

L(D) # L(M)
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Prostorova hierarchie

Veta (o deterministicke prostorove hierarchii)

Pro kazdou prostorove konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje
jazyk A, ktery je rozhodnutelny v prostoru O(f(n)), nikoli vsak
v prostoru o(f(n)).

Dusledek

Jsou-li f1, fo : N — IN funkce, pro které plati, ze f1(n) € o(f2(n)) a f2 je
prostorove konstruovatelna, potom

SPACE(f1(n)) € SPACE(f2(n))

Tohly s PSPAE = U SPEE( /)
—H'\U)g W@W&lﬂ/ S%IL ’AOWM/ S\')wmocm’ N 9 / :7,44
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Polynomy a souvisejici funkce

Dusledek
Pro kazda dve realna cisla 0 < €, < €4 plati, ze

SPACE(n“') ¢ SPACE(n*?)

= Je-li 5 racionalni cislo, pak e b e s e
D n€22 je prostorove konstruovatelné e ﬂj @% G 0///(;/7‘5&'//
= Lze jednoduSe ukazat pro pfirozena Cisla )
= Lze ukazat i pro racionalni Cisla
= QOstra inkluze plyne z prostoroveé hierarchie
= Je-li e iracionalni Cislo
= Racionalni Cisla jsou husta v realnych Cislech
= EXxistuje racionalni Cislo € splnujici €1 < € < €9
= Z prostorove hierarchie a prostorové konstruovatelnosti n¢
SPACE(n®') ¢ SPACE(n®) € SPACE(n¢?)
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Logaritmicky, polynomialni a exponencialni prostor

Dusledek
NL € PSPACE € EXPSPACE = | ;e SPACE(2™). J

[Definice] [Savic”:ova véta] [Prostorové hierarchie]

[ /N

NL = NSPACE(log, 1) € SPACE((log, 1)*) € PSPACE ¢ EXPSPACE
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Casova slozitost Turingova stroje

Pripomenuti
Necht f : N — N je funkce, ktera je definovana pro kazdy vstup

= Deterministicky Turinguv stroj M pracuje v case f(n), pokud
vypocet M nad libovolnym vstupem x délky |x| = n skonCi po
provedeni nejvyse f(n) kroku.

= TIME(f(n)) je tfida jazyku ptijimanych Turingovymi stroji, ktere
pracuji v ¢ase O(f(n))

Veta (O deterministické Casoveé hierarchii)

Pro kazdou casove konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje jazyk
A, ktery je rozhodnutelny v ¢ase O(f(n)), nikoli vSak v case

o(f(n)/logy f(n)).

//ggémé/é/ /5 7é 5"/7%/ /ﬂé«? < /7/&374/0*;
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Casova konstruovatelnost

Definice

~unkei f : IN — IN, kde f(n) € Q(n log, n), nazveme casove
Konstruovatelnou, je-li funkce, ktera zobrazuje 1" na binarni
reprezentaci f(n) vyCislitelna v case O(f(n)).

= Funkce obvykle pouzivane pro mereni Casove slozitosti jsou
casove konstruovatelne, napriklad
= [nlogy n]
= [nyn]
= polynomy
m O
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Efektivni pocCitani kroku

Predpokladejme, Ze f(n) je Casove konstruovatelna strojem My

@ Se vstupem x

@ Sestav retézec w = 1"
= Kazdy znak x zméen na 1

©® Vypocitej k = f(n)
= Spust M¢(w)
@ Inicializuj binarni Cita¢ hodnotou k
= Pouziva [log, k] bitu
® Sniz hodnotu CitaCe o jedna po kazdém kroku a skonci
pokud dosahne hodnota Citace nuly

Pracuje v &ase O (f(n) - t([logy k1)), kde t([log, k1) je Eas potieb-
ny k aktualizaci hodnoty CitaCe s [log, k| bity.
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|dea dukazu

Véta (O deterministické Casové hierarchii)

Pro kazdou casove konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje jazyk
A, ktery je rozhodnutelny v ¢ase O(f(n)), nikoli vsak v case

o(f(n)/logy f(n)).

|dea dukazu

= Podobny postup jako v pfipadé prostoru
= Je potfeba simulovat M(x) s poCitanim kroku
= Manipulace s Citacem kroku pfidava faktor O(log, f(n))

Pfedpokladame, ze vSechny stroje maji jednu pasku.

Weimgm, Peé\l WMLW, G)Vo‘mi& e u&l% L cash
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Stroj D

VypocCet D se vstupem x

1 1« |x|

Vypocti f(n) pomoci casové konstruovatelnostsi

Inicializuj binarni ¢itac hodnotou [ f(n)/log, f(n)]

Sniz hodnotu CitaCe o 1 po kazdém kroku pti provadéni kroku 6-8

if x neni tvaru (M)10" then odmitni

Simuluj M (x)

2
3
4
5 if CitaC dosahne nulové hodnoty then odmitni >
6
7
8

if M pfijal then odmitni else pfijmi

= 7744(//5% z/kvsréw

Definujeme A = L(D)
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Cas vypod&tu D

= f(n) lze vypocCitat v Case O(f(n)) diky Casove konstruovatelnosti
= [ f(n)/log, f(n)] (binarné) Ize vypocCitat v Case O(f(n))
= Ovéreni, zda x ma tvar (M)10" |ze provést v Case O(n) = O(f(n))

Implementacni detaily

€@ Jak provést simulaci M(x) tak, aby jedna instrukce M byla
provedena v c); krocich simulace

= kde cj)s je konstanta zavisejici na M

® Jak snizit hodnotu CitaCe o 1 po kazdém kroku D v Case
O(logy f (1)) 7 Mol 2o )’«/ﬂ’ 0, T& Wk ab ok den b
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Simulace s konstantnim zpozdénim

= Pfedpokladejme M = (Q, %, 9, q¢, F)
= Predpokladejme vstup x tvaru (M)10*
= (M) koduje ptechodovou funkci 6

= |(M)| je konstantni, je-li M zafixovany

= P¥i simulaci jednoho kroku M (x)
= D hleda v (M) pfechod pro aktualni displej
= Nejprve musi hlava D najit zaCatek (M) na pasce
= D potrebuje takeé rychly pfistup k aktualnimu stavu M

(M) a stav stroje M musi byt v kazdém okamziku pobliz hlavy D.

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (7. prednaska) 40/61




Paska D

[Péska stroje D ma dve stOIDYJ

[Stopa 1: paska M
Hlava D nad blokem kazdy znak zakodovan
pod hlavou M \b = [log, |Z|] bity

- /

el el el el el x xl [of

q 1 {M)

Stopa 2: ) S ,
aktualni stav g a {StOpa 2 je vzdy Zarovnana}
pfechodova funkce (M) s blokem pod hlavou M
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Simulace s konstantnim zpozdénim

= Paska D ma dve stopy:

Stopa 1 paska M, kazdy znak je zakddovan b = [log, | X|] bity
Stopa 2 aktualni stav g stroje M a pfechodova funkce (M)
= Vzdy zarovnana s hlavou M
= Po odsimulovani jednoho kroku M muze byt potfeba
obsah stopy 2 posunout

= Simulace jednoho kroku M pak zabere €¢as cj; pro néjakou
konstantu cy, ktera zavisi na M

= Nalezeni instrukce v &ase O(|(M)|?)
= Posunuti stopy 2 v ase O(|{M)|?)
= Konstantni ¢as pro fixni TS M

Pokud M pracuje v Case g(n), jeho simulaci lze provést O(g(n)).
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Aktualizace CitaCe kroku

= Cita¢ ma O(log, f(n)) bitd

= Snizeni hodnoty o 1 Ize provést v linearnim ¢ase vzhledem
K pocCtu bitu

= Nejprve vsak musi hlava M prejit k CitaCi na pasce

Citag musi byt neustéle pobliz hlavy D

= Pridame novou stopu pro ulozeni Citace

= Po kazdem kroku simulace je stopa posunuta posunuta, aby Citac
byl u hlavy D
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Treti stopa pasky stroje D

100101110 {

/

Stopa 3: Binarni ¢itac
O(log, f(n)) bitu

Zarovnané s hlavou D]

[Posouvé se po kazdem kroku simulacej
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Zarovnani stop

Stopa 2 obsahuje dvojici g | (M)

= Na zacCatku simulace kroku M musi byt zarovhana
s blokem pod hlavou M

= Poté, co D dokonci simulaci kroku M, je stopa posunuta
podle toho, kam se pohne hlava M

Stopa 3 obsahuje CitaC

= Na zacCatku kazdeho kroku D v ramci simulace musi byt
zarovnana s hlavou D

= Jeden krok M je proveden pomoci cys kroku simulace

= Po kazdem kroku simulace dojde k posunu cCitacCe

= Cita¢ se tedy posune cj;-krat b&hem simulace jednoho
kroku M
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Zarovnani stop

[Stopa 3 je zarovnana s hlavou D pfi simulaci}

100101110 [
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Zarovnani stop

[Stopa 3 se posouva s hlavou D po kazdem kroku simulace]
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Zarovnani stop

[Stopa 3 se posouva s hlavou D po kazdem kroku simulace]

[Hlava D]
J|‘o‘1‘o{| O‘l oJ | Mo 1M1M0J | ‘
q1{M)
100101100 ‘
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Zarovnani stop

[Stopa 3 se posouva s hlavou D po kazdem kroku simulace]

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (7. prednaska) 49/61




Zarovnani stop

[Stopa 3 se posouva s hlavou D po kazdem kroku simulace]

100101010 {
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Zarovnani stop

[Stopa 2 je zarovnana s blokem pod hlavou M}

Blok pod
hlavou M

100101010 [
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Zarovnani stop

[Pokud se hlava M pohne, stopa 2 je posunutaj

el el el fef e a2 o ]

100010110 W

[Blok pod ]

[Stopa 3 se posunula spolu s hlavou D}
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Casova slozitost D

= Simulace M je ukoncena nejpozdéji po provedeni [ f(n)/log, f(n)]
krokU simulace

= D tedy odsimuluje zhruba — 1£éz)f(n) krokd M

= Hodnota CitaCe se snizi o 1 a pripadnée je posunut po kazdem
Kroku simulace

= O(log, f(n)) kroku staci pro snizeni hodnoty
= O(log, f(n)) kroku stacCi na posunuti

= Dohromady dostavame Cas

fm
logy f(n) 52

O

f(n)) = O(f (n))

TS D pracuje v Case O(f(n)).
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Casova slozitost rozhodovani A (horni odhad)

Jazyk A = L(D) Ize rozhodnout v Case O(f(n)).

Ukazeme, ze A nelze rozhodnout v €ase o(f(n)/logs f(1)).
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Mensi ¢as nestaci

= Necht M = (Q, %, 06, q0,F) je TS, ktery pracuje v Case

g(n) = o(f(n)/log, f(n))
= Ukazeme, ze A # L(M)
= Drive jsme ukazali, ze

Simulaci M(x) lze provést pomoci cyrg(n) kroku, kde cy je kon-
stanta, jez zavisi na M.
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Mensi ¢as nestaci

= Ztoho, ze g(n) = o(f(n)/log, f(n)), plyne

(3ng € N)(Vn 2 no)lemg(n) < f(n)/log, f(n)]

= Pfedpokladejme vstup x = (M )10"°
= Tedy |x| > ng
= D simuluje M po f(n)/logs f(n) kroku

= Simulace M se vstupem x = (M)10"0 skonCi a
= D(x) pfijme, pravé kdyz M(x) odmitne

L(D) # L(M)
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Casova hierarchie

Véta (O deterministické Casové hierarchii)

Pro kazdou casove konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje jazyk
A, ktery je rozhodnutelny v ¢ase O(f(n)), nikoli vsak v case

o(f(n)/logy f(n)).

Dusledek

Jsou-li f1, fo : N — N funkce, pro ktere plati, ze
fi(n) € o(fa(n)/log, f2(n)) a f2 je casove konstruovatelna, potom

TIME(f1(n)) € TIME(f2(n))
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Polynomy a souvisejici funkce

Dusledek
Pro kazda dve realna ¢isla 1 < €4 < €9,

TIME(1°!) € TIME(1€?)

= Je-li e5 racionalni Cislo, pak
= n°2 je Casove konstruovatelna
= Lze jednoduse ukazat pro pfirozena Cisla
= Lze ukazat i pro racionalni Cisla

= QOstra inkluze plyne z Casoveé hierarchie
= Je-li ¢5 iracionalni Cislo
= Racionalni Cisla jsou husta v realnych Cislech
= EXistuje racionalni Cislo € splnujici 1 < € < €9
= Z casove hierarchie a Casové konstruovatelnosti n¢

TIME(1€!) € TIME(n€) € TIME(n€?)
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Polynomialni vs. exponencialni cas

Dusledek
P ¢ EXPTIME J

= Pro kazdé k € N plati TIME(n*) € TIME(2")
= Podle Casove hierarchie tedy

P C TIME(2") € TIME(2"") € EXPTIME
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Vztahy mezi tridami

C

)
N

L € NL €cP € NP € PSPACE= NPSPACE € EXPTIME

Q)
&/

= Jedna z inkluzi NL € P € NP € PSPACE musi byt ostra
= Jedna z inkluzi P € NP € PSPACE C EXPTIME musi byt ostra

Nevime, ktera z inkluzi je ostra
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Dalsi vety o hierarchii

Prostor

= Nedeterministicka prostorova hierarchie
= NSPACE(f1(n)) ¢ NSPACE(f2(n)) pokud f1(n) = o(f2(n))

V4

Cas

= Plati vtomtéz znéni i pro k-paskové stroje

= Faktor log, f(n) je zpUsoben redukci poCtu pasek z k na 2
= Nedeterministicka casova hierarchie

= NTIME(f1(n)) € NTIME(f2(n)) pokud fi(n + 1) = o(fa(n))

= Casova hierarchie pro RAM
= Neni tfeba faktor log, f(n)
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