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Dnesni plan

= Pfevod SAT na 3-SAT

= NP-uplnost VRCHOLOVEHO POKRYTI

= Seznam nékolika NP-Uplnych problému
= Tfida co-NP

= Tfida #P
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3-SAT




SAT (pfipomenuti)

SPLNITELNOST (SAT)

Instance: Formule ¢ v KNF.

Otazka: Je formule ¢ splnitelna?

Veta
SAT je NP-uplny problém. J
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3-SAT

3-KNF formule ¢ je v 3-KNF, pokud je v KNF a kazda klauzule
obsahuje prave 3 literaly

3-SAT

Instance: Formule ¢ v 3-KNF.

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Veta
Problém 3-SAT je NP-uplny. J
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NP-uplnost 3-SATuU

3-SAT patfi do tfidy NP

= Tyz polynomialni verifikator jako pro SAT
= Ovéfuje, jestli je dana formule ¢ splnéna danym ohodnocenim a

3-SAT je NP-t&zky

= SAT je polynomialné prevoditelny na 3-SAT

KNF ¢ (prevedeme) > 3-KNF v

@ je splnitelna < > 1 je splnitelna
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Prevod SAT na 3-SAT

= Mejme KNF ¢, jez ma
= n promennych xq,...,x,
= m klauzuli C4,...,C,,

= Popiseme konstrukci 3-KNF ¢, pro kterou plati

@ je splnitelna <= v je splnitelna

= Pro kazdou klauzuli C;, j =1,...,m
= Podle potfeby pridame nove promenné
= Sestrojime konjunkci novych klauzuli «;
= Ohodnoceni splnujici C; muZze byt rozSifeno na model a;
= Ohodnoceni splnujici «; spliiuje C;
= Definujeme ¢ = AL, a;

= RozlisSime neékolik pfipadu dle velikosti klauzule C;
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Prazdna klauzule

C; = 1 (prazdna klauzule)

= C; neni splnitelna — ¢ je nesplnitelna
= «; je konjunkci vsech klauzuli délky 3 na novych promennych v,
Y2 A Yys
aj = (Y1 Vy2Vy3) Ay Vy2V-ys3)
A1V =y2Vys)AyrV -y2V-ys)
A(=y1Vy2Vys)A(=yr VysV-ys)
A(=y1V =Yz Vys) A(myr Vv —ye Vo Sys)

C; ani «; nemaji model.
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Klauzule délky 1

C; = [ pro nejaky literal

= Pfidame dvé nové proménné y; a y-

aj=IVy1Vy2) ALV y1Vya)
ALV =y V) AV =y Voays)

Necht a je ohodnoceni, které pfifazuje hodnotu I, y; a ys.

a splnuje C; < a splnuje a;
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Klauzule délky 2

C; = I; V I> pro nejake literaly [; a I

= Pfidame novou promennou vy
a; 2(11\/12\/y)/\(11\/12\/_'y)

Necht a je ohodnoceni, které pfifazuje hodnotu 14, I a y.

a splnuje C; <= a splnuje ¢;
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Klauzule deélky 3

C; =11 V Iy Vv I3 pro nejake literaly [y, I a I3

= Ponechame C; beze zmén
j
a]- = C]'

Necht a je ohodnoceni, které pfitazuje hodnotu /1, I a .

a splnuje C; <= a splnuje ¢;
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Klauzule velikosti k > 3 (myslenka)

Ci=L V---VIgprok > 3anejake literaly [y, ..., I

Myslenka:
= Pridame novou promennou y a polozime

B=(ULVIVYy)A(=myVIzV---VI)

= Ohodnoceni a’, které splnuje 3, splnuje takeé C;

= Pokud a splnuje C;
= MUzeme rozsifit a na ohodnoceni a’, které splnuje f3
= Staci zvolit vhodnou hodnotu y

= Deleni opakujeme, dokud nemame jen klauzule velikosti 3
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Klauzule velikosti kK > 3

Ci=L V---VIgprok > 3anejake literaly [y, ..., I

= Pfidame nové proménné vy, ..., yix_3

aj = VELVy) Ay VIZVYy) A A(yica VI Vyig)
Ao AN(Yk=a V lk—a V Yr=3) A (73 V lr=1 V k)

Ukazeme, ze
@ pokud ohodnoceni a” splnuje «;, pak splnuje i C;

® pokud a prifazuje hodnoty literallm [y, ..., [y a pokud a splnuje C;,
pak jej Ize rozsirit na model «;
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Model «; splnuje C;

aj =L VLVy))A(=y1 VI3Vy)) A A=yia VI Vyig)
Ao AN(Yk—a Vlk—a V Yk=3) A (mYk=3 V I—1 V Ik)

= Uvazme situaci, kde vsechny literaly [; maji hodnotu 0
= Obdrzime formuli

06;- =i A(YIVY2) A A(YicaVYic) Ao - AYk—a V Yk-3) A Y k-3
= Dostavame, ze oz;. = y1, tedy

a; = Yy1AY2eN—y2Vys)A- - AyiaVYim) A - A k-aVYk-3) A Yk-3
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Model «; splnuje C;

06;- =11 AY2 A(mYy2VY3) A A(mYicaVYic) A - A=Y k—a V Yk—3) AYk—3

= Plati oc;. = v

= |ndukci odvodime 04;. = Yk—3

= Navic oc;. = —yik—3

= Dohromady tedy oc;. = L

= Jinymi slovy, oc;. je nesplnitelna

= Kazdy model a; musi splnit ngjaky z literald [, . .., [

Kazdy model «; splnuje C;
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Modely C; Ize rozsifit na modely «;

= Necht a je model C;
= a spliuje néktery z literalu [+, ..., [x
= OznaCme p index nékterého splinéného literalu
= Tedy a(l,) =1

= Popiseme model a” formule «;, ktery rozsifuje a
= a'(x;))=a(x;),i=1,...,n
= Ur€ime navic hodnoty proménnych v, ..., yi_3
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RozSireni modelu C]-

p

1 1<p-2

= Proi=1,...,k— 3, polozime a’(y;) = « ,
p Wi =1, P> poo

\

= «; je potom splnéna ohodnocenim a’

0(]':([1\/12\/ y]_)/\(_lyl\/lg\/ y2)/\,,,
AN(=Yp-3 Vi1V Yp—2 ) AN(mYp—2V Iy Vyp-1)
A=Yyt Vi1 Vyp) Ace

A(Yk—a V2V yr_3) AN =Yk=3 V Ilx-1 V k)

Kazdy model C; Ize rozsirit na model a; vhodnym ohodnocenim
promennych vy, ..., Yi-3
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Vlastnosti konstrukce

= ¢ |ze sestrojit v polynomialnim case pro danou KNF ¢

= Je-li a modelem ¢

— a splnuje vsechny klauzule C;

— alze rozsitit namodel aj, j =1,...,m
— Rozsifeni jsou vzajemne nezavisla
— a lze rozsitit na model v

= Je-li a’” model ¢
— a’ splnuje vsechny podformule «;

— a’ splnuje vsechny klauzule C;
— a’ je modelem ¢

@ je splnitelna <= v je splnitelna.
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Vrcholové pokryti
a dalsi problemy




NP-uplnost VRCHOLOVEHO POKRYTI

VRCHOLOVE POKRYTI

Instance: Neorientovany graf G = (V, E) a celé Cislo k > 0.

Otazka: Existuje mnozina vrcholu S C V velikosti nejvys k, kitera
obsahuje alespon jeden vrchol z kazdé hrany {u, v} €
E (tedy {u,v} NS #0)?

Veta
3-SAT je polynomiadlné prevoditelny na VRCHOLOVE POKRYTI. J

= VRCHOLOVE POKRYTI patfi do NP

= Polynomialni verifikator ovéfuje, zda mnozina vrcholu S tvofi
vrcholové pokryti velikosti nejvys k

DUsledek
VRcHOLOVE POKRYTI je NP-uplne. J
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Problemy souvisejici s VRCHOLOVYM POKRYTIM

KLika (CrLique) Obsahuje G jako podgraf kliku, tj. uplny
graf, na k vrcholech?

NEzZAVISLA MNOZINA (INDEPENDENT SET): Obsahuje G nezavislou
mnozinu velikosti k?

= Mnozina vrcholu S je nezavisla, pokud mezi
zadnymi dvema vrcholy z S nevede hrana.

HRANOVEHO POKRYTI (EpGE CovER) Existuje v G mnozina hran
velikosti nejvys k, ktera pokryva vsechny vrcholy?

= Problémy KLIkA a NEZAVISLA MNOZINA jsou NP-uplné

= Problém HRANOVEHO POKRYTI je fesSitelny v polynomialnim
case
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Hamiltonovska kruznice

HAMILTONOVSKA KRUZNICE (HK, HAMILTONIAN CYCLE)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E).

Otazka: Existuje v grafu G cyklus vedouci vSemi vrcholy?

Véta (Bez dukazu)

HAMILTONOVSKA KRUZNICE je NP-uplny
problem.

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (9. prednaska) 22/64




Trirozmerne parovani

TRIROZMERNE PAROVANI (3DM, 3D MATCHING)

Instance: Mnozina M C W x X XY, kde W, X a Y jsou mnoziny
velikosti g.

Otazka: Ma M perfektni parovani? Tj. lze v M vybrat g po dvou
disjunktnich trojic?

Véta (Bez dukazu)
TRIROZMERNE PAROVANI je NP-uplny problem. J
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Priklad 3DM

[Mnoéina trojic M € W X X X YJ




Priklad 3DM

[Perfektm’ parovani M’ C M]

W °
X °
Y °




Loupeznici

LoupPEZNicCI (PARTITION)

Instance: Mnozina pfedmétu A, s kazdym pfedmétem a € A aso-
ciované prirozené Cislo s(a) (vaha, cena, velikost).
Otazka: Existuje A” C A, pro kterou plati, ze

Zs(a) = Z s(a)?

acA’ acA\A’

Véta (Bez dukazu)
LouPEZNicl je NP-uplny problem. }
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Batoh

BATOH (KNAPSACK)

Instance: Mnozina pfedmétu A, s kazdym pfedmétem a € A aso-
ciovana velikost s(a) € IN a cena v(a) € N, velikost
batohu B € N a limit na cenu K € IN.

Otazka: Lze vybrat mnozinu pfedméti A’ C A tak, aby platilo

Zs(a)sBa Zv(a)ZK?

acA’ acA’

Veta
BATOH je NP-uplny problem. J

= NP-téZkost Ize ukazat snadnym pfevodem z LOUPEZNIKU.
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Rozvrhovani

RozVRHOVANI (SCHEDULING)

Instance: Mnozina uloh U, s kazdou ulohou u € U asociovana
doba zpracovani d(u) € IN, poCet procesoru m, limit
D € NN.

Otazka: Lze ulohy U rozdélit na m procesoru tak, aby byly
vsechny ulohy zpracované v casovem limitu D?

Veta
RozvrRHOVANI je NP-uplny problem. J

= NP-téZkost Ize ukazat snadnym pfevodem z LOUPEZNIKU.
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Trida co-NP




Tautologie

Tautologie vyrokova formule, ktera je splnéna kazdym
ohodnocenim

Priklady tautologii

Sylogismus [(x = YAy = 2)] = (x = 2)
Kontrapozice (x = vy) — (~y = —x)

De Morganova pravidla —=(x V y) & (-x A —y)

Dikaz sporem [(nx = y) A (-x = —y)] = «x
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Problem tautologie

TAauTtoLoGIE (TAUT)

Instance: Vyrokova formule ¢

Otazka: Je ¢ tautologie?

Patii TAUT do NP?

4

= Jak oveéfit, zda dana formule je tautologie?

= Zkontrolovat pravdivostni tabulku
= Ddkaz z axiomu vyrokoveé logiky

Neni znam polynomialni verifikator pro TAUT.
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TAUT jako jazyk

TAUT = {(@) | ¢ je tautologie}

= Doplnek TAUT je definovan takto

TAUT = {{@) | ¢ neni tautologie}
/\/7 5%@74/; M@?M// 2@//79/”@/ edircen,”

= @ neni tautulogie <= @(a) = 0 pro néjake ohodnoceni a

= Polynomialni verifikator V (¢, a) pro TAUT ovéfi, zda ¢(a) = 0

TAUT patfi do NP

Zaklady slozitosti a vycCislitelnosti 2024/25 (9. prednaska) 31/64




Trida co-NP

Definice

co-NP = {A | A € NP}

= Jazyk A patri do co-NP, prave kdyz existuje polynomialni

verifikator V', pro nejz plati

A={x|(Vy €{0,1}") [V(x,y) pfijme]|} .

N

TAUT patfi do co-NP

Zaklady slozitosti a vyCislitelnosti
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co-NP-uplnost

Definice

Jazyk B je 7 e ol b fet!

co-NP-t&zky pokud pro kazdy jazyk A € co-NP plati A <P B
co-NP-uplny pokud je co-NP-tézky a soucasné B € co-NP

Véta
Jazyk A je co-NP-uplny, prave kdyz A je NP-uplny J

Dukaz.
Plyne z faktu, ze pro kazde dva jazyky A a B

A<lB << A<PB
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Dva co-NP-uplné problemy

= Jazyky splnitelnych a nesplnitelnych formuli

SAT = {{(®) | ¢ je splnitelna}
SAT = {{(p) | ¢ je nesplnitelna}

= Problém SAT je NP-uplny
= Z toho plyne, ze SAT je co-NP-uplny
= SAT <P TAUT funkei f({@)) = (=¢)

Problemy SAT a TAUT jsou co-NP-uplIné.
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NP vs. co-NP

Veta
Pokud nejaky NP-uplny problem A patfi do co-NP, pak NP = co-NP. J

= ProtoZe A € co-NP, plati A € NP

= Uvazime-li B € NP, pak B < A (z NP-Uplnosti A)
— B <P A, tedy Be NP
— B € co-NP

= Z toho plyne NP C co-NP

= Diky symetrii téz co-NP C NP

Nevime, zda plati NP = co-NP nebo NP # co-NP
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P a rozhodnutelnost

Jazyky rozhodnutelné Turingovymi stroji

Jazyky rozhodnutelné Turingovymi stroji v polynomialnim Case
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NP a ¢astecna rozhodnutelnost

Tfida PD (Castecné rozhodnutelné)

= Prijimane Turingovymi stroji
= Ovéfitelné jazyky A4t 4 defeets von Yol o
= Ae PD < fpronejaky B € DEC

A={x] @3y €{0,1})[x, y) € Bl}

Trida NP (nedeterministicky polynomialni)

= Pfijimaneé nedeterministickymi TS v polynomialnim Case
= Polynomialne ovefitelné jazyky -, /i, wlebic jugh 3
= Ae NP <= pronéjaky B € P a polynom p(n)

A={x| @3y e {0, 1};@;“25;_,;) € B])
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co-NP a ¢astecna rozhodnutelnost

Trida co-PD

= Doplnky ¢aste¢né rozhodnutelnych jazykd
= A € co-PD <= pronejaky B € DEC

A = {x1/(vyle (0,1)(x, y) € B}

OZWZM//D [WM A'/O{'M%Vho ( W,lw)

Trida co-NP

= Doplnky jazyku v NP

= A € co-NP <= pronéjaky B € P a polynom p(n)

A = {x1|(Vy[e {0, 1}"*))(x, y) € B]}

——————
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Souvislost s Postovou vétou

Dle Postovy vety

DEC = PD N co-PD

zatimco vime pouze

P € NP Nco-NP

= Predpoklada se, ze inkluze je ostra
= Nicmene, neumime vyloucCit, ze P = NP = co-NP
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Vztahy mezi tridami

p:NP : UU‘\,EO\/@j l)f’/l ')&SJA{ C%/Sﬂ%}} /f}v/%ﬂ a/g]- % Fégﬂﬁ// gf/ﬁ_w
(V&echny jazyky | Nevime, zda nékteré}

z inkluzi je ostra

PSPACE

\- J
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Trida #P




Pocditani modeld

#SAT
Instance: Formule ¢ v KNF
. 0 . , We jephe”

Hodnota: Poc¢et modelll ¢ = — = Hahl hucbowr i il st m (Uibee) Z;/
Pokud #SAT lze vycCislit v polynomialnim case, pak P = NP
= Polynomialni algoritmus pro #SAT bychom monhli pouzit

K rozhodnuti SAT

@ je splnitelna &= #SAT(¢p) > 0
= Tézkost #SAT je zpusobena tézkosti SAT
Z4klady slozitosti a vy&islitelnosti 0024/25 (9. prednadka)  42/64




N sy 7’ V4 o a7 46/7/ &h{&/ 2
POCItanI Cyklu 7&”4 % L/M ‘Wlt&z’/é WWé? /éacéwy/ wze 2o h 5/744’
d 7 ap /
/x/ ﬂ/f/g 7/&&40/

#CYCLE

Instance: Orientovany graf G = (V,E)

Hodnota: Pocet cyklu G

= Snadné ovéfit, zda G obsahuje cyklus
= Tezké urcit poCet cyklu v G
Veta
Pokud #CYCLE Ize vycislit v polynomialnim case, pak P = NP J

= Ukazeme, ze algoritmus vycislujici #CYCLE lze pouzit
K rozhodnuti problému HAMILTONOVSKE KRUZNICE

* Problém HAMILTONOVSKE KRUZNICE NP-uplny
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Orientovana Hamiltonovska kruznice

ORIENTOVANA HAMILTONOVSKA KRUZNICE (OHK)

Instance: Orientovany graf G = (V,E).
Otazka: Obsahuje G cyklus délky n = |V|?

Véta (Bez dukazu)
Problem OHK je NP-uplny. J
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Rozhodnuti OHK pocitanim cyklu

= Predpokladejme, ze #CYCLE lze vycCislit v polynomialnim Case
= Ukazeme, ze OHK Ize rozhodnout v polynomialnim Case

= PopiSeme polynomialni pfevod orientovaného grafu G na
orientovany graf G’

Orientovany (= N Orientovany
revedeme >
graf G \P > graf G’
G =(V,E) ma 2
. (V. E) , . #CYCLE(G’) > n"
Hamiltonovskou < >
. . kde n = | V|
Kruznici
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Pocet vrcholl G

Predpoklad: n = 2% pro n&jaké k € N

V opacnem pripade upravime G takto:
= Polozme k = [log, n]
= Vybereme vrchols € V
= Nahradime s dvema vrcholy s;, a squt S hranami

Ein = {(ursin) | (M,S) < E}
Eout = {(Sout/ Ll) | (S,Ll) < E}

= Spojime si, S sout Cestou prochazejici 2 — n — 1 nové pFidanymi
vrcholy
= Vysledny graf
= ma 2% vrcholl a
= obsahuje hamiltonovskou kruznici, prave kdyz ji obsahuje G
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Konstrukce G’

[Kaidou hranu (u#, v) nahradime nasledujicim podgrafemj

= Podgraf ma m = n log, n urovni
= Podgraf je acyklicky T T B

= Cykly G" odpovidaji cyklim G 7 juefi oh eshosit . dboo i vl e
= Podgraf obsahuje 2™ orientovanych cest z 4 do v idi kb rpezesbont

—7/am OAM/} iz VY 2" i,

>

o———Ppo

Cyklus v G délky ¢ dava vzniknout (2m)" cyklim v G’.
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Pouziti G’ pro rozhodnuti OHK

= Necht G obsahuje hamiltonovskou kruznici
= Pocet cyklu v G’ je alespon

(Qm)n _ (2n log, n)” _ an

= Necht G neobsahuje hamiltonovskou kruznici
= Kazdy cyklus v G ma délku nejvys n — 1
= G obsahuje nejvys n" 1 cykltl v k' hdi cghle 5 i omt Oy wdo.
= PocCet cyklu v G’ je tedy nejvys

_ _ n—1 _ 2_ 2
(2m)n L n" 1 _ (2n logon | - _ n(n+1)(n 1) _ _ 1 "

Qaﬁ&% % Jm(k, % 6!7[4@ 47"/% fe %Nmﬁ af lﬁﬂ, '/L?ltv M b Jea g% wu4omwmljyf% /M e
0 ! % 2b5hont )i HO2Upepesy”
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G obsahuje hamiltonovskou kruznici <= #CYCLE(G’) > nn .
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TFida #P

Definice
Funkce f : X* — IN patfi do tridy #P, pokud existuje polynomialni
verifikator V a polynom p(n) takové, ze pro kazdy x € X* plati

f(x) = {y € {0, 137"V | V(x, y) pHijme}].

y

Alternativné

f(x) = pocet pfijimajicich vypocCtl M(x)

pro néjaky NTS M, ktery pracuje v polynomialnim Case.
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T¥idy NP a #P

Trida NP ptame se po existenci polynomialniho certifikatu
= Ma uloha reseni?

Trida #P zajima nas pocet polynomialnich certifikatu
= Kolik feseni uloha ma?

Pocitani certifikatu muze byt t€zSi nez hledani jednoho

Priklad

Uvazme rozdil mezi
= overovanim acyklicnosti orientovaného grafu (lehke) a
= pocitanim cyklu v orientovaného grafu (tézke)
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Pozitivita funkce f

PoziTiviTA f
Instance: x € I*
Otazka: f(x) > 07
Veta
Je-li f € #P, pak PoziTIvITA f patfi do NP. J

= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které splfiuji
f(x) =y € {0, 3PV | V(x, ) prijme}]

= Pak V je polynomialni verifikator pro PoziTivita f
= PozITiviTA f tedy patfi do NP.
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Pocitani pomoci rozhodovani

Veta

Pro funkci f € #P je otazka nalezeni do mnoziny

Sr={(x,N)| f(x) > N} vypocetné ekvivalentni (aZ na polynomialni
faktor) vypoctu f.

O (x,N) € S¢ Ize jednoduse rozhodnout se znalosti hodnoty f(x)

® f(x) Ize urcit pomoci polynomialniho poctu dotazl typu
Ax,N) € 57"

= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které spliuji

f(x) = {y € {0, 137" | V(x, y) pFijme}|

= Tedy 0 < f(x) < 2
= Pouzijeme binarni vyhledavani k urCeni hodnoty f(x)
= Staci O(p(|x|)) dotazl
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Prostorova slozitost #P

Veta
Hodnotu f € #P Ize vycislit v polynomialnim prostoru J

= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které splfiuji
f(x) = l{y € {0, 1"V V(x, y) pFijme}

= K ur€eni hodnoty f(x) staci pustit V(x, y) pro kazdy fetézec
y € {0, 1}P(|x|)
= f(x) je pak pocet pfijatych certifikatu
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Polynomialni prevoditelnost funkci

Definice
Funkce f je polynomialne prevoditelna na funkci ¢ (f <p g), pokud Ize
f vycislit v polynomialnim case algoritmem, ktery ma pristup k orakulu

funkce g. )

= Algoritmus vycCislujici f(x)
= Ma pfistup k orakulu, které urCi ¢(y) pro libovolny fetézce y
= Orakulu muze polozit polynomialni poCet dotazu
= Algoritmus pracuje v polynomialnim Case, za predpokladu, ze
orakulum odpovida okamzite
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Prevoditelnost funkci (princip)

[f <p g = ,pomoci ¢ umime spocitat f v polynomialnim éase“}

Polynomialni
. pocet dotazu

4

Yy
Algoritmus F " ™ Orakulum G
vycislujici f \_/ pro funkci ¢

T

f(x) Polynomialni ¢as (nepocitaje
¢as zodpovidani dotazu)
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#P-uplnost

Definice
Funkce ¢ € #P je #P-Uplna, pokud f <p g pro kazdou funkci f € #P. J

Veta
Funkce #SAT je #P-uplna. J

= Plyne z pfevodu, kterym jsme ukazovali NP-uplnost SAT
= Podivejme se na to podrobnéji
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#P-uplnost #£SAT

= Uvazme f € #P
= Necht V je polynomidlni verifikator a p(n) polynom, které splfiuji

F(x) = {y € {0,137V V(x, y) pHijme}]

= Uvazme nasledujici nedeterministicky TS M

VypocCet M se vstupem x

1 Nedeterministicky vyber y € {0, 1}/
2 Pust V(x,y)
3 If V(x, y) pfijal then pfijmi else odmitni

f(x) = pocet pfijimajicich vypoCtl M(x)
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VycCisleni f pomoci #SAT

= V dukazu Cookovy-Levinovy véty jsme popsali konstrukci KNF ¢,
ktera s kazdym hodnocenim a splnuje

p(a) =1 <= a reprezentuje pfijimajici vypocet M(x)

= Navic plati, ze mezi modely a formule ¢ a pfijimajicimi vypocty
M(x) je bijekce

= Platitedy f(x) = #SAT(¢)

= Nasledujici algoritmus vycisluje f(x):

@ V polynomidlnim ¢ase zkonstruuj ¢
@ Vrat #SAT(p)

f <p #SAT
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Parsimonious prevod

Definice

Polynomialni prevod z problemu A na problém B je parsimonious,
pokud zachovava pocet certifikatu.

= Je-li A prevoditelny na B parsimonious prevodem, pak #A <p #B

= Pfevod z A € NP do SAT, ktery jsme popsali v dikazu
Cookovy-Levinovy veéty, je parsimonious

= funkce #SAT je proto #P-uplna
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Disjunktivni normalni forma

Literal vyrokova promenna x nebo jeji negace —x
Term konjunkce literalu

= Napriklad x A =y A =z
= Prazdny term je splneny (T)

DNF formule je v disjunktivni normalni forme, pokud jde
o disjunkci termu

Priklad
Nasledujici formule je v DNF

YV=xV(EyAz)V(xAy)V(=x A=y A=z)V(x A—z)
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Splnitelnost DNF

= Splnitelnost DNF ¢ je mozné ovéfit v polynomialnim Case

= Ovéfime, zda je splnitelny jeden z termu ¢
= Term T je splnitelny <= T neobsahuje x A —x pro zadnou
promennou x

= Pro danou KNF ¢ Ize jednoduse zkonstruovat DNF ¢ = -
= Pouzijeme De Morganova pravidla

—~(aANb)=—-aV-=b and —=(aVvb)=-aA-b

Uvazme KNF
=-xAYV-z)A(xV-ayY) A(xVyVz)A(-xVz)
Aplikaci De Morganovych pravidel na —-¢ dostaneme DNF ¢ = ¢

YV=xV(EyAz)V(xAy)V(=x A=y A=z)V(x A—z)

y
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Pocitani modell DNF

= Definujeme funkci # DNF-SAT, ktera pro kazdou DNF 1 splnuje
# DNF-SAT(y) = [{a | ¢(a) = 1}
= # DNF-SAT patfi do #P

Veta
#SAT <p # DNF-SAT, tedy funkce # DNF-SAT je #P-upina. J

VypocCet #SAT(¢p) s pomoci # DNF-SAT
Vstup: KNF ¢
1 n <« pocet promennych v ¢
2 ¢ < DNF ekvivalentni —¢
3 return 2" — # DNF-SAT(v)
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PocCet perfektnich parovani v bipartitnim grafu

PERFEKTNi PAROVANI V BIPARTITNIM GRAFU (BPM)

Instance: Bipartitni graf G =(V = AUB,E C A X B), kde |A| = |B|.

Otazka: Existuje v G parovani velikosti |A| = |B|?

Véta (Bez diukazu)
Funkce # BPM je #P-uplna. J
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Permanent matice

Definice
Je-li A matice typu n x n definujeme permanent A jako

n

perm(A) = Y [ | i,

neS(n) i=1

kde S(n) je mnozina permutaci mnoziny {1,...,n}.

= ,Determinant®, kde neuvazujeme znaménko permutace.

= Je-li A matice sousednosti bipartitniho grafu G, pak perm(A)
urcuje pocet perfektnich parovani G.

Véta (Bez dukazu)
Funkce perm je #P-uplna. J
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