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Vyhledavani vzorku.
Vyhledavani vzorku v textu: Algoritmus Aho-Corasick

Pojmy:
Pracujeme nad danou konec¢nou abecedou ¥ (tj. mnozina znaku).
>7* je mnozina konecnych slov nad ¥ (tj. posloupnosti znaku ze
).
Délka slova w = x129...x, € ¥* je length(w) = n, tj. pocet
znaku
Skladani slov u = uy...u,, aw = wy...w, vraci uw = uj... U W1... Wy,
neni komutativni
prazdné slovo €, ma délku 0, pro Vw € X* plati ew = we = w
u € X* je predpona w € X* pokud dz € X* 1 uz = w
u € X* je pripona w € X* pokud dz € X* : zu = w
pokud z ## €, je pripona, resp. predpona vlastni, jinak nevlastni

Uloha:
Vstup: abeceda X, prohledavané slovo x = x1x9...2, € X a
hledané vzorky K = {y1,...,ur}, kde y, = yp1.--Ypip) € X7,
pe{l.k}
Vystup: vsechny vyskyty vzorku z K v x, tj. dvojice (i,p) tZ.
Y, je priponou zp..x;
[ = |K|=x)_, l(y,) je velikost mnoziny vzorku



Naivni algoritmus.
1 for p:=1to k do

2 fori:=1ton—I(p)+1do

3 =0

4 while 7 < I(p) and z;4; =y, ; do
D J=7+1

6 if 7 = l(p) then Report((z, p))

Slozitost: O(n.l)

Myslenka AC: Vyrobime specialni algoritmus (&~ konecny au-
tomat) pro danou (pevnou) mnozinu vzorku K v case O(l),
ktery najde vzorky v textu x v O(n).
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Obrazek 1: Celkové schéma algoritmu

Prekladac: alg. 2 a 3 - ze vzorku do vyhledavaciho stroje
Interpret vyhledavaciho stroje: Algoritmus 1 - vstup je popis
stroje a vystup jsou nalezené vzorky
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Obecné: prekladac/generator, pouziti DSL - Doménoveé Spe-
cificky jazyk (Domain Specific Language)

Moznosti interpretace: vyhledavaci stroj (tj. vysledek prekladu)
je
1. abstraktni stroj: a) datova struktura anebo b) (serializovany)
mezikod, ktery se interpretuje
2. a) zdrojdk anebo b) vykonatelny kod, typicky vyuzivajic
runtime-knihovnu implementujici specifické operace DSL (zde
napt. porovnani znaku, pouziti funkei)

Priklad 1.
Vzorky: K = {ano,no,noha,nes}
Dopredné funkce g (a pomocna funkce o), vystup alg. 2
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Obréazek 2: Doptedna funkce g




Zpétna funkee f, vystup alg. 3.

Obrézek 3: Pridéana zpétna funkce f

Zpétna funkce f tabulkou:
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Obrazek 4: Zpétna funkce f tabulkou



Vystupni funkce out tabulkou
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Obrazek 5: Vystupni funkce out tabulkou



Vyhledavaci stroj je ¢tverice M = (Q, g, f, out), kde
Q = {0, ...,q} je mnozina stavi
g:Q xX — QU{L} je (doprednd) prechodova funkce, pro
kterou plati Vo € ¥ : g(0, ) € @, (symbol L znamend "nedefi-
novano”, prechod ze stavu 0 je definovan pro vSechna pismena)
f:Q — Q je zpétna funkee, pro kterou plati f(0) = 0, (pouziva
se, pokud g vréati 1)
out : () — P(K) je vystupni funkce, pro dany stav vyda pod-
mnozinu vzorku

Alg. 1: Vyhledavaci stroj
vstup: ¢ = zx9..x, € X, vzorky K = {y1,...,y;}, M =
(@ g, f,out)
vystup: dvojice (i, p)
1 stav =0
2 for i := 1 ton do // pres pismena textu
3 while g(stav, z;) = L do
4 stav = f(stav)
5 stav = g(stav, ;)
6 forall y € out(stav) do
7 Report({i, y))

pozn:
- vystup vracime na misté, kde vzorek konci

- pokud je néjaky vzorek priponou jiného, pak potfebujeme vra-
cet nékolik vzorku - proto out vraci mnozinu vzorku; do stavu
reprezentovan¢ho kratsim vzorkem se nemusime dostat, proto
vydavame vzorek 1 kdyz je vlastni priponou aktualniho stavu

- vzorky vracime pouze ve stavech, kam jsme prisli pomoci g
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(T.6); vzorky vyddvané po pruchodu zpétnou funkei f by se opa-
kovali
- podminky na g a f ve stavu 0 jsou ”zarazky”

Vlastnosti

1. prechodova funkce g: graf funkce g je kromé smycky ve stavu
0 ohodnoceny strom, pro ktery
- stav 0 je kofen stromu
- kazda cesta z kofene je ohodnocena néjakou predponou
néjakého vzorku z K
- kazda predpona kazdého vzorku z K popisuje cestu z korene
do néjakého (jediného) stavu s; tikdme, ze predpona u repre-
zentuje stav s, specialné prazdné slovo € reprezentuje stav
0

2. zpétna funkce f: pro kazdy stav s reprezentovany slovem u
je f(s) reprezentovan nejdelsi vlastni ptiponou wu, kterd je
zaroven predponou néjakého vzorku v K

3. vystupni funkce: pro kazdy stav s reprezentovany u a kazdy
vzorek y € K plati: y € out(s) prave kdyz y je priponou w.

Spravnost:
invariant: Algoritmus prochazi stavy, které reprezentuji nejdelsi
priponu prectené casti textu, ktera je zaroven predponou néjakého
vzorku z K a vydava vsechny nalezené vzorky

Slozitost.
Chceme algoritmus linearni v délce vstupu a délce vystupu. Re-
prezentace vystupu: odkazy na vzorky, pripadné. na mnoziny
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vzorku.

Idea: Tézka ¢ést je pocet pouziti f (t. 3, 4). Musime je spocitat
za cely vypocet dohromady (v nejhorsim ptipade).

(Pokud odhadneme slozitost pro vSechna ¢ nejhorsim pripadem
O(l), nedostaneme v obecnosti O(n). Metapoznamka: Takto
Spatné zvolenym postupem jsme nedokazali, ze alg. je pomaly -
pouze takto pouzity odhad je neptesny)

Odhad slozitosti pomoci potencialu:

Hloubka aktualniho stavu je potencial. Zpracovani pismena po-
moci g zvysuje potencial, pouziti f snizuje. Chceme ukazat, ze
celkovy pocet pouziti funkel f (a g) je O(n).

(neformélné amortizovana slozitost: v celkovém prubéhu je pocet
pouziti f odhadnuty O(n), tj. amortizované O(1) na 1 znak
vstupu)

Tvrzeni: Pocet (#) pouziti f <n
Dk: n = # pouziti ¢ z alg. 1
> celkovy prirustek potencialu // g zvysuje hloubku nejvys
o 1, Ve stavu 0 nékdy nezvysuje
= celkovy pokles potencidlu + koncova hodnota /] poc.
hodnota je 0
> celkovy pokles potencialu // koncova hodnota > 0
> # pouziti f kazdé pouziti f snizuje hloubku aspon o 1.
Alg. 2: konstrukce vyhl. stroje (funkce g a pomocné o)
vstup: vzorky K

vystup: stavy @ = {0, ..., q},
prech. fce g : Q x X — Q U { L},

pomocna vystupni o : @ — P(K)
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01 procedure Enter(y;...y,) // pripojent slova y, délky m
02 stav :=0;7 =1

03  while j <m and g(stav,y;) # L do

04 stav := g(stav,y;) // jiz znama cesta

05 J++

06 for p:=j to m do // nova vétev

07 q++, Q :=QU{q} //novy stav

08 forall z € ¥ do g(q,x) = L // prechody nedefinovény
(implicitne)

09 g(stav,y,) = q // prodlouzeni vétve

10 stav := q // presun do nového stavu

11 o(stav) = {y,}
11.1 end Enter

12 @Q :={0};q :=0 // init pocet stavi

13 forall x € ¥ do ¢g(0,x) := L

14 for ¢ := 1 to k do Enter(y;) //vlozeni slov
15 forall x € ¥ do if g(0,x) = L

16  then ¢g(0,x) :=0 // zarazka v 0

Alg. 3: konstrukce zpétné funkce f a vystupni out
vstup: stavy @ =10, ..., ¢},
prech. fce g : Q@ x X — QU { L},
pomocna vystupni o : ) — P(K) // z alg. 2
vystup: f:Q — Q)
out : Q — P(K)
01 queue := prazdna fronta // init
02 f(0) :== 0, out(0) := ()
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03 forall z € X2 do

04 if (s := g(0,x)) # 0 then //zpracuj potomky korene
05 f(s) :=0; out(s) := o(s)

06 queue = queue U {s} // na konec fronty

07 while queue neni prazdna do

08 7 := prvni prvek z queue (a vyrad ho)

09 forall x € X do

10 if (g(r,x)) # L then // zpracuje potomky r

11 s:=g(r,x); t:= f(r)

12 while g(t,x) = 1L do t := f(t) // prohlizi pripony
13 f(s) = g(t, z)

14 out(s) == o(s) Uout(f(s))

15 zafad s do queue

Tvrzeni: Vystup alg. 3 vytvori korektni vyhledavaci stroj.

Slozitost. Netrivialni je opét pocet prechodu f, 1. (12). Pro
kazdy jednotlivy vzorek bude celkovy pocet prechodu pii zpra-
covavani stavu reprezentovanych predponami vzorku odhadnut
délkou vzorku, podobné jako prii interpretaci. Celkovy pocet je
odhadnut celkovou délkou vzorku, tj. O(l), resp. pokud [%| ne-
povazujeme za konstantu, tak O(I - |X])

pozn:
- Implicitni (fidkd) reprezentace L (a ¢(0,.) = 0): hodnoty L
nejsou v pameéti a teda je nemusime inicializovat. Klasicky ko-
necny automat (v letnim semestru) reprezentuje g explicitné a
pouziva [-|3| bunék. Ridké reprezentace ¢ potiebuje O(1) bunék.
- strom funkce g je vyhleddvaci datova struktura TRIE (bez op-
timalizaci), tj. pismenkovy strom
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Priklad 2.
Vzorky: K = {he, she, his, hers}
Doptedna funkce g (a pomocna funkce o), vystup alg. 2.

Obréazek 6: Doptfedna funkce g
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Stroj AC se zpétnou funkei f a vystupni out, vystup alg. 3.

Obrazek 7: Pridéana zpétna funkce f a vystupni out

Zpétna funkce f tabulkou:
v 4 2 2 9 § 6 F & 9
{y o 0 0 4 2 0 3 o 2

Obrazek 8: Zpétna funkce f tabulkou
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Vystupni funkce out tabulkou (informace neni explicitné v
obrazku)

¥ 2 r g2 9

wt() {n] {ak, (A5Y  (heorn}
f-

Obréazek 9: Vystupni funkce out tabulkou
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Algoritmus Knuth-Morris-Pratt
- Vyhledavani 1 vzorku - zjednoduseny alg. Aho-Corasickova
- (trochu) lepsf asymp. slozitost ©(n + 1) misto O(n + 1 - |X|)
- graf prechodové funkce g neni strom, ale fetézec. To umoznuje
stavy reprezentovat poctem prectenych pismen (véetneé 0) a pouzivat
g pouze implicitné.
- zpétna funkce se zde nazyva prefixova funkce 7, je nezavisid
na zpracovavaném pismeneé textu.
7(s) je délka nejdelsi vlastni pripony slova reprezentovaného
stavem s, ktera je zaroven predponou vzorku.
m:{l...l} =-{0...1—1}
m(s) = max{k|k < s Aoy...0p jesuffix oy...04}
- vystupni funkce ve stavu [ hlasi vyskyt vzorku, jinde nic
Algoritmus KMP _vyhledavani
vstup: 0 = o1 ...0,, K = {y}, prefixova funkce 7
01 stav :=0
02 for 2 :== 1 to n do
03  while stav > 0 A Ysiqpr1 # 0;
04 do stav := m(stav)
05 if Ystavr1 = 0; then stav:= stav+1
06 if stav = [ then
07 print "naslo”, ¢ // hlasime pozici konce vzorku

08 stav .= m(stav)
09 end
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procedura Prefix
vstup: K ={y} // jediny vzorek
vystup: funkce w  // prefixova funkce
01 7(1):=0
02 k:=0
03 for stav := 2 to [ do
04  while &k > 0 A Yri1 # Ystaw do k = (k)
05 i Y11 = Ystap then b .=k + 1
06 m(stav) =k
07 return(m)

Algoritmus Rabin-Karp

[dea: Povazujeme vzor délky [ za [-ciferné ¢islo (znaky za cifry)
v soustave se zakladem a = |X|. Hodnoty (tj. signatury) vzoru
(-1) a stejné dlouhého tseku vstupu pocitame modulo zvolené
(prvocislo) g € N. Pokud se hodnota v charakteristiky vzoru a
hodnota t; charakteristiky podretézce na pozici ¢ nerovnaji, vzor
se na pozici ¢ urcité nenachazi.

Vypocet v a t; pomoci Hornerova schematu v ¢ase O(1).

v=((.(n-a+mn)-a+..)-a+7) a+m

Vypocet t;11 z t;, presna hodnota.

[—1

tH—l = a- (ti —a : Ui) + 041

Ve vzorci je o; vypousténa prvni cifra a o, pridavand posledni
cifra.

- Pokud pocitame s presnymi cisly (bez modulo), tak jejich
délka je O(I) bitu (!)
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Volba g: prvocislo, kde a - q se vejde do registru
= aritmetické operace v ¢ase O(1) misto O(1).

tiv1 = (a-(ti —h-0;) +0,4) mod g

kde h = a'~! mod ¢, piedpocitané v case O(1)
DC: Popiste upravené rychlé umocnovéani pro vypocet h v O(log ).
- Pozn. Charakteristika vzorku je vypoctena hasovaci funkei,
kterou ale nepouzivame pro adresaci v tabulce.
Ale: Porovnavani hodnot modulo ¢ zpusobuje falesné hity,
kdyz v algoritmu v = t;, ale 7.7 # 0;..0;41-1
Algoritmus Rabin-Karp( o {text}, 7 {vzor}, a, q)
01 n := délka textu o
02 [ := délka vzorku 7
03 h := a'~! mod ¢ // predvypocet
04dv:=0,%t =0
05 forz:=1to [l do
06 v:=(axv+7;) modgq
07 t;:= (ax*t; + 0;) mod q
08 forz:=1ton—1+1do
09 if v =t; then
10 if 7.1 = 0;..0,4—1 then
11 write "nalezeno na pocatecni pozici”, @
12 ifi <n—1+1 then
13 tH—l = <CL * (tz — 0; % h) + UH—Z) mod q
14 end.

17



Analyza slozitosti:
nejhorsi pripad: O((n — 1+ 1) - 1)
ocekavana slozitost: O(n) + O(l - #OK) 4+ O(l - #F AL), kde
#0OK je pocet nalezenych pozic (predpokladejme O(1))
#FAL je pocet falesnych hitu: za predpokladu rovnomérného
rozlozeni t; je #FAL = O(n/q)
= O(n)+ O(l.(1+n/q))

DC: upravte alg. pro vic vzorku, ...
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Toky v sitich
Def. Sit je S = (G, ¢, z, s) kde
G = (V, E) je orientovany graf
c: E — RJ kapacity hran
z €V zdroj
s € V., s # z spotiebi¢ (stok)
Kapacita je dodefinovana i pro ostatni dvojice vrcholt: ¢(u, v) =
0, pokud (u,v) & F
Zmaceni: t(h) = t(u,v) pro h = (u,v), c(h) = c(u,v), n =
V], m=|E]|
Priklad sité:

Obrazek 10: Sit: Modrou kapacity, ¢ernou tok velikosti 23

Def. Tok t v siti S = (G, ¢, z,s) je funkce t - V XV — R,
tZ.

1) (symetrie) t(u,v) = —t(v,u) pro Vu,v € V a

2) (kapacita) t(u,v) < c(u,v) pro Vu,v € V a
3) (zachovani toku) d(t,u) =0proVu e V\{z s}
kde 6(t,u) = Yyevt(u,v) je divergence funkce t ve vrcholu u
(analogie Kirhoffova zdkona pro el. proud)
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Pokud t(u, v) = c(u, v), tak fikdme, ze hrana (u, v) je saturo-
vand (nasycena).

Def. Velikost toku t je 0(t, z) pro zdroj z, znacime |t|.

Problém: Nalézt v dané siti tok o maximalni velikosti, tzv.
maximalni tok. (Znacime t*, neni urcéen jednoznacne.)

BUNO,DC: Staci 1 zdroj a 1 spottebic. Idea: Zavedeme super-
zdroj a superspotiebic.

Def. Rez: v kontextu toki je fez disjunktni dvojice mnozin
(X,Y) takovd, ze X UY =V, z € X,s € Y. Kapacita tezu
(X,Y) je soucet kapacit hran jdoucich pres tez, tj. ¢(X,Y) =

Sy c(u, v). Minimalni ez je fez s minimalni kapacitou. Tok
ucAX,ve

pres Tez je soucet toku po hranéch jdoucich pres ez, tj. t(X,Y) =

uEXZ,IUEY t<u7 /U>.

Lemma 1. Pro kazdy tok t a ez (X,Y') plati, ze tok pres fez
(X,Y) je roven velikosti toku, tj. (X, Y) = |¢|.

Dk/DC. Indukei podle | X| od X = {z}

Dusledek: Diky Lemma 1 a faktu, ze t(X,Y) < ¢(X,Y) pro
kazdy tez (X,Y) (dusledek kapacitniho omezeni) plati, ze veli-
kost maximalniho toku je nejvyse rovna kapacité minimalniho
fezu. Ukazeme, ze plati rovnost.

Rezidudlni kapacita toku t je funkce r - V x V — R defino-
vana jako r(u,v) = c(u,v) — t(u,v).

Rezidudlnd sit R k siti S a toku t je R = (Gy, 1, 2,5), kde
orientovany graf Gy = (V, E;) obsahuje prave ty hrany, pro které
r(u,v) > 0, tj. By = {{u,v) € V x V|r(u,v) > 0}. Hodnota
r(u,v) je kapacita hrany v rezidualnim grafu.
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Zlepsujict cesta pro t je libovolna cesta P ze z do s v R.
Rezidudlni kapacita cesty P je r(P) = min{r(u,v)|(u,v) €
P}. Velikost toku muzeme zvysit az o r(P) zvysenim toku na
vSech hranach cesty P, ptitom pri zvyseni o r( P) se aspon jedna
hrana cesty P nasyti.

Véta (o max. toku a min. fezu). Nésledujici podminky jsou

ekvivalentni.

1. tok t je maximalni tok

2. pro t neexistuje zlepsujici cesta

3. plati |t| = ¢(X,Y) pro néjaky tez (X,Y)

Dk. 1. = 2.: Predpokladejme, Ze t je max. tok , ale Ze existuje
zlepsujici cesta P. Potom tok po zlepseni je ostie vétsi nez |t| -
spor s predpokladem.

2. = 3.: Predpokladejme, Ze v grafu GG neni zlepsujici cesta.
Definujme X = {v € V| existuje zlepsujici cesta ze z do v} a
Y =V \ X. Rozdéleni (X,Y) je fez, protoze z € X trividlné a
s € Y z predpokladu neex. zlepsujici cesty. Pro kazdé u € X a
v €Y plati t(u,v) = c(u, v), jinak hrana (u, v) je v rezidualnim
grafu a v patii do X. Podle Lemma 1 |t| = t(X,Y) = ¢(X,Y).

3. = 1.: Podle Dusledku plati |t| < ¢(X,Y) pro vSechny
tezy (X,Y). Podminka |t| = ¢(X,Y) proto implikuje, ze t je
maximalni tok.
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Metoda zlepsujici cesty: Ford a Fulkerson
1. Inicializuj tok ¢ na 0
2. while existuje zlepsujici cesta P
3. do zlepsi t na hranach cesty P o r(P) od
4. return t

Vlastnosti:

1. ze znalosti maximalniho toku muzeme v ¢ase O(m) zkon-
struovat minimalni fez (viz Véta o max. toku a min. fezu)

2. pokud jsou kapacity iracionalni cisla, potom nemusi im-
plementace metody zlepsujici cesty skoncit po konetném poctu
kroku. Velikost toku konverguje, ale nemusi konvergovat k veli-
kosti maximalniho toku. (Neformalné: Pouzita strategie vybéru
cesty neni spravedlivd.)

3. pokud jsou kapacity racionalni ¢isla, tak lze ulohu prevést
na ekvivalentni tlohu s celo¢iselnymi kapacitami

4. pro celoc¢iselné kapacity, kazda zlepsujici cesta zvysi velikost
toku aspon o 1. Proto metoda skonéi nejvyse po |t*| krocich,
navic zkonstruovany maximalni tok je celoc¢iselny (na kazdé hrané).

5. algoritmus je genericky: zlepsujici cestu lze vybirat libovol-
nou strategii, tj. hledat libovolnym algoritmem na prohledavani
orientovanych grafu (vyhoda pro dukaz spravnosti, nevyhoda
pro odhad slozitosti (a konecnost))
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Priklad sité s dlouhym vypoctem, obr. 11 k bodu 4. V lichych
krocich volime cestu zuwvs, v sudych zvus. Kapacita cesty je
vzdy 1. Casové slozitost algoritmu v nejhorsim pifpadé nezavisi
na velikosti sité, ale na velikosti kapacit v siti. (Problém ¢astecné
zpusobuje pouzita strategie vybéru cesty. Cesta zus neni vy-
brana.)

Obrazek 11: Sit s dlouhym vypoctem

Tvrzeni: Zkonstruovana funkce ¢ je tok.

Dk. Indukel podle poctu cykli. a) Nulovy tok je tok. b) Zména
toku na celé zlepsujici cesté P zméni divergenci jen v krajnich
vrcholech z a s, ve vnitinich se nemeéni, viz obr. 12. Novy tok je
piipustny, z volby 7(P).

Voa AW A I‘.‘"f
A na—ghilt T
+4 —A
2«),-———*9 . gl— 7
T
3. € ¢ 2
~ ¥ 3
\).e—

Obrazek 12: Zmény na hranach ve vnitinich vrcholech
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Tvrzeni: Pro celociselné kapacity, casova slozitost alg. Ford—
Fulkerson je O([t*|.m) (a alg. skonéi). Pozn.: Nepolynomialni k
velikosti bitového zapisu c.

Parcidlni (¢astecnd) spravnost alg. Pokud alg. skonéi, nenasla
se zlepsujici cesta. Podle Véty je potom zkonstruovany tok ma-
ximalni. (+ kone¢nost = tplna spravnost)

Idealni verze zlepsujici cesty: Vzdy existuje posloupnost nejvyse
m zlepsujicich cest, pomoci kterych 1ze skonstruovat max. tok.

Strategie volby cesty:

e Maximalni zlepseni (Edmonds a Karp): Najdi zlepsujici ces-
tu s maximalni rezidualni kapacitou. (Pouzijeme upraveny Dijkstruv
alg.; DC) ; Konkrétni slozitost nerozebirame, dalsi alg. jsou lepsi.

e Implementace s nejkratsim zlepsenim (Edmonds a Karp):
Najdi (a vyber) nejkratsi zlepsujici cestu, tj. cestu s minimalnim
poctem hran. (Pouzijeme prohleddvani do sirky.)

Véta: Pocet zlepsujicich kroku pfi implementaci s nejkratsim
zlepsenim je O(nm). Celkové metoda potiebuje cas O(nm?).

Idea rozboru: Pri vybéru podle délky zlepsujici cesty se délky
cest postupné prodluzuji (dokazeme za chvili u Dinicova alg.).
Proto mame az n fazi podle délky cesty a v kazdé fazi pottebujeme
nasytit az m hran. Celkem O(nm) hledani nejkratsi zlepsujici
cesty. Jedno hledéni prohledavanim do sitky v O(n +m), odtud
celkovy cas O(nm?). (Pro husté grafy dostdvame O(n°).)

Dalsi zlepseni dostaneme, pokud misto zlepsovani toku samo-
statné po jedné cesté pouzijeme vsechny nejkratsi cesty "najed-
nou”. To vyuziva ndsledujici Diniciiv alg. se slozitost! O(n*m)
(a O(n?)), pifpadné po dalsi optimalizaci O(n?).
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Def. Sit S je (procisténd) vrstevnatd, pokud existuje rozklad
mnoziny jejich vrcholu na Xy, X, ..., X} tak, ze
- Xo =A{z}

- X ={s}

- (u,v) e E(Glyue X;,ve X, =>j=1i+1

- 7z kazdého vrcholu kromé spotiebice hrana vychazi a do kazdého
vrcholu kromeé zdroje hrana vchazi.

Pozorovani: Ve vrstevnaté siti plati Yo @ d(z,v) + d(v,s) =
d(z,s) aV(u,v) € E(G) : d(z,u) +d(v,s) + 1 = d(z,9), tj.
kazdy vrchol a hrana lezi na nejkratsi cesté ze z do s. Sit splitujici
tuto podminku nazveme procisténou.

7@/—97@
@\@}éﬁ@/

Obréazek 13: Vrstevnatd (procisténd) sit

Def. Hrana (u,v) v siti S s tokem t je masycend, pokud
t(u,v) = c(u,v). Tok v siti S je blokujici, pokud kazda ori-
entovana cesta v .S ze zdroje do spotrebice obsahuje nasycenou
hranu.

Pozn. Ve vrstevnaté siti nebudeme hledat maximalni tok, ale
pouze blokujici, ktery zablokuje vsechny cesty nejkratsi délky:.

Zmaceni: d(u, v) je délka nejkratsi orientované cesty z u do v,
meérena poctem hran.
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Algoritmus Dinic(G,z,s)
1. forall h € E(G) do t(h) :=0;r(h) :=c(h) od
2. while 9 cesta P ze z do s v rezidualni siti S,
3. do {sit S} vytvorime z S; vynechdnim vsech hran, které
nelezi na (néjaké) nejkratsi orientované cesté ze z do s }

4. S£ = St

5. forall v € V' do uréi d(z,v) // BFS ze z

6. forall v € V' do uréi d(v, s) // BFS protismérné z s

7. forall (u,v) € E(S) do

8. if d(z,u) +1+d(v,s) > d(z,s)

9. then vynechej (u,v) z S} // zbylé hrany patii néjaké
min. cesté

10. q := blokujici tok v S}
11. forall (u,v) € E(S]) do t(u,v) = t(u,v) + q(u,v) od
12.  od

Lemma. Nech S, a Sy, jsou rezidudlni sité vytvorené dvéma po
sobé nasledujicimi iteracemi Dinicova algoritmu. Potom ds, (z,8) <
ds,,(z,8) — 1.

Dk. Pro cesty obsahujici hrany S;, v Sy, plati, protoze ¢ je
blokujici.
Pro cesty obsahujici novou hranu pfidanou do Si,: nova hra-
na (v;,v;_1) vznika kvuli upravé toku na hrané (v;_1,v;) na
néjaké minimalni cesté v, vq...v;. Délka cesty s novou hranou
je ds, (z,vi) +1+ds, (vi-1,8) =i+ 1+ (k—i+1)=k+2.
Pritom dSt1<Z7 v;) < d5t2<2, v;) a ds,, (vi_1,8) < dst2<”Uz'—1, s).
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Dusledek: Casovd slozitost Dinicova algoritmu na siti S's n vi-
choly a m hranami je O(n. f(n,m)), kde f(n,m) je ¢as potebny
k nalezeni blokujiciho toku ve vrstevnaté siti.

Dk. Maximalni délka cesty je n, tj. pocet konstruovanych vrs-
tevnatych siti je nejvyse n a casova slozitost zpracovani jedné
sité je f(n,m).

Urceni blokujiciho toku ve vrstevnaté siti
Vstup: vrstevnatd sit S = (G, ¢, 2, s)

Vystup: blokujici tok g v siti S

1. forall (u,v) € E(G)

2. doq(u,v) :=0 od

3. while d cesta P ze zdroje z do s v S

4. do ¢(P) = min{c(u,v)|(u,v) € P}

5. forall (u,v) € P do q(u,v) := q(u,v) + ¢(P) od
6. S =5 — {vsechny nasycené hrany cesty P}

7. procistiSit(S) // uzavirdni hran a vrcholu

8. od

Slozitost
1) nalezeni a update cesty trva O(n)
vybér libovolné hrany pri prodluzovani cesty v procisténé siti
(nepottebuju DFS a backtracking)

2) kazdy pruchod cyklem (3) nasyti (a uzavie) aspon 1 hranu
= O(m) pruchodu

= slozitost nalezeni blokujictho toku ve vrstevnaté siti je O(n.m)
= slozitost nalezeni max. toku Dinicovym alg. je O(n?.m)

Pozn/DC. Strategie: Vybér vrcholu s nejmensim pritokem a
propagace zmeén od ného po vrstvach obéma smeéry: slozitost
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jedné faze O(n?), celkova slozitost O(n?)

Rychld implementace ProcistiSit(S):
Idea: kaskadové uzavirani hran a vrcholu nelezicich na cesté P
ze z do s, t7. ¢(P) > 0.
Na kazdém vrcholu a hrané chceme stravit v prubéhu celého
alg. pro 1 vrstevnatou sit pouze konstantni ¢as. Pamatujeme si
vstupni d;,(v) a vystupni dyye(v) stupné vrcholu pro neuzaviené
vrcholy. Hranu uzaviram, pokud se nasyti, a snizim stupné in-
cidentnich vrcholi. Vrchol uzaviram, pokud dy(v) = 0 (nebo
din(v) = 0) a dekrementuju stupen sousedu (a zapocitam to
hrané). Vrchol i hrana se (otvird a) uzavird 1x, v konstantnim
case.

Aplikace: Urceni maximalniho parovani v bipartitnim grafu.
Def. Pdrovdni je mnozina hran M C FE(G) grafu G, tz.
Ver,ea € M e Ney = ().
Maximalni parovani je parovani s maximalnim poc¢tem hran.

’) . % ’ % Y
Sit pro maximalni parovani:

Obrazek 14: Maximalni parovani velikosti 3 dvojitou modrou, zlepsujici cesta ¢ervené. Kapacity jsou 1

Hrany orientujeme z jedné partity do druhé. Zdroj spojime s
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kazdym vrcholem jedné partity, stok s kazdym vrcholem druhé
partity. Kapacita vsech hran je 1.

Maximalni tok je nejvys n = |V|, proto slozitost Ford-Fulkersonova
alg. je O(nm)

Goldbergiv algoritmus (preflow-push)

Def. Predtok (preflow, vina) je funkce t : VxV — R, splnujici
podminku symetrie a kapacity na kazdé hrané, ale pro kazdy
vrchol kromé zdroje dovolime prebytek excess : V' — R.

Vo eV —{z} : excess(v) > 0, kde excess(v) = wévt(v, w)
Vrchol v (kromé z a s) s kladnym excess(v) se nazyva aktivni.

Def. Vyskova funkce. Nech t je predtok a R rezidualni graf
pro t. Potom funkce h : V- — N je vyskova funkce pro ¢, pokud
1) h(z) = V|
2) h(s) =0
3) V(u,v) € Er: h(u) < h(v) 4+ 1
Pokud v 3) plati rovnost hrana (u,v) je pripustna.

Idea GA: konstruujeme predtok (ne tok po celych cestéch),
presouvame prebytky vrcholu po hranach s rezervou (,kde hrana

smétuje "dolu”a rozdil vysek vrcholt je prave 1).
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Goldbergtv algoritmus (genericky).
01 h(z) :=n /] =1V|
02 h(v) :=0prov eV —{z}
03 tok hran ze zdroje je rovny kapacité hrany
04 tok ostatnich hran je 0
05 while 3 vrchol s kladnym prebytkem, kromé s do
06 v := vrchol s kladnym prebytkem, v # s
07 if 3h = (v, w) s kladnou rezervou & h(v) > h(w)
08  then

09 (v,w) := hrana (z v) s kladnou rezervou
10 a splnujici h(v) > h(w)
11 0 .= min(excess(v), r(v,w))

12 prevedeme prebytek z v do w velikosti 0
13 else h(v) := h(v)+1
14  endif
15 end.
Tti zpusoby vykonani téla (zélezi na poradi):
1) nasycené prevedeni prebytku: d je rovno rezerve hrany (v, w) =
nuluje rezervu hrany
2) nenasycené prevedeni prebytku: 0 je mensi nez r(v,w) =
nuluje prebytek vrcholu v
3) zvyseni vrcholu v: pitkaz h(v) == h(v) + 1
Pozn. Vrcholy mohou vystoupat nad n = h(z), tj. vysku zdro-
je, a tak vratit prebytek do zdroje.
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Lemma 1. Po inicializaci vzdycky plati, Ze neexistuje hrana
(v, w) takova, ze h(v) > h(w) + 1, a rezerva hrany je nenulova.

Dk. Po inicializaci podminka plati, protoze kazdd hrana (v, w)
spliiujici h(v) > h(w) vede ze zdroje a ma nulovou rezervu (t;.
je nasycena).
Vykonani téla while hranu s nenulovou rezervou porusujici podminku
nevytvori, protoze
a) po zvednuti v: v ma prebytek (vybrdnim), hrana ma ne-
nulou rezervu (predpoklad), potom v nezdvihdame (spor), ale
presouvame prebytek. Predpoklad neplati, hrany z v maji nulo-
VOu rezervi.
b) po prevedeni prebytku opa¢nou hranou (w, v), kde r(v, w) =
0, plati h(w) > h(v).

Véta 1. Parcidlni spravnost. Pokud Goldberguv alg. skonci,
najde nejvetsi tok.
Dk. Pokud while cyklus skonéi, potom Vv € V, v # s ma nulovy
prebytek, proto je zkonstruovany predtok taky tok. Este chceme:
tok je maximalni < neexistuje zlepsujici cesta <= V cesta ma
nasycenou hranu s nulovou rezervou.
Méjme cestu ze zdroje do spotiebice. Cesta zacina ve vysce n =
h(z) a konci ve vysce 0 = h(s) a ma nejvyse n — 1 hran. Proto
existuje hrana klesajici aspon o 2. Podle Lemmy 1 ma tato hrana
nulovou rezervu.
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Pozn. Strategie. Algoritmus umoznuje vybér vrcholu a hrany:.

Strategie je parametr generického algoritmu. Matematicky: funk-
ce: (historiex)stav — V  implementacne: podminka nebo max/min,
vic kritérii, random.
Cas vypoctu strategie zapocitavame: Chei rychlou funkei vibéru:
Ize udrzovat datovou strukturu.

Postup pro dukaz slozitosti: odhadneme postupné max. vysku
vrcholu a teda pocet zvednuti, po¢et nasycenych a pocet nena-
sycenych prevedeni.

Lemma 2. Vzdy od ukonceni inicializace, pokud ma vrchol v
kladny prebytek, potom z ného vede orientovana cesta do zdroje,
na které maji vSechny hrany kladnou rezervu.

Dk. Nech ma v kladny prebytek. Oznaé¢me A mnozinu vrchold,
do kterych vede z v orientovana cesta skladajici se z hran s
kladnou rezervou.

Uvazujme hranu (x,y),x &€ A,y € A. Pokud tok hranou (z, y)
je kladny, pak opacnd hrana (y, ) ma kladnou rezervu a x € A
kvuli cesté v...y, x; spor

= tok po hranach z vrcholi mimo A do A je nulovy

= excess(v) < 0. (1)

Vime: v € A, prebytek v je kladny

= v A je vrchol se zapornym piebytkem, protoze podle (1) je
celkovy prebytek A zaporny

= zdroj je v A: z je jediny vrchol se zapornym pirebytkem

= 7 v do zdroje vede cesta z hran s kladnou rezervou, z definice

A. QED
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Lemma 3. Vyska vrcholu neni nikdy veétsi nez 2n.
Dk. Sporem. Predpokladejme, ze zdvihame vrchol nad 2n. Po-
tom je ve vysce 2n a ma kladny piebytek. Podle lemmy 2 exis-
tuje cesta z v do z skladajici se z hran s kladnou rezervou. Cesta
obsahuje nejvyse n — 1 hran, prekonava spad (aspon) n, proto
obsahuje hranu (z,y), kde h(z) > h(y)+ 1 a podle lemmy 1 ma
tato hrana nulovou rezervu. Spor.

Lemma 4. Pocet zvednuti v prubéhu celého algoritmu je nejvic
on?
Dk. Mame n vrcholu, kazdy zdvihame maximalné 2n-krat.
Lemma 5. Pocet nasycenych prevedeni prebytku je za cely
vypocet nejvic n.m.
Dk. Nech h = (v,w) je hrana. Soucet vysek v a w je medzi
0 a 4n. Pokud dojde k nasycenému prevedeni prebytku, potom
rezerva hrany (v, w) klesne na 0 a plati h(v) = h(w) + 1. (Stav
1
Abychom mohli znova nasycené prevadeéet, musi se zvysit rezer-
va na nenulovou hodnotu, obr. 15. To nastava pouze v pripadeé
prevadéni prebytku opacnou hranou (w, v). Proto h(w) musime
zvysit aspon o 2 (Stav 2, dojde k prevedeni opa¢nou hranou) a
nasledné zvysit h(v) aspon o 2. (Stav 3) Mezi dvéma nasycenymi
prevedenimi hranou h = (v, w) se zvysi h(v) + h(w) aspon o 4.
Proto pocet nasycenych prevedeni hranou h je nejvic n a celkove
je # < n.m. QED
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Obrézek 15: Zvysovéani pii opakovaném nasyceném prevedeni na hrané (v,w)

Lemma 6. Pocet nenasycenych prevedeni za cely vypocet je
nejvic 2n? 4 2n°.m.
Dk. (pomoci potencialu) Oznacme S soucet vysek vrcholu, které
maji kladny prebytek, kromé z a s. Po inicializaci je S = 0,
protoze jediné zdroj ma nenulovou vysku. Na konci vypoctu je
S = 0, protoze ”vnitini”’vrcholy nemaji prebytek.
Zvyseni vrcholu zvysi S o 1. Nasycené prevedeni prebytku hra-
nou (u, v) zvysi S nejvic o h(v) < 2n (pokud v prebytek nemeél
a u prebytek zustane).
Celkové zvyseni S je nejvic 2n? + 2n.nm. (1)
Nenasycené prevedeni prebytku hranou (u, v) snizi S aspon o 1,
protoze vysky se neméni, s¢itanec h(u) vypadne a s¢itanec h(v)
se piipadné prida (pokud nebyl v S). Ale h(u) = h(v)+ 1, proto
se S snizi.
Celkovy pocet nenasycenych pievedent je 2n® +2n*m podle (1).
QED

DC: Ve kterych pripadech zvyseni a snizeni potencialu nedo-
sahuje krajnich hodnot a jaka heuristika z toho plyne?
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Véta 2. Casové slozitost Goldbergova algoritmu je O(n’m).
Dk. Z lemmat 4, 5, 6.

Strategie vybéru vrcholu: vzdy nejvyssi vrchol s prebytkem =
# nenasycenych pievedeni je < 8n?y/m

Na tomto zakladé je zalozen nejlepsi znamy alg. Goldberg,
Tarjan 1996: O(nm log(n?/m)).
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Tridici sité

Tr{dici sit je obvod, ktery méd n vstupu s hodnotami z néjakého
linearné usporadaného typu (tj. kazdé dvé hodnoty jsou porov-
natelné) a n vystupt, na kterych jsou vstupni hodnoty settidéné.

Tento obvod obsahuje jediny typ hradla - komparator. To je
hradlo se dvéma vstupy x1 a x5 a dvéma vystupy y; a ys, pro
které plati y; = min(x1, x2) a yo = max(x1, x2).

Formalni definice sité:
- K ={Ky, Ky, ..., K} mnozina komparatoru, s je velikost sité
-0 ={(k,1),1 <k <s,1 <i<2} jemnozina vystupu hradel
(k je ¢islo komparatoru a ¢ cislo vystupu)
I ={(k,i),1 <k <s,1<i<2} jemnozina vstupu
- C = (K, f) je tifdici sit, kde f : O — I je ¢astecné prosté
zobrazeni (vystup lze pouzit opakované)
Podminka acyklicity site:
Pozadujeme, aby orientovany graf G = (K, F), kde (K, K,) €
FE, pokud existuji i a j takové, ze f(u,i) = (v, ), byl acyklicky.
Rozdéleni komparatoru do hladin:
Definujme Ly = {K;, K; ma v G vstupni stupen 0} (L; je ne-
prazdna diky acyklicite)
Nech jsou definovany Lq..L, a L = U L; C K,L # K. Potom
definujeme L,y = {K;, K; mav G \ L vstupni stupen 0}.
Pocet hladin se nazyva hloubka sité a znaci d.
Pozn. Sit spocitd své vystupy v d (paralelnich) krocich.
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Jind reprezentace sité: (jen pro transpoziéni sité)
- "draty”’vedou ze vstupu x; do vystupu y; a jsou nakresleny
jako primky
- jednotlivé komparatory spojuji prislusné (dva) "dréaty” (vodice)
- kazd4 t¥{dici sit jde takto piekreslit
- poctu vstupt/vystupt (tj. #drétu) fikame sitka siteé
Transpozicni sit K muZzeme zapsat jako mnozinu hradel. Popis
hradla je (7,p1,p2),1 < j < d,1 < p1 < po < m, kde d je
hloubka a m sitka sitée K.
Pr: Sy ={(1,1,2),(1,3,4),(2,1,3),(2,2,4),(3,2,3) }

]

Obrazek 16: Tidici sit sitky 4 (zkonstruovand pouzitou metodou sudé-lichd). Data tecou shora dolu.

Souvislosti:
- Hradlové sité jako hardwarova reprezentace algoritmu.
- Struktura sité je dana: vypocty se lis{ v datech (ne v tizeni).

Mergesort implementovany tridici siti.

Chceme setiidit z;..2,, kde n = 2.

Realizujeme to tridici siti S, ktera je rekurzivné definovana
pomoci dvou ttidicich siti S, » a slucovaci (slévaci) sité M,
sirky n. Rekurze konci pro n = 2.

Sy je prazdnd sit.
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Sn/Q
{(4,5 +p1,5 + )|, P1,p2) € Spj2}
{(k+ 4, p1,p2)|(4, p1,p2) € Mo}, pro k = d(S, o)

C C |

e ee—
ot ——

M-

Obrézek 17: Tiidict sit

Slucovaci sit M,, slucuje dvé usporddané posloupnosti polo-
vicni délky do jedné usporadané posloupnosti. Konstruuje se
také rekurzivne, rekurze koné¢i pro n = 1.

M je 1 hradlo: {(1,1,2)}.

M, = {(7,2p1 — 1,2p2 — V)[(j,p1,p2) € My, )2}

U {(J, 2p1, 2p2)|(J, P1, p2) € M, 2}

U {(k+1,2p,2p+ 1)1 <p <5 — 1}, pro k = d(M,,)

Liché cleny obou setridénych posloupnosti jsou vstupem jedné
kopie M, /o s vystupy ¢; a sudé cleny jsou vstupem druhé kopie
M, > s vystupy d;. Na konci jsou vystupy obou siti propojeny
jednou hladinou komparéatoru, (d; =)ya; S Y2ir1(= ¢iv1)
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Obréazek 18: Slucovaci sit

Pro vstup plati: a1 < as < ... <a,ab; <by<..<b,
Ind. predp.:c1 < e < ... <c,ad <dy <..<d,
Dokazeme, ze: 11 < yo < ... < 1oy

Staci dokazat pro neporovnané vystupy: ¢; < d; a d; < ¢; 49
(DC), ostatni dva pripady (¢; < ¢;41 a d; < d;jy1) plynou z ind.
predp.

Ukazeme ¢, < d, pro lib. p, 1 <p <n.
Nech [c1..¢)) = |ai..a2i—1, b1..byp—iy—1],  (multimnoziny)
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pl"OtO Cp & {CLQZ'_l, b?(p—i)—l}'
Podobne |d;..dy| = [as..as;, ba..by,— i),
proto d, € {as;, bap—j) }-
Rozeberme ¢, = ag;_.
(1) i <70 cp=a9-1 < ay < ay <d,
2)i>7: p—i<p—j=p—i+1<p—j
b2(p—i)+1 neni v <1> = b2(p—i)—|—1 > Cp
Cp = a2i—1 < byp—iy+1 < bogp—it1) < bap—jy < dp.
V rozebraném pripadé tvrzeni plati, ostatni pripady analogicky:.

Hloubka a velikost tiidici sité v zavislosti na &fice n = 2.
Slucovaci sit M, sitky 2n:
hloubka z konstrukce: d(M,) = d(M,, ;) + 1,d(M;) =1
hloubka explicitné: d(M,,) = logyn + 1
velikost z konstrukce: s(M,,) = 2s(M,, /o) + (n — 1), s(M;) =1
velikost explicitné: s(M,,) = nlogy(n) + 1
Tr{dict sit S, sitky n:
hloubka z konstrukce: d(S,) = d(S,,/2) + d(M,/2),d(S1) = 0
hloubka explicitne: d(S,) = 3 1o g2 n(logsn + 1)
velikost z konstrukee: s(.5,,) = 25(5,,/2) + s(M,,2)
velikost explicitné: s(S,) = ' logyn(logyn — 1) + (n — 1)

Dolni odhad slozitosti tridéni pomoci transpozic¢nich siti.
Transpozicn{ sit je sit slozend pouze z komparédtoru (libovolné
umisténych)
= T¥{dici sit je specidlni pifpad transpoziéni sité.

Lemma 1: Kazd4 transpozicni sit ddvé pro vstup z, ..., , na
vystupu néjakou permutaci 7 vstupnich hodnot, tj. na vystupu
je Lr(1)s «-Lr(n)-
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Dk: Ziejmy: indukei podle poctu komparatoru. Komparator pro-
hodi nebo neprohodi své vstupy.

Df: Nech C' je transpozicni sit §iiky n. Permutace 7 : {1,2,..,n} —
{1,2,..,n} je dosazitelna pro C, pokud existuje vstupni posloup-
nost x1..x, takova, ze C' vyda T 1)..2r ).

Lemma 2: Nech C je tiidic{ sit, potom pro C' je dosazitelnych
vSech n! permutaci.

Dk: Ziejmy, jsme schopni predlozit na vstup inverzni permutaci
utifdéné posloupnosti a korektnd sit ji mus{ utiidit.

Lemma 3: Nech C' je transpozicni sit sfiky n a nech p je pocet
dosazitelnych permutaci pro C. Potom p < 25(¢).

Dusledek. Pro tifdici sit C plati n! < 2°(¢) a proto C' m4
velikost s(C) € 2(nlogn) a hloubku d(C') € Q(logn).
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Aritmetické obvody / sité

Implementace aritmetickych operaci pomoci boolovskych hra-
del (And, Or, Not, Xor, Nand, Nor).

Zde: Scitani

(jednobitova) séitacka: vstup x,y, z; vystup s, ¢ (suma, carry
- tj. prenos)

s=rPy®dz(2x Xor)

c=(xAy)V(rAz)V(yAz)=majority(z,y, 2)

n—1

’ o, .o, . 'n—]_ .
Uloha: secist dveé ¢isla u = _ZO w2 av = _ZO v;2', kde u;, v; €
1= 1=

{0,1}, do vysledku s = u+v = ,%O 52 s; € {0,1}
1=
1. feseni: s¢éitani s prenosem:
Si=u; Pv,Pci_1proi=0..n—1

Sp = Cp—1
kde c_1, ¢y, ...c,,—1 jsou definovany
C_1 — 0

Ci = maj OTZtZJ(Uz', Ui, Cz’—l)

Hloubka obvodu je ©(n), t.j. paralelni cas
velikost obvodu ©(n)
Cil: zlepsit hloubku obvodu: Carry-lookahead alg.
idea: vytvorime stromovou strukturu misto linearni
| problém: nemame véas vstupni data, konkrétné carry
reseni: (! programatorsky i teoreticky trik)
budeme pocitat misto hodnot s funkcemi
mozny pohled: podminény/odloZeny vypocet, (implicitni)
rozbor pripadu, napr. ve funkciondlnim programovdni
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Funkce pro pocitani prenosu ma 3 mozné vystupy
1. generuje ¢; pokud u; Av; =1
2. prenasi ¢;_; pokud u; v, =1
3. shazuje ¢; pokud u; =0Av; =0
DC: skladani funkei pomoci tabulky 3 x 3
Formalné zavedeme pomocné proménné
g; = u; A\, // generuje
P = U; D ; // prendsi
Vyjadrime ¢; a s; pomoci g; a p;:
Ci = q; V (p@ A Cz’—l) pro?=0..n—1
=00, S =p;PBci_1prot=1.n—1, s, =c,_1
Zavedeme operator skladani o : hodnotam (gi, p1) a (ga, p2)
prirazuje
(g1, 1) © (92, P2) = (91 V (p1 A g2), p1 A\ p2)
Splnéné ¢; znamena generovani carry, splnéné p; prenaseni
carry, nesplnéné ani g;, ani p; shozeni carry.
Lemma: funkce o je asociativni, tj. ((g1, p1)o(g2, p2))o(gs, p3) =
(91, 1) © ((92,p2) © (93, P3)).
Dk:

LS = ((g1,p1) © (92,p2)) © (93, p3)

(91 V (p1 A g2),p1 A p2) © (93, p3)

= (1 V (p1 A g2) V ((p1 Ap2) A g3), (p1 A p2) A p3)
(g1 V (p1A(g2V (P2 A g3))), 01 A (2 A p3))
(g1,p1) © (92 V (P2 A g3), P2 A p3)

(g1,p1) © ((92,p2) © (g3,p3)) QED.

Pozn. Funkce o neni komutativni.

43



Lemma 2: Vypocet carry. Pokud zavedeme
(Go, Po) = (90, po)
(Gia PZ) - (gu]?z) © <Gi—17 Pi—l) pro 1=1.n—1
potom ¢; = G; proi =0..n —1
Dk: indukei: 2 = 0
co=goV(PoAc_i)=goV(poAO)=goV0=gy= G
pokud plati lemma pro 0..z — 1, potom pro ¢ mame

(G, B) = (9i,pi) o (Gi1, Pioy)
= (9i,pi) o (ciz1, Bi1)
= (9 V (pi A\ ciz1),pi N Piy)
= (ci,pi NPio1) QED.

Pocitame ve dvou fazich. Vypocéty operatorem o uzavorkujeme
do vyvéazeného stromu, konkrétné vypocet (G, _1, P,_1).

Levy a pravy operand kazdého vyskytu o muzeme pocitat
paralelné, protoze na sobé nezavisi. Hloubka stromu, tj. pocet
drovni je [logym]. Tim ziskdme mezivysledky velikosti 2!, po
2-té€ urovni.

Ve druhé fazi spocitdme viechny ¢; z mezivysledki!, v poctu
arovni [log, n|, a pouzijeme je pro urceni s;.

Pokud je n = 2!, pak pred i-tym krokem druhé faze jsou
spocitany c¢; pro j = k - o=t

lanalogie "kapitdnskemu kroku”
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e Scitaci sit. Data tecou zdola nahoru, nizsi bity vpravo, vysst
vlevo. Dole mimo sit je preprocesing, ktery vytvoi{ funkce. Hradla
pro funkei o slucuji vzdy navazujici hodnoty. Na konci mimo sit
je postprocesing, ktery pouzije spocitané carry:.

10 | §-0 2-()
1\_7_»_ o | D_;
- P
. P ‘
91 |
I B S
i l
ol | -
| 3-0 \
Tl |
‘)- N l:] ‘C \ ‘
&< e | |
4 I-C ‘:5(%/& h-1 L?’_C
A i 9
9-3 F-b -5 §4 4D v o -0

Obrazek 19: Scitaci sit iiky 8

R PR AL

W !

s

T S
oy (B )
Gu ) Qi

Obrazek 20: Slucovaci hradlo. Poc¢ita (g1 V (g2 Ap1),p1 Ap2) z (91,p01) & (g2, p2)
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Rychla (Diskrétni) Fourierova transformace

FFT - Fast Fourier Transform

Motivace: rychlé nasobeni polynomu.
Alz) = =45 aa’
B(z) = "% bl

J=0 .
C(z) = A(z) - B(zx) = 237" ¢ja, kde ¢; = S}_g arbj_i

A(z),B(x) — C(x) = A(x) - B(x)

\LFFT TFFT_l
bodova repr. bodova repr.
Alz), B(z) — C(x)

pifmé nasobeni v horn{ ¢ésti: O(n?)

nasobeni po slozkach (v bodech) v dolni ¢asti: O(n)

Df. Vektor koeficientu ¢ = (cg, ¢1, ..., Con_2) je konvoluce vek-
tortt @ = (ag, ai, ..., an_1) a b = (by, by, ..., b, _1).

Vyhodnoceni polynomu v bodé xzy: Hornerovo schéma

A(zg) = ag + xo.(a1 + xg.(ag + ... + xo.(@n—2 + Tg.Gp_1)...))

~

Casova slozitost vyhodnoceni A(xg): O(n), pro 2n bodu cel-
kem O(n?)

(Nésobeni polynomi pomoci metody rozdél a panuj: O(n'°823)

Ale: FFT (a FFT™!) v ©(nlogn)
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- vhodné vybereme body, ve kterych se budou polynomy vy-
hodnocovat: komplexni odmocniny 1
- vyuzivame rozdél a panuj

[ - .
v = ™ ‘
- . Wo (N+c /T
P8 -
v//
.“,‘ I B
(A L_: -— 4 l /r 4
\ ‘ //'
A 1 X

Obréazek 21: Jednotkova kruznice a odmocniny z 1

Komplexni odmocniny 1: wg = v/1, Wi =1

. p
(A/"'rl 1
3 g
vy 5 4
v} e
S — P
= N 4 /}
jnr
Mr[‘ -&:Mf

Obréazek 22: Odmocnina wg a jeji mocniny
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komplexni n-té odmocniny z 1: koreny polynomu " — 1
nprok=0,...,n—1,

pocet kofenu: n, hodnoty o2k

kde e = cos(u) + i - sin(u)

Hodnotu w, = e nazveme zékladni (primitivn{) n-ty koten

1, ostatni kofeny jsou jeho mocniny. Az n-t4 mocnina primi-
tivniho korene d&a 1, nikoli nizsi mocniny.
Pozn. Chceme n = 2, kviili metodé rozdél a panuj.

Plati: | |
ng; wk - LS = (e%"dn )% = (e™n)*F = PS

<w7§+3>2 = (Wh)? LS = w2 = 2 = w2 = (WF)?2 = PS

= druhé mocniny vSech n ruznych n-tych odmocnin 1 tvori

(pouze) § ruznych F-tych odmocnin 1

= rekurzivné volané podproblémy vyhodnocujme v poloviénim
pocté bodu
Pron>1ak >0, n [k plati:

s (wh)i =0, LS = @AY=l @il _ v pg

wk—1 wk—1 wk—1
n—1¢, k — - 1 _
a pro k, kde n|k: =!/2, (w I = l=mn

n ]_
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- vyhodnocujeme polynom A(z) = ag + a1z + asx® + ... +
an_12" 1 v bodech w?, wl w?, ... W'}

- zapis pomoci Vandermondovy matice Fj,: rozméry n X n, na
misté (7, 7) je (w?)’ (tj. -ty kofen v j-té mocniné), 7, j = 0..n—1
(v tadcich jsou body, tj. ruzné koreny, ve sloupcich jsou mocniny

0..n — 1)

11 1 R | ao A(wo)
1wt W W a Awh)
1 w? Wt W as | =| Aw?
1wt w2 oDt g, Aw™ )

Df: Tato linedrnd transformace vektoru (ag, a ... a,_1)
na (A(wW’), A(wh) ... A(w"1)) se nazyva Diskrétni Fourierova
Transformace (DF'T)

- matice F, ma inverzi (uhddnutim, bez motivace, vhledu a
odvozeni):

(F ), = W:j , tj. inverzni matice ma (az na koef. 1/n) stejny
tvar jako F), pro DFT, ale od zdkladniho kofene w™! = w" !
T: F,, a F, ! jsou inverzni. Dk:
_ —kj
1 nl g W
(B B )yj = X W™ —
_ 1"5 i i=7)
n k=0
|1 prot=
|0 jinak

49



Dusl: Inverzni DFT dokazeme spocitat ve stejném case jako
(doprednou) DFT.
metoda FFT (Rychld DFT): predpokldddme n = 2!
k polynomu A(x) = ao+a1x+asx’+. . Aa,_ 12" vytvorime
dva nové polynomy B(x) a C(x):
B(z) = ap + asx + agx® + ... + ap_ox™*7! (sudé koefs.)
C(x) = a; + asx + a5z’ + ... + ap_12">71 (liché koefs.)
Plati: A(x) = B(z*) + z - C(z?), (1), proto problém vyhod-
noceni A(z) v bodech w)), w! ...w" ! se redukuje na
1) vyhodnoceni polynomu B(x) a C'(x) stupné n/2 v bodech
(w9)?, (wh)?. .. (w"1)?% - pouze n/2 riznych bodu
2) vypocet hodnot polynomu A(x) z mezivysledku podle (1)
Algoritmus: rekurzivni_ FFT(a)
01 n :=length(a);
02 if n = 1 then return(a);

03 w, ;= e¥n:  w:=1; — prim. kofen a akum.
05 b := (ag,as...a, 9); — vektor b
06 ¢ := (a,as...a,_1); — vektor ¢

07 u := rekurzivni FFT(b);
08 v := rekurzivni FFT(c);

)

09 for k:=0ton/2 —1do

10y = Uk + W - Vg;

11 Yrynyo = up —w-vg;  — spolecné podvyrazy uy a vy
12 wi=w-wy; — w je akt. kofen

13 od

14 return(y);
15 end
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Zduvodneéni, ze vydané y je DF'T vstupu a:
- koncovy pripad: pro vektor délky 1: vracime yy = ay:
ygzao-w?:ao-lzag.
- spocitani hodnot v rekurzi: pro k =0,1...n/2 — 1:
7z rekurze mame:
up = B(whyp) = B o
v = Clwy ) = Clwy")
- odvodime y; pro k=0,1...n/2 — 1.
yr = up, + wWhop = B(w?F) + W C(w) = A(wh).

- odvodime Yy /o pro k =0,1...n/2 — 1.

_ k E _ , k+n/2
Yk4n/2 = Uk — WyUk — Wy = Wy "
— y + 2y,

= B(w?*) + k20w W =1
= A(wy %), QED.
Slozitost:

rezie: ©(n) v kazdém rek. volani (kde n je akt. velikost dat)
rekurzivni vztah: T'(n) = 2T'(n/2)+6(n) = T(n) = O(nlogn).
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Priklad DFT a IDFT:
n=4, x=(10 3 2)

(10 3 9)

1 3) 0 2)

L3 0 2

I3 0 2

4 2) 2 2) THEE
(442 -2-9i 42 242)

(6 -2-2i 2 242i) DET

(6 2) (-2-21 -2+42i) zkouska s IDEFT

6 2 -2-21 =242

(8 4) (-4 -4i) J(1-i]-11)
(8-4 4+(-i)(-41) 8+4 4-(-i)(-41))

(4 0 12 8) /1/4=1/n

10 3 2) OK

DC: FFT pro n = 8,2 = (abedadcb) symbolicky, a, b, c,d €

R.

ndpovéda: wg = (1 + i)/v/2 a proto: (1 — i)wg = v/2 (obrazek)
Pozn. Radky Vandermondovy matice kromeé i-tého a (n — )-

tého jsou navzajem (jako vektory) nezavislé.

Existuji a pouzivaji se i jiné transformace: kosinova (v R"), wa-

veletova ...
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Butterfly operace. Data tecou zleva doprava. Kazdy vstup
pouziva 2x. Druhy (doln{) vstup se nasobi prislusnou mocninou
korene (a primitivni odmocniny jsou ruzné pro ruzné Grovne).

|
O O
Obrazek 23: Butterfly operace.

Sit pro DFT sitky 8. Cisla uréujf mocninu primitivn{ odmoc-
niny (prislusné urovné) pouzitou v hradle.

000 . o P Fip
Y ‘
ud / ‘f A f
/IU(/ .. e f‘; ) et ‘Q T —
— e p / /4 <
{ Y )
A0 AL
’ I £ - —L——:f-——-’_' =z .,.—»—\j* .
4."‘0 /" Y - ]
- /
MO ) = — - - B A ory U
——— e o pe— _A +5
-~ g Y /’. 0
o { ) — — -—& .
VY e —~ 3 el X ! 0
< L) /t0 -
\ / ' A
A04 {1 X) '
AN \ [ N - e
J C. L WA —A
[ \/ 14D
;/f,’ / ,l 0 —‘ /
| [— LV I & A ’
-+ () —U -
/ 14 A
AA N -~ ) I v___"/\ — — e BN -
=0 ~A 5
tJa
AR T Wy
W 7S b

Obrazek 24: Sit pro DFT

Prevod rekurze na iteraci. (" programatorsky trik” z dyn. prog.):
+ mensi rezie
+ mensi pameét (vzhledem k tabelaci z DP): pouzité hodnoty se

93



prepisou
Idea: preusporadani vstupnich koeficientu, podle reverzniho
bitového zapisu
(a0, a1, az, az, ay, as, ag, ar)
(Cbo,&z,a4,a6) (&1,CL3,CL5,CL7>
(ao,a4) (GQ,CZG) (G1,a5) (G3,a7>
ap a4 A2 g A1 a5 Az ay

. (0"0147141’{ l=a A"A?)
M.- P \(“ 43 ,“-,ﬂ))
(o\.’q‘_,qﬁlﬁg) /h / “ ’
43
1 \(' aq) (04,47) (g 2.
(20, 2%) e ‘ 7/ X
/ \ / \ / \o./ &3 Az
Y W Ay o6 A1 8

Obrazek 25: Preusporadani koeficientu pro nerekurzivni vypocet

alg: iterativni FFT(a) — pseudokdd
01 n := length(a);
02 for k := 0 ton — 1 do Alrev,(k)| := ay; — preusporadéani
03 for s := 1 to logn do — pro trovneé
04 for k:=0ton —1step 2° do
05 skombinuj dvé 25~ 1-prvkové DFT
06 v Ak . k+25t 1] a Ak + 2571k + 25 — 1]
07 do 2%-prvkové DFT v Alk..k +2° — 1]
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Aplikace FFT
- konvoluce polynomu
- analyza signalu, spektralni
- zpracovani obrazu a videa (pomoci kosinové transformace):
analyza, komprese (JPEG, MPEG), syntéza (v 2D) (B)

- nasobeni dlouhych ¢isel (A)

ad (A): idea: (binarni dlouhé) ¢islo rozdélime na skupiny k&

cifer a chapeme jako hodnotu polynomu v bodé 2%,
Soucin c¢isel ziskame jako hodnotu soucinu odpovidajicich poly-
nomt v bodé 2~
- hruby odhad slozitosti: O(nlog®n), je lepsi nez O(n'°823)
"rozdél a panuj”.

Pociténi FET v zbytkovych okruzich Z,,: operace +, -, * pocitané
modulo n; pro vhodné n, obvykle prvoéislo. Vyhoda: v Z,, poc¢itame
beze ztraty presnosti (a zaokrouhlovacich chyb)
napt. 2° = 256 = —1 (mod 257)
=20 =1 (mod 257)
= 2 = 1\(71 vV Zos7 , ). 2 e primitivnf w16 V Los7

ad (B): Kosinova transformace pro n/2 + 1 bodu: lze spocitat
pomoci FFT na n bodech.

Necht a = (ag, ai, ..., a,—1). Oznacme c¢* komplexné sdruzené
cislo: re(c) —im(c).

Pokud a; = a,—;* a ag,a,;2 € R, potom DIFT(a) € R" (a
naopak). (Pt. n =8: (a,b,c,d, e, d*, c*, b))

Zduvodnéni: imaginarni slozky ”zdruzenych” fadku ¢ a n — 7 se
pii scitani vyrusi (ve stejnych mocninéch)
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Pievoditelnost problémi, t¥idy P, NP a NPU
Motivace: Kromé slozitosti konkrétnich algoritmu nas zajima
slozitost probléma vuci urcité tride algoritmu. (Napf. rozlisujeme

sekvencni vypocet a paralelni vypocet.)
Zde rozlisujeme: deterministicky a nedeterministicky algorit-
mMus

Odhad slozitosti problému:

horni odhad s.p. je slozitost nejlepstho algoritmu (z dané tiidy
alg.), ktery problém resi.

dolni odhad s.p. je odvozeny z néjakych typickych vlastnosti
zadani problému. (viz. dolni odhad tiidéni O(n log n), pr. hledani
dosazitelnych vrcholi: O(n?) - pocet hran)

Rozhodovaci problém: odpoved alg. je ANO/NE. Napr.

1) Lze graf G' obarvit k barvami?

2) Existuje v grafu G klika velikosti aspon k7

3) Existuje v G feseni pro obchodntho cestujicicho mensi/rovno
nez p (prah). (Optimalizacni problém " preformulovany” na roz-
hodovaci)

4) (SAT) Je formule ¢ vyrokové logiky v CNF splnitelna? Tj.
existuje ohodnoceni vyr. prom. z ¢, pri kterém je ¢ pravdiva.

Det: Instance je konkrétni zadani problému.

Pr: Instance pro 1) je néjaka dvojice (G, k), pro 4) formule .

Nedeterministicky algoritmus (pro rozhodovaci problémy): Al-
goritmus muze vykonat nedeterministické kroky. Pokud aspon
jedna z vétvi odpovi ANO, cely nedet. algoritmus odpovi ANO.
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Pr. ad 2) Alg. si nedeterministicky vybere k ruznych vrcholu
a oveil (v case O(k?)), ze tvoif kliku. (Ale: Pro pevné k je
deterministicky alg. polynomialni: k& vnorenych for-cyklu.)

Tridy problému P, NP, NP-uplné

Tiida P (nebo PTIME): tiida (rozhodovacich) problémi fesi-
telnych sekvenénimi deterministickymi algoritmy v polynomialnim
case (tj. casova sloZitost je O(n*) - jsou efektivné fesitelné).

Tiida NP (nebo NPTIME): tfida (rozhodovacich) problému
resitelnych sekvencnimi nedeterministickymi algoritmy v poly-
nomialnim case.

Trida NP-uplnych problému (NPU, NP-complete): Problém
A je NPU, pokud 1) je z NP a 2) je NP-tézky, tj. kazdy problém
z NP je na A polynomialné preveditelny.

Dusl.:

2) NP-tipIné problémy jsou navzajem polynomialné prevoditelné

3) NPU C NP

4) P C NP, ale nevi se, zda P = NP, tj. zda problémy z NP
jsou polynomialné deterministicky resitelné. (Povazuje se to za
nepravdépodobné.)

I Ve tridé NP jsou problémy, které je mozné ovérit v poly-
nomialnim case. Tj. pokud nékdo tvrdi, Ze x je reSeni instan-
ce problému (tzv. svédek), jsme to schopni v polynomidlnim
case overit (odpada nedeterminizmus, protoze testujeme jedno
feseni).
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Pozn.: Svédka mame pouze pro instance s odpovedi ANO, t;j.
situace je vzhledem k ANO a NE nesymetricka.

Prvni NP-tplny problém ziskame z definice (na konkrétnim te-
oretickém modelu vypoctu: Turinguv stroj, RAM stroj) - prednaska
ze Slozitosti.

Dalsi NP-tuplné problémy: polynomialnim prevodem z jiz znamych

NPU problémit. (Pomoct Pepamy <p Prosy PT0 Pogwy € NP)

Pozn.: Sekvenéni simulace nedeterministického vypoétu je mozna
(napt. backtrackingem), ale vétve/moznosti se prochézeji sek-
vencné a jejich ¢as zpracovani se scita.

Polynomialni a nepolynomidlni slozitost. (opakovani)

Pokud si koupime 1000x rychlejsi poéitac, pak u algoritmu
slozitosti O(n?) miZeme ve stejném case zpracovat data 10x
vétsl (v/1000 = 10) nez predtim. V obecnosti nékolikandsobné
vetst.

U algoritmu exponencialni slozitosti O(2") muzeme zpracovat
data o log, 1000 ~ 10 vétsi. V obecnosti k velikosti vstupnich
dat pricitame konstantu.

Reklamni vlozka: constraint programming - programovani s
omezujicimi podminkami: Zadam obory hodnot proménnych (kli-
ka: k proménych pro vrcholy G) a podminky na proménné (kli-
ka: k vybranych vrcholu tvori uplny graf; a hrany grafu G jako
podminky na hodnoty proménnych v relaci). Potom chytré a
optimalizované® algoritmy hledaji mozné feseni (pifpadné op-
timalni reseni pro optimalizacni tlohy).

2Efektivni, ve smyslu optimalizované, ne v difve pouzitém smyslu polynomidlni
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Prevoditelnost, formalné.

Problém P je transformace vstupnich dat (nad abecedou ¥J)
na vystupni data (nad ©).

fp 2 — OF

Pi. Nasobeni: 3 = {0, 1, x}, © = {0, 1}

Def. Nech f; : X7 — O7, resp. fo : 25 — O3 je formalizace
Py, resp. Py. Problém P, je prevoditelny na problém P, piSeme
P, < Py, pokud existuje g : X7 — 35 a h: 05 — 07 (!) tak, ze
Vo € X7 filz) = h(fa(g(2))).

Pozn. Definice je obecna, na funkce g a h muzeme (a budeme)
klast dalsi podminky:.

Pr. P < P. (g a h jsou identity)

Pr. Problém hledani kostry je preveditelny na problém hledani
minimalni kostry:.

Omezime se na rozhodovaci problémy: P je formalizovan funkeci
f: ¥ —={ANO, NE}
Pokud f povazujeme za charakteristickou funkci y p, potom pro-
blém P C X*. (Pro syntakticky nesprdavné vstupy je odpoved
NE.)

Pro rozhodovaci problémy: P, < P, pokud existuje g(x), tZ.
x je TeSeni Py, prave kdyz g(x) je Teseni P;.

Odpovéd pro P, na x ziskdme slozenim ¢ a odpovédi P, na
g(x). Tj. xp () = xp,(9(x)), ataky z € P, = g(z) € P»

Pozn. Funkce g je z celé X7 do casti 25. Pro druhy smeér
prevodu - P, < P; - obvykle potfebujeme jinou funkei.
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Polynomialni prevoditelnost
Py <, P»: Py je polynomidlné prevoditelny na P, pokud P
je prevoditelny na P; a g(x) ma polynomialni slozitost.

Dusl.: Nech P, <, Ps.

a) Pokud pro P; neexistuje polynomidlni algoritmus, potom
neexistuje ani pro P. (Dk: Sporem.)

b) Pokud pro P, existuje polynomialni algoritmus, potom exis-
tuje 1 pro P;.

¢) Relace <, je tranzitivni. Z toho:

d) Pokud P, je NPU a P, je z NP, pak P, je NPU.

Pozn.: Pripominam, Ze velikost vstupu mérime v bitech. Napr.
testovani prvociselnosti n prochazenim do odmocniny je polyno-
mialni vici n, ale exponencialni vuci délce bitového zapisu n.

Ukazeme, ze problém Splnitelnosti formuli vyrokové logiky v
konjunktivni normélni formé (SAT) je polynomiélné prevoditelny
na problém Kliky (CLIQUE).

Problém SAT: SATisfiability - Splnitelnost.
Syntax (zapis): Formule vyrokové logiky jsou:

1. x;, tj. atomické formule
2. (A).(B)

3. (A) + (B)

4. (A)

pro formule A, B.
Konvence: Nadbytecné zavorky muzeme vypustit.
Pi. (1) + ((22).(23)) zkrdtime na x1 + (22.23)
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Sémantika (vyznam):
Pravdivostni ohodnoceni v: vyrokové proménné — {True, Fal-
se}.
Pravdivostni funkce ¢,: formule — {True, False}.

Funkce ¢, je definovand rekurzivni indukei podle struktury
(zapisu) formule:

1. ¢p(x;) = v(x;)
2. (/bv(AB) — ¢U(A> A va(B)
3. va(A + B) — va(A) \Y% ¢U(B>

4. qbv(Z) — _'¢0<A>
Formule A je splnitelnd, pokud existuje ¢,, tz. ¢,(A) = True.
Pt. (x1.71) je nesplnitelna
Pr. (21 + 73).(x2 + 73).(x3 + Z1) je splnitelnd, pro v(xy) =
v(xg) =v(xg) =T
Pozn.: ! Rozlisujte:
znaky . + T jsou formalni zapisy
V, A, = jsou boolovské tunkce

Testovani splnitelnosti:
pro m promeénnych, 2" pravdivostnich ohodnoceni.
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Konjunktivni normaln{ forma (KNF):
A je zapis F1.Fy ... F),, kde
Fijezapis Lig+ Lis+ ...+ L; — faktor
L; ; je ve tvaru x; anebo Ty, — literal
Pro zapis KNF uvazujeme, ze nejvyssi prioritu ma negace, pak

e/

Proménné éislujeme binarné: x1011 .

Problém Py (SAT): {zapis(A) | A je splnitelna a A je v KNF}.

Problém kliky. Graf G = (V, E), k-klika je uplny podgraf G
na k vrcholech.

Problém P, (KLIKA): {zépis(G,k) | v grafu G existuje k-
klika}.

Tvrzeni: SAT € NPa KLIKA € NP.
Dk.: Primocare: Navrhem néjakého sekvencniho nedeterminis-
tického polynomialniho algoritmu.
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Pievod SAT (P;) na KLIKA (P)
Konstrukce: Méjme formuli A ve tvaru:
A je Fl.FQ ce Fp, kde
FijeLit+Lio+ ...+ L;, — faktor
L; ; je ve tvaru xj anebo Ty, — literal

Vytvorime vrcholy: V = {(7,j)[1 <i < p,1 < j < ¢}
Vrcholy odpovidaji literdlum L; ;.

Hrany: (<i17j1>7 <7;27j2>) € b iff
i1 # 19 A L, j, a L, ;, nejsou vzajemnou negaci (tj. mohou byt
soucasné pravdivé).

Problém P, je ((V, E), p), tj. velikost hledané kliky je p.

Chceme: 1) Dukaz, ze odpoved ANO se zachovava. 2) Prevod
je polynomidlni: lehké, napt. O(n?).

Tvrzeni: A je splnitelna iff v grafu (V, F) existuje p-klika.

Dk: "=>": Pro pravdivé ohodnoceni, v kazdém faktoru je prav-
divy aspoi jeden literal L; ;. Potom odpovidajici vrchol (i, 5)
patii do p-kliky, protoze dva takové vrcholy jsou spojeny hra-
nou a vrcholu je celkem p.

"<=": p-klika uréi ohodnoceni nékterych literalt (tj. proménnych
v nich). Ohodnoceni je konzistentni, protoze pokud se néjaké
proménné prifazuje hodnota opakovaneé, tak vzdy stejna. Formu-
le je pri zkonstruovaném ohodnoceni pravdiva, protoze v kazdém
faktoru byl vybran a je splnén aspon jeden literal. Zbylé (ne-
urcené) proménné muzeme ohodnotit libovolné.

Dusl.: Pokud je SAT € NPU, potom KLIKA € NPU.
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Prvni NP-uplny problém potrebujeme ziskat primo z definice.
(Cookova véta: SAT je NP-uplny. Pouziva se i problém kach-
lickovani.) Idea: Popiseme podminky (ve formé CNF pro SAT,
nebo pro kachlickovani) na spravnou simulaci Turingova stroje
a jejich splnéni znamen4 tspésny vypocet a teda odpoved ANO
pro danou instanci. Podminky zahrnuji okrajové podminky (na
vstupu je dand instance a na vystupu je ANO) a podminky na
spravnost simulace jednotlivych kroku, které jsou lokalni.

Dalsi NPU problémy:

Barveni: Pro dany graf G = (V, E) a ¢islo k € N, existuje
obarveni G' pomoci (nejvyse) k barev? (Obarveni je zobrazeni
c:V — C,tz. V(u,v) € E je c(u) # c(v), tj. sousedni vrcholy
jsou obarveny rizné. Pocet barev je |C].) (Taky NPU: barvenf
grafu 3 barvami, tj. pro pevné k = 3.)

3-SAT: jako SAT, ale kazdy faktor ma nejvyse 3 literély. (Pro
prevod "z problému chceme co nejomezenéjsi zadani.)
Autotest: Plati SAT <, 3-SAT a 3-SAT <, SAT. Ktery pfevod
je trivialni?

HAM: Existuje v daném (neorientovaném neohodnoceném)
grafu G Hamiltonovska kruznice, tj. kruznice prochéazejici vsechny
vrcholy?

TSP (Traveling Salesman Problem), Problém obchodniho ces-
tujictho (POC): Najit kruznici kratsi nez k pres vsechny vrcholy
v ohodnoceném grafu G.

Pozn.: Obvykle se misto rozhodovaciho problému TSP resi opti-
maliza¢ni formulace, tj. najdéte nejkratsi hamiltonovskou kruznici

v (.
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Nezavisla mnozina: Pro dany graf G a cislo k, obsahuje G k
navzajem izolovanych vrcholu?
Autotest: Pfeved te Nezdvislou mnozinu z a na problém KLIKA.

Vrcholové pokryti: Existuje pro dané k a G = (V, F') mnozina
vrcholu S C V| |S| < k, tz. kazda hrana ma aspon jeden vrchol
vS(tj. (VE)SNE #0)?

Problém batohu: Pro danou mnozinu S predmeétu, celociselnou
vahovou funkci w : S — N, ziskovou funkei b : S — N, limitni
vahu W € N a pozadovany zisk B € N urcete, zda existu-

je podmnozina S" C S, tz. © w(x) < WA = blz) > B.
reS reS

(Pouzivaji se i jiné formulace, i optimalizacni.)

Pozn. Algoritmus pomoci dynamického programovani je poly-
nomidlni k hodnoté B (¢asové i pamétove, tj. k undrni repre-
zentaci B), ne k poctu bitu B (a x;).

Suma podmnoziny: Pro danou mnozinu S ¢isel z N a ¢islo B,
existuje podmnozina " C S, tz. = x = B?

xes’
Rozdéleni: Pro danou mnozinu S ¢isel z IV, existuje podm-
nozina 8’ C S, tz. = x= v a7
zes’ reS\S’

Plati: Rozdéleni <, Suma podmnoziny.
Idea: Volime B = %xgsx (Instantni autotest: Co kdyz = je
liché?)

Plati: Suma podmnoziny <, Rozdéleni.
Idea: Nech M = x,¢g 2. Pridame prvky Z — B a Z — (M — B)
pro velké Z, napr. Z = 2M.
DC: Najdéte jiny prevod.

Cvicent:
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DC 1: Pro 2-SAT navrhnéte polynomialni algoritmus.

DC 2: Dokazte: SAT <, 3-SAT.

DC 3: Pro splnitelnost formule v Disjunktivni NF navrhnéte
polynomialni alg.

DC 4: Co muzete tict o prevodu CNF na DNF, ve svétle mi-
nulého prikladu a znalosti o SAT?

DC 5: Barveni grafu 2 barvami je polynomialni. Dokazte. (Tj.
jind formulace: Je graf bipartitni?)

DC 6: Prevést HAM na SAT.
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Zavérecné poznamky: Co s tim?

- prevoditelnost se pouziva k dolnimu odhadu slozitosti pro-
blému (ale: pro polynomidlni algoritmy je polynomidlni prevoditelnost
"hrubd”)

- slozitost, se kterou pracujeme, je slozitost v nejhorsim pripadeé.
Ocekavana slozitost (slozitost v prumérném pripadé) algoritmu
muze byt polynomialni.

- instance je "mald” a primocary prohledavaci algoritmus najde
reseni (na dostupném hardwaru)

- algoritmy pro specialni data (napt. rovinné grafy vs.obecné)

- algoritmy pro priblizné reseni

- algoritmy pro pravdépodobnosti feseni

— trade-off (u pravdep. alg.): rychlost za kvalitu/spravnost

- heuristiky (obecné i doménové) a metastrategie (napt. re-
start, lokalni vylepsovéani, neuplné prohledavani, ...)

- anytime algoritmy (typicky pro optimalizaci): Lze kdykoli
prerusit (po néjaké minimalni dobé behu); ¢im déle pocita, tim
lepsi vysledky poskytne. Napr. prohledavame stavovy prostor
feseni od nejslibnéjsich casti.

- aplikace (Faktorizace ¢isla): kryptografie (metoda RSA)

- ulohy z praxe jsou nékdy strukturovany a tuto strukturu lze
vyuzit (vs. ndhodnd testovaci data)

- fazovy prechod: u 3-SAT jsou (nahodné) problémy s maélo
klauzulemi anebo s mnoha klauzulemi obvykle lehce rozhodnu-
telné. Tezké pripady jsou typicky okolo uréitého poméru poctu
proménnych k poctu klauzuli. (Zduvodneéni.)

- SAT solvery: univerzalni reprezentace v CNF, pouzitelna pro
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ruzné problémy. Nasledné: pokrok v technologii solveru je Siroce
pouzitelny. (A "programovani”’v CNF je podobné jako: hradlové
site, vyrokova logika.)

Pt. reprezentace: x,j,; pokud (doménova) proménna a ma hod-
notu h v case t.
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Aproximacni algoritmy

Pro NP-uplné problémy chceme v polynomaidinim ¢ase " aspon”
priblizné feseni, ale dostatecné presné.

Predpokladejme, Ze pracujeme na optimalizacnich problémech,
kde kazdé reseni ma kladnou cenu a chceme najit skoro optimalni
reseni (maximum anebo minimum).

Pr:

- najit maximalni kliku

- najit obarveni s minimalnim poc¢tem barev

- najit nejkratsi cestu pro obchodniho cestujiciho

- najit nejveétsi soucet podmnoziny neprevysujici dané b

Df. Pomérova chyba. Nech C* je (neznamad) cena optimalniho
reseni. Aproximacni algoritmus pro problém ma pomérovou chy-
bu p(n), pokud pro kazdy vstup velikosti n cena C' teseni vy-

daného aproximaénim algoritmem splituje max(&, &) < p(n)

Df. Analogicky, algoritmus ma relativni chybu e(n), pokud
e < el

Plati: e(n) < p(n) — 1, pro maximalizaéni problémy e(n) =
(p(n) —1)/p(n).

Pokud je chyba algoritmu pevna, tj. nezavisla na n, piseme p
a €.

- Idea: Chceme aproximacni algoritmy, které dosahuji postupné
mensi pomérovou (anebo relativni) chybu pti pouziti vice casu.
(Uzivatel si urci pozadovanou presnost vs. anytime algoritmy)
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Dt. Aproximacni schéma pro optimalizacni problém je apro-
ximacni algoritmus, ktery dostava instanci problému a € > 0, a
pro kazdé pevné e algoritmus pocita s relativni chybou e. Apro-
ximacni schéma je polynomidlni, pokud pro pevné € > 0 algo-
ritmus bezi v polynomialnim ¢ase vzhledem k velikosti vstupu
n.

Df. Aproximacni schéma je uplné polynomidlni, pokud je
casova slozitost polynomidlni v 1/€ a n, kde n je velikost vstupu
a € je relativni chyba.

Ukazeme si:

- aproximacni algoritmus pro vrcholové pokryti s pomérovou chy-
bou 2

- aproximacni algoritmus pro problém obchodniho cestujiciho s
trojihelnikovou nerovnosti s pomérovou chybou 2 (opak.)

- neexistenci polynomialniho aproximacniho algoritmu pro obecny
problém obchodniho cestujictho (bez trojihelnikové nerovnosti)
- (ipIné) polynomidlni aproximacni schéma pro problém souctu
podmnoziny

Pi. Schéma polynomialnich algoritmu, které pro pevné k tesi
problém k-kliky na daném gratu G.

- Generuj k vlozenych cyklu pres vrcholy, ve vnitinim otestuj,
zda jsou vrcholy ruzné a tvori k-kliku. (neoptimalizované)

- Pro pevné k je algoritmus polynomialni (O(n*)), ale obecné
pro parametrem dané k je tloha NP-uplna.
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Df. Vircholové pokryti grafu G = (V, E) je podmnozina V' C
V takova, ze pro kazdou hranu (u,v) € E plati {u, v} NV’ #£0
(tj. uw € V' anebo v € V). Velikost vrcholového pokryti je |V7].

Problém vrcholového pokryti je najit pro dany neorientovany
graf vrcholové pokryti minimalni velikosti. (!)

T. Problém vrcholového pokryti je NP-uplny.

Aproximacni algoritmus pro vrcholové pokryti s pomeérovou
chybou 2.
vstup: G = (V, F)
1C:=1(
2F =F
3 while £ # () do
4 zvol lib. hranu (u,v) € E’

5 C:=CU{u,v} ;pridame oba vrcholy hrany

6 vypust z B viechny hrany incidentni s u anebo s v
7 od

8 return(C)

- (' je vrcholové pokryti, protoze kazda hrana FE je pokryta

- chceme ukazat, ze algoritmus ma pomérovou chybu 2:
uvazujme vSechny hrany zvolené na radku 4, oznacime jako A C
E. 7Z4dné dve hrany A nesdileji vrchol, protoze hrany incidentni
s vybranou hranou jsou vypustény na 1. 6.

7 toho plyne, ze |C'| = 2| A|. Aby jsme pokryly hrany | A|, potom
kazdé vrcholové pokryti, véetné optimalniho pokryti C*, musi
zahrnout aspon jeden vrchol kazdé hrany A. Protoze hrany A

nesdileji vrcholy, plati |A| < |C¥| a odtud |C| < 2|C*| QED.

71



DC: Hladovy algoritmus (jako heuristika) vybirajici vrchol
s nejvetsim stupném (k nepokrytému zbytku grafu) nezaruci
pomeérovou chybu 2.

Problém obchodniho cestujiciho (POC)

Je dany neorientovany graf G = (V, F) a nezaporna celociselna
cena c(u, v) pro kazdou hranu (u, v) € E. Hledame hamiltonov-
sky cyklus s nejmensi cenou.

Trojuhelnikova nerovnost: funkce c¢ splinuje trojihelnikovou
nerovnost, pokud pro kazdé vrcholy u, v, w € V plati c(u, w) <
c(u,v) + c(v,w).

Algoritmus priblizného reseni problému obchodniho cestujiciho
s trojuhelnikovou nerovnosti v polynomialnim case s pomérovou
chybou 2:

1 zvolime vrchol » € V

2 najdeme minimalni kostru v G' s cenou C

3 nech L je seznam vrcholu v poradi preorder pti prochazeni
kostry z vrcholu r

4 return(hamiltonovsky cyklus H, ktery prochazi vrcholy v poradi
daném L)

Idea dk: ... |z| oznacuje cenu x
- néjaka kostra K je obsazena v H*, proto |K*| < |K| < |H¥|
- Uplnd cesta se zaznamenavanim vrcholu v pre- 1 post-order je
2-krat delst jako "nosnd” kostra: |H,,| < 2|K*|
- vypousténim vrcholu z Uplné cesty cenu cesty zmensujeme,
protoze plati trojuhelnikova nerovnost: |H| < |H,,)|
- souhrnem: |H| < |H,,| < 2|K*| < 2|HY|
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Pozn. Ziskana kruznice je horni odhad optima, ktery muzeme
(heuristicky) vylepsovat lokalné: odstranéni kiizeni, preuspotradani
k-tic vrcholu ...

Trojuhelnikova nerovnost je podstatna:

V: Pokud P # NP a p > 1, potom neexistuje polynomialni
aproximacni algoritmus pro problém obchodniho cestujiciho s
pomérovou chybou p.

Dk: Sporem. Ukazeme, Ze pokud existuje algoritmus A z véty,
potom se da pouzit na polynomialni feseni problému hamilto-
novské kruznice, ktery je NPU.

Nech G = (V, E) je instanci problému hamiltonovské kruznice.
Transformujeme G na instanci POC takto: G' = (V, E') je
aplny graf na V., tj. B = {(u,v)|lu,v € V Au # v}, kde
1 pokud (u,v) € F
p-|V|+1 jinak

- vytvoreni G a ¢ je polynomidlni v |V| a |E].

Uvazujme o instanci POC (G, ¢). Pokud ptvodni G ma hamilto-
novsky cyklus H, potom vSechny hrany H maji cenu 1 a (G’, ¢)
obsahuje cyklus ceny |V|. Pokud G nema hamiltonovsky cyklus,
potom kazdy cyklus v G’ obsahuje hranu mimo E a cena cyklu
bude aspon (p- [V|+ 1)+ (|V|—=1) > p-|V].

Protoze hrany mimo F jsou drahé, je veliky rozdil mezi cenou
hamiltonovského cyklu v G (cena |V']) a libovolného jiného cyklu
(cena aspon p - |V|)

Aproximacni algoritmus A musi vratit (v polynomidlnim case)
hamiltonovsky cyklus, pokud v G existuje, protoze pri pozadované
chybé p nema jinou moznost.

c(u,v) =
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Pokud hamiltonovsky cyklus neexistuje, algoritmus vrati cyk-
lus ceny aspon p-|V|. Teda, pomoci A jsme polynomialné vytesili
problém hamiltonovské kruznice. Spor. QED.

ijlné polynomialni aproximacni schéma pro soucet
podmnoziny
Problém: (S,t), kde S je {a1, as..a,}, mnozina kladnych pii-
rozenych ¢isel a t je kladné prirozené ¢islo.
Rozhodovaci verze: ex. podmnozina S" C S, tZ. £,.c5r a; = t.
Optimalizacni verze: hleddme podmnozinu S” C S, které soucet
je co nejvetsi, ale neprevysujici ¢.
Zmaceni: S.+.x = {s+x,s € S} pro mnozinu S i seznam S
Algoritmus: Souc¢etPodmnozinyPresné(St)
I n:=|S]
2 Ly = (0) // seznamy
3tori:=1tondo
4 L; :=mergelist(L; 1, L;_1. + .a;)
5 vypust z L; viechny prvky vétsi nez ¢
6 return(maximum z Ly,)

Procedura mergeList slouci usporadané seznamy do usporadaného
seznamu
- délka L; je az 2', tj. alg. je exponencialni (v obecnosti)
Aproximacni schéma:
idea: kazdy seznam L; po vytvoreni "zkratime”. Pouzivame pa-
rametr 0,0 < 0 < 1. Zkratit seznam L znamena vypustit co
nejvic prvku z L tak, ze pro kazdy vypustény prvek y zustal v
seznamu L prvek z < y takovy, ze yy_z <9,tj. (1-d0)y <z <w.
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Prvek z je reprezentant y s ” dostatecné malou chybou” a musi
byt, kvuli spravnosti, mensi nez y.
Algoritmus: sou¢etPodmnozinyAprox(S,t, €)
In:=|95]

2 LO = <O>

3fori:=1tondo

4 L; :=mergelist(L; 1, L; 1. + .a;)

5 L;:=zkrat (L;, ¢/n)

6 odstran z L; vSechny prvky vétsi nez ¢
7 nech z je nejvétsi hodnota v L,

8 return z

- prvky L; jsou soucty podmnozin

- chceme: C*(1 —¢€) < C pro cenu C nalezeného a C* optimalni
Fesen.

- v kazdém kroku zavadime chybu € /n, indukei podle 7 1ze dokazat,
ze pro kazdy prvek y* < t z nezkracené verze existuje z € L;,
tz. (1 —e/n)"y* < z < y* protoze 1 —e < (1 —¢/n)" =
(1-ey <z

- navic, z se nezahodi v kroku 6, protoze z < y* <t

- schéma je uplné polynomialni:

Idea: relativni chyba e/n rozsah 1..t rozdéli na polynomidlni
pocet useku, v kazdém je < 2 reprezentantu.
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Pravdépodobnostni algoritmy. Test prvociselnosti.
Pravdépodobnosti alg. déla (na rozdil od deterministického
alg.) nahodné kroky, typicky vyuziva ndhodny anebo (kvili opa-
kovatelnosti) pseudonahodny generator.
Dva vypocty pravdépodobnostiho alg. na stejnych datech maji
(obvykle) ruzny prubéh.
Zde zminime pravd. alg. typu Las Vegas a typu Monte Carlo.

Alg. typu Las Vegas.
Vzdy davaji spravny vysledek, ndhodnost ovliviiuje (pouze) do-
bu béhu.

Priklad: Randomizace Quicksortu (pti vybéru pivota).
Vyhody:
1) dava dobry prumérny cas (tj. O(nlogn)) pro vsechny data
- zadny vstup neni apriori Spatny (pro kazdy deterministicky
vybér pivota existuji apriori Spatné vstupy)
2) lze spustit paralelné v nékolika kopiich a vysledek vzit z kopie,
ktera skonéi nejdifv (pro deterministickou verzi neméa takovy
postup smysl)

Alg. typu Monte Carlo.
Nahodnost ovliviiuje dobu béhu i spravnost vysledku: Alg. muze
udeélat chybu, ale pouze jednostranné (u odpovedi ANO/NE) a
s omezenou pravdépodobnosti.

Cim déle bezi, tim presnéjst visledky dava.

Priklad: Rabin-Milleruv algoritmus na testovani prvociselnosti.

Uloha: pro zadané prirozené ¢islo n (rychle) rozhodnout, zda
je n prvocislo.
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Aplikace: napt. pro RSA potiebujeme (nova, velkd) prvocisla.
(Hustota prvocisel, ...)

Véta (mald Fermatova): Pro prvocislo p a ¢islo a, a < p,
které jsou vzajemné nesoudélné, plati a?! =1 (mod p).

Pouziti F.V.: testovani prvociselnosti.
Idea: Pokud pro néjaké ¢islo a neni splnén zavér F.V., pak p
neni prvocislo (urcité!). Cislo a je svédek slozenosti p.

Tvrzeni F.V. v opactném sméru plati ¢asto, ale ne vzdy. (Napt.
pro pevné a = 2, ¢asto plati: Pokud je

V=1 (modn) (A)
, pak n je prvocislo. Nejmensi "falesné pozitivni’n je 341.)

Problém 1: nemame kvantitativni odhad, jak casto test selze.
Problém 2: pro néktera (slozena) ¢isla n (tzv. Carmichaelova
cisla) plati (A) pro vSechna a < n nesoudélna s n.

Tvrzeni: Test slozenosti ¢isla € NP. (Svédek: rozklad)

Tvrzeni: Test prvociselnosti € NP. (Nebudeme potrebovat;
Jingy ovérovaci alg.)

Od 1. 2002: Test prvociselnosti € P. (A test slozenosti € P.)
Pozn. Situace, ze mame nedet. alg. (tj. ovérovani svedka) pro
problém M i pro doplnkovy problém k M, neni obvykla.

Ale: Pro nalezeni rozkladu (faktorizace) ¢isla n nenf znam po-
lynomialni algoritmus. (Nérocnost faktorizace se vyuziva v alg.

RSA)
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p Lt er wd = DLy ity i 4 s o) == 2
(27 .«
Wy » Wiliyedin ()
Oznacime T" mnozinu vsech dvojich prirozenych ¢isel (k,n),
takovych, ze k < n a plati jedna z podminek:
a) k" 1#£1 (mod n)
b) existuje ¢ takové, ze m = ”;1 je celé ¢islo a plati 1 <
nsd(A™ ! —1,n) < n. ; nsd - nejvétsi spolecny délitel
Vysvétleni: Ad a) n porusuje podminku malé Fermatovy véty
pro prvocisla, ad b) analyzujeme opakované druhé odmocniny
z k"1 pro zvysujici se ¢ dokud K™ = 1 mod n; pokud 2 =
1 mod n, pak 2°—1 = (z+1)(z—1) = 0 mod n, pro n prvocislo
nutné x = +£1 mod n, pro n slozené muzeme dostat netrivialni
delitele n (a k je svedek slozenosti).
T.1: Cislo n je slozené prave tehdy, pokud existuje k& < n
takové, ze (k,n) € T.
TTQ:NéchjeéﬁﬂOTLﬂoZené.Pake»dﬂnUeaspoﬁ7ﬁ;léEelk~<'n
takovych, ze (k,n) € T.

<
o
= i/f

Alg: Rabin-Milleruv test.
Vstup: n testované ¢islo, m € N lib.

begin
for 1 := 1 to m do
k[i] := Random(1,n-1);
if T(k[i]l,n) then "n je sloZené"; konec fi
od
"n je prvocislo"
end.

Pravdépodobnost chyby:
Pokud alg. tvrdi, ze n je slozené, je to vzdy spravné (nékteré k;
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je "svedek”).
Pokud alg. rozhodne, ze n je prvocislo, pak se muze jednat o
chybu. V pripadé chyby vsechny vybrané k; byly "ne-svédci” pro
n, a to se muze stat podle T.2 s pravdépodobnosti P(chyba) <
(1/2)™ pro nezavislé vybery cisel k;. # shubinsh i 4 (5)"
Slozitost alg.: Polynomialni k logn, tj. poctu bitu n. (Dukaz
slozitosti testu (k,n) € T je netrividlni a vyuziva znalosti z
teorie Cisel.)
Vlastnosti alg.:
ZvySovanim poctu iteraci (tj. poc¢tu testovanych k;) lze dostat
libovolné malou (predem zvolenou) pravdépodobnost chyby.
Jednotlivé testy (pro ruzné k;) lze provadét paralelné.
Poznamka: podobny princip "svédku neshody” byl pouzit pti
vyhledavani vzorku — alg. Rabin-Karp.
Q: Jak by se choval alg. typu Las Vegas pro testovani pr-
vociselnosti?
A: Odpovedi "ano” (urcite), "ne” (urcité), "nevim” (ziidka).
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Kryptografie

Komunikuji ucastnici Alice (A) a Bob (B). Kazdy vykonava
svou cast protokolu.

(Motivacni) Priklad. Komutujici sifry.
Pouzivame sifrovaci funkci e() - encryption, a desifrovaci funkei
d() - decryption.
e() : {0.K} - {0..N}, d(): {0.N} — {0..K}
d() je zleva inverzni k e() : Vm : d(e(m)) = m.

Alice mé (své tajné) ea() a da(), Bob ma ep() a dp().
Sifry jsou komutujici: e4(ep(m)) = eg(ea(m)).
Protokol prenosu zpravy m:
1. Alice sifruje m a posila Bobovi e4(m).
2. Bob sifruje (svou sifrou) a posila Alici eg(ea(m)).
3. Alice desifruje da(ep(ea(m))) = da(eales(m))) = eg(m).

4. Bob desifruje dg(eg(m)) =m

P1i kazdém poslani byla zprava m sSifrovana aspon jednim
klicem.
Pozn.: Zprava m muze byt kli¢ pro dalsi komunikaci (session).
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Kryptografie s vefejnym klicem (asymetricka sifra)
- podporuje také digitalni podpis

e Kazdy ucastnik ma sviij verejny klic Py (public) a soukromy
klic Sx (secret)

e Sy zna pouze X, verejny klic Px je poskytnut kazdému,
muze byt ve verejném seznamu

e Klice Px a Sy specifikuji funkce na mnoziné D vSech zprav
(koneéné posloupnosti bitil) - prosté a na, tj. permutace na
D.

Pozn.: Prakticky - Blokové pouziti, ruzné implementace f:
Cipher; = f(Key, Plain;,{Cipher;_1|Plain;_1|i})
Vyhoda: stejny blok se na ruznych mistech kéduje ruzneé.

e Funkce Px() a Sx() jsou efektivné vycislitelné, pokud zname
prislusny klic.

o Plati: VM € D : Px(SX(M>> = M/\SX<P)(<M)> — M, tj.
funkce jsou vzajemné inverzni pro lib. M (message).

e Bezpecnost sifry je zarucena, pokud nikdo kromé X neni
schopen spocitat Sy (M) pro lib. M v rozumném ¢ase. Proto
pozadujeme:

1) soukromy kli¢ Sx vlastni pouze X (a chrani ho)
2) funkce Sx() nesmi byt efektivné vycislitelna na zaklade
znalosti Py (a funkce Px()) - tézka ¢ast navrhu.

Ve skutecnosti jsou algoritmy funkci znamé, tj. verejné, a pouze
klice se taji.
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Poslani zpravy M od B (Bob) pro A (Alice), odposlouchava
E (Eva, eavesdropper).

1. Bob ziské verejny klic Alice P4 (od Alice, z "webu”nebo od
Certifikaéni Autority)

2. Bob spocita zasifrovany text C' = P4(M) a posle ho Alici
3. Alice pouzije na C' (od kohokoli) Sy a ziskd M = S4(C).

Protoze Eva nema kli¢ S 4, neumi spocitat M z C'.
Pozn.: Bob potrebuje védeét, ze klic Py je Alice.
Pojmy: zprava - plaintext, zasifrovany text - ciphertext

Poslani autentizované a podepsané (nezasifrované) zpravy M’
od A pro B.

1. Alice spocita digitalni podpis s = Sa(M')

2. Alice posle Bobovi zpravu a podpis: (M, s) - zprava (zde)
neni Sifrovana

3. Bob ziskd P4 a ovéri M’ = Pa(s). (Zprava obsahuje jméno
Alice, aby Bob vedél, ktery klic P4 pouzit.)

4. Pokud zprava souhlasi, Bob vi, Ze zprava je od Alice a nebyla
cestou zmenena.

Praktické pozn.: V kroku 2 se zpravy taky sifruji, tj. metody se
kombinuj.
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Hybridni Sifrovani.

Asymetrické sifry jsou pomalé, symetrické Sifry jsou rychlejsi.
Symetricka sifra pouziva stejny kli¢ K pro Sifrovani i desifrovani,
napt. AES (a prolomeny DES).

Pro symetrickou sifru plati C' = K(M) a M = K(C') pro lib.
zpravu M a klic K. Klic K je kratky, stovky az tisice bitu.

Misto (naroc¢ného) sifrovani C' = P4(M) Bob pocita C" =
K(M) a K' = Pa(K) a posila (C", K'). Alice desifruje kli¢
K = Su(K') = Sa(Pa(K)), a pak desifruje M = K(C) (a
spocita a skontroluje otisk).

Kli¢ K se vygeneruje jednorazove pro poslani zpravy nebo pro
session. Jsou i jiné protokoly pro predani klice nebo zajisténi sho-
dy na kli¢i (napt. Diffie-Hellman-Merkle), které muzeme kombi-
novat s popsanymi algoritmy:.

Hybridni autentizace.

Pro dlouhou zpravu je naroéné pocitat digitalni podpis s =
Sa(M"). Misto celé zpravy M’ se podepisuje pouze otisk, ziskany
(vefejnou, jednocestnou - one-way) hasovaci funkef A (napt. MD5,
SHA-1, SHA-2 atd.), ktera ma nasledujici vlastnosti:

1. pro dlouhou zpravu M lze h(M) spocitat rychle. Typicky
je h(M) kratky (128 - 512-bitovy) otisk (fingerprint) zprévy
M.

2. je vypocetné narocné najit dve zpravy M a M’ aby h(M) =
h(M"), tzv. kolize. (A tedy pro danou M najit M’.)
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Protokol poslani podepsané a sifrované zpravy M od A k B

(Vse v jednom).

L.
2.

S Ot = W

Alice ziska Bobuv kli¢ Pp.

Alice generuje symetricky klic K, pocita C = K(M) a
zasifruje klic pomoci Pp(K).

. Alice pocita otisk h( M) a z néj digitalni podpis s = Sa(h(M)).
. Posila Bobovi: (od : A, C, Pg(K), s).

. Bob precte od : A, a ziska Py.

. Bob spocita klic K = Sp(Pp(K)) a desifruje M = K(C).

Desifrovat K dokdaze pouze vlastnik Sp.

. Bob spocita otisk h(M) a porovna s desifrovanym podpisem

A: Py(s) = Pa(Sa(h(M)) = h(M). Podepsat h(M) dokéaze
pouze vlastnik S4, zjistit h(M) kdokoli (odposlechnutim a
pouzitim vefejného P4 na s).

. Pokud dojde k neshodé spocitaného otisku a desifrovaného

podpisu, pak podpis neni A anebo doslo (imysIné nebo netimysIne)
ke zmeéné zpravy M. Je tézké podvrhnout zpravu M', pro-

toze je tézké najit (vhodnou) zpravu se stejnym otiskem jako

M.
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Certifikacni autority.

P11 ziskavani klice potiebuje Bob védeét, ze klic Py patii Alici
(a nejde o podvrh).

Jedno z teseni (zakladnich, v principu pouzivanych):

e [xistuje certifikacni autorita 7, jejiz verejny kli¢ je znamy
(prisel s instalaci, lze ho ovérit na webu).

e Alice ziska (bezpecnou cestou) od autority Z podepsany cer-
tifikat pro zpravu C'="Alicin vefejny Kli¢ je P4”, tj. dvojici
(C,S2(0)).

e Tuto dvojici pripoji Alice ke kazdé podepisované zprave, Bob

(a kazdy vlastnik Py) si muze ovérit, ze C bylo vydano au-
toritou Z a klic P, patii Alici.

Pocaizug Euidide i
-V /hz?é/; éh&w > 04/27//% ’ ’y xbs
= @2= 2
4&& e ’ =
/ /f 4{ = 5
4{/ -~ 4 - xL
/
= Gy — XE
—~ > )’4-‘ O"L""fé dfﬂj

Takie po fy brbme w oy g piobin

e K:w } by jons o jay eyl e fo bl o gyidien porar” s, 1
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Detf.: Nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b je nejmensi kladné
cislo z mnoziny {ax + by|x,y € Z}, znacime nsd(a, b).
Technika: Rozsiteny Eukliduv algoritmus
Vstup: a > 0,6 > 0
Vystup: d = nsd(a, b), z,y : d = ax + by
Alg:
Roz§ifenjEuklid(a,b)
if b=0
then return (a,1,0)
(d’,x’,y’) := Roz8ifenyEuklid(b, a mod b)
d, x, y) =, y’, x? - (a div b)*y’)
return (d,x,y)

Spravnost:
Pro vysledek rekurze plati: d' = bx’ + (a mod b)y/
Dale plati: d = nsd(a,b) = d’
Chceme x a y, tz. d = ax + by (1).

Upravou dostaneme:
d=d = bx' + (a mod b)y’
= bz’ + (a — |a/b] - b)Y
= ay' +0(z" — |a/by)

Proto volba x = 4 a y = 2’ — |a/bly’ zarucuje splnéni (1).
Pouziti: pro pocitani inverznich prvku v Z,

Tvrzeni: Pro n-bitova ¢isla potiebuje RozsifenyEuklid O(n?)
bitovych operaci.
Idea dk.: Nejmensi cisla (tj. nejhorsi pripad) pii daném poctu
kroku jsou Fibonacciho ¢isla.
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Kongruence a okruhy zbytkovych trid.

Pro pevné m definujeme relaci kongruence modulo m takto:
a=0b (modm)=gsm|(a—>).

Faktorovd mnozina Z,, = Z/ = (mod m) zbytkovych tiid
modulo m s prvky (a),, muze byt ztotoznéna s mnozinou {0..m-
1}. Operace séitani a nasobeni jsou definovany
(@)m+ D)m = (a+b)m a {a)m - (b)m = (a-b)m a (0), jenulou
a (1), je jednickou.

Multiplikativni inverzni prvek k a v Z,, je x, znaceny (a)
tz.a-x =1 (mod m), pokud a a m jsou nesoudélné.

—1
m

Vypocet multiplikativntho inverzntho prvku x = (a) ' po-
moci Roz8ifenjEuklid(a,n) pro nesoudélné a, n . Volani
vrati (1, z,y),tz. l=a-z+n-y, tj.a-x =1 (mod n).

Def.: Eulerova funkce ¢(n) je pro n > 1 pocet kladnych
celych cisel mensich nez n, nesoudélnych s n.

Véta: Pokud n je prvocislo, pak ¢(n) = n—1. Pokud n = pq,
kde p a ¢ jsou ruzna prvocisla, pak ¢(n) = (p — 1)(qg — 1).

Véta (Eulerova): Pro a, n nesoudélné, tj. nsd(a,n) = 1, plati
a®™ =1 (mod n). (bez dk.)

Dasl.: Pokud nsd(a,n) = 1, potom multiplikativni inverzni
prvek (a) ' = <a¢(")_1>n.

Véta (mala Fermatova): Pro prvocislo p a ¢islo a, a < p,
které jsou vzajemné nesoudélné, plati a?~' =1 (mod p).
Dusledek Eulerovy véty, pro prvocislo p je ¢(p) =p — 1.
Pouziti: testovani prvociselnosti.
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RSA sifra (Rivest, Shamir, Adelman)
1. Vyber dveé velka prvocisla p a ¢ (kazdé ma stovky bitu)
2. Spocite] n = pq. Spocitej r = ¢(n) = (p — 1)(qg — 1)
3. Vyber malé liché ¢islo e, nesoudélné s r; tj. s (p—1)(g — 1).
4. Spocitej multiplikativni inverzni prvek d k e modulo 7.

5. Zverejni (e, n) jako verejny RSA kli¢ a uschovej (d,n) jako
soukromy RSA Klic.

Véta (korektnost RSA): Funkce P(M) = M¢ (mod n) a
S(M) = M? (mod n) definuji dvojici inverznich transformaci
na Z, =4{0,1,...,n—1}.

Dukaz: Pro vsechny M € Z, plati: P(S(M)) = S(P(M)) =
M (mod n).

Protoze e a d jsou inverzni prvky modulo r, muzeme upravovat
(pro vhodné c¢)

M (mod n) = M (mod n)

=M - M  (mod n)

=M-1 (mod n)

=M (mod n). Q.ED

Pozn.: Nalezeni velkych prvocisel pomoci pravdépodobnostniho
algoritmu je samostatne.

Pri priprave klicu a v diukazu se pouzivai ( mod n)i( mod r).

Pro RSA si klice P a S muzete pripravit sami a nechat si P
u Certifikaéni Autority pouze podepsat.

Zpravu délime na bloky dovolené velikosti (podle poctu bitu
n) a pouzijeme blokovy mod prenosu.
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Priklad (ovéteno):
Volime p =47, g = 71.
Spocitame n = 3337, r = (p — 1)(qg — 1) = 3220.
Volime e = 79, spocitame d = (79)5,5, = 1019.
Kli¢ P je (79, 3337).
Bob posila M = 688.

P(M) = (M?), = (68875, = 1570 = C
My desifrujeme:
S(C) = (C"), = (1570"07),., =688 = M
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Proc¢ je RSA bezpecna?

Na zaklade (e, n) neni (zatim) nikdo schopen rychle spocitat d,
aniz by znal rozklad n = p-q a teda ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1).
Faktorizace velkych cisel je vypocetné tézky problém.

Pozn.: Jsou i jiné (vhodné) tézké problémy, napt. diskrétni
logaritmus (v Z,), na kterych jsou zalozené kryptografické algo-
ritmy:.

Jak je RSA rychla?

Pouzijeme rychlé umocnovani, umocni (a,b,n) pocitd (a’ mod
n).

umocni(a,b,n) =
1f b==
then a
else if sude(b)
then umocni((a*a) mod n, b div 2,n)
else (ax*umocni(a,b-1,n)) mod n

Pocet bitu preddavanych cisel je t = [log(n)| a po nasobeni po-
kazdé operace modulo ¢isla zkrati. Pro t bitova cisla potrebujeme
O(t) aritmetickych operaci na (nejvyse) 2¢-bitovych ¢islech, jed-
notlivé aritmetické operace potiebuji O(t?) bitovych operaci,
mame celkem O(t?) bitovych operaci.
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Konvexni obal, v roviné

Df. Mnozina bodi A € R" je konvexni ift (pravée kdyz) pro
Va,be AaVvt,0<t <1, platita+ (1 —t)b € A.

Konvexni obal mnoziny A je prunik vsech konvexnich mnozin
v R", které obsahuji A. (INekonstruktivni def.)

Pozn. Konvexni obal je dobtfe definovany, protoze prunik lib.
systému konvexnich mnozin je konvexni a cely prostor R" je
konvexni.

Uloha: najit konvexn{ obal koneéné mnoziny A v R?.
Vstup: ay,as . ..a, jsou prvky mnoziny A, sefazené vzestupné
podle r-ové souradnice
Vystup: body na hranici konvexniho obalu, prochazené po sméru
hodinovych rucicek (Posloupnost bodu uréuje konvexni obal.)

Ukazeme si linearni algoritmus pro konstrukei konvexniho oba-
lu (za predpokladu uspotradaného vstupu).

Pouzity obecny princip: zametani roviny primkou.

Idea alg.: Tvorime konvexni obaly mnozin A; = {a;...a;}.
Pro A3z mame trojuhelnik aq, as, ag anebo aq, as, as.
Krok od A;_1 k A;: oznacme konv. obal A,_1 jako by, by, ...by.
Bod a;_1 lezi na hranici A;_q, protoze ma maximalni x-ovou
soufadnici = BUNO a;,_1 = by
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Obréazek 26: Pridavani a; ke konvexnimu obalu. Bod b; se vypousti.

Predpokladejme, ze zkonstruujeme polopiimky a;by, a;bs, ..., a;by.
Jejich smérnice (thel s osou x) postupné klesa, roste, klesé.
Hledame b, a b, s nejmensi, resp. nejvetsi smérnici. Konvexni
obal A; je a;, b,,b,11,...bs_1, bs.

Hledani r: konstruujeme poloptimky z a; do bodu by, b, ...b,, b, 1.
Po zjisténi, Zze smérnice a;b,,1 stoupla oproti a;b,, vime, ze a;b,
ma minimalni smérnici.

Hledani s: z bodu a; do bodu (by, ) bg, by_1...bs, bs_1 konstru-
ujeme poloprimky. Analogicky, az smérnice a;bs_1 klesne oproti
a;bs, je by hledany bod s maximalni smérnici a;bs.

Slozitost alg.: Linearni k n (po¢tu bodu A), pokud neuvazujeme
uvodni tridéni podle z-ovych souradnic.

Bodu a; zapocitame konstrukci poloprimek do b,., b,11, bs, bs_1
a pripadné a;a; pro j > i. Ostatni polopiimky z a; zapocitame
prislusnym bodum b;,1 <[ < r,s <[ < k. Body b; ale vypad-
nou z konvexniho obalu A; pii prechodu od A;_q, teda se jim
zapocita "do’nich vedena primka jedenkrat v prubéhu celého
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algoritmu. Celkem, maximalné 5 primek na bod, QED.

Algoritmus ma véetné pocatecniho tiideni slozitost O(nlogn),
kterd nejde zlepsit. Algoritmus hledani konvexniho obalu (véetné
cyklického uspotradani) je totiz mozné pouzit pro tiideni cisel.

Pro ruzna realna cisla r1, ro, ..r, uvazujme konvexni obal mnoziny
{(r1, —r?), (ra, —73), ..., (1, —72)}. Funkce y = —z? je konkdvni,
proto vsechny body lezi na hranici konvexniho obalu a pti prochazeni
ve sméru hodinovych rucicek body prochazime v poradi ros-
toucich x-ovych souradnic, tj. usporadane.
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Dynamické programovani (presunuto do ADS1)

DP je metoda pro reseni uloh. Podobné jako metoda rozdél a
panuj anebo hladovy algoritmus.

DP se pouziva (podobné jako rozdél a panuj) pii ulohach, které
muzeme rozdélit na podproblémy, ale ty jsou zavislé - sdileji
podpodproblémy:.

DP se pouzivé typicky na optimalizaén{ problémy. Resenf jsou
ohodnocena a ze vSech Teseni chceme vybrat feseni s optimalni
(minimalni nebo maximalni) cenou.

Vyvoj algoritmu zalozené¢ho na DP se typicky sklada z:

e Charakterizace struktury optimalniho reseni

e Rekurzivni definice ceny optiméalniho reseni

e Spocitani ceny optima (obvykle) zdola-nahoru

e /rekonstruovani optimalniho feseni ze spocitanych informaci,

pokud pottebujeme i feSeni (nestaci cena)

Primé pouziti rekurze (bez zapamatovani si mezivysledki)
nedava efektivni algoritmus.

- uz znate: (optimdlni) nésobeni obdélnikovych matic, (op-
timalni) déleni mnohothelniku na trojuhelniky, linedrni pociténi
Fibonacciho ¢isel (jedinecnd hodnota je optimélni), Floyd-Warshalluv
alg. pro vsechny min. cesty v grafu.
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Nutné vlastnosti uloh pro pouziti DP:
- optimalni podstruktura
- prekryvajici se podproblémy
Obecna charakterizace uloh pro DP neni znama.

Problém ma optimalni podstrukturu , pokud optimalni
reseni problému obsahuje optimalni feseni podproblému. (Tuto
vlastnost splnuji i tlohy vhodné pro hladové algoritmy) (Bell-
manuv Princip optimality.)

Optimalni podstruktura ¢asto ” prirozené” urci prostor podpro-
blému. 7 Teseni podproblému budeme sestavovat reseni vétsich
problému. Chceme co nejmensi prostor podproblému.

Dusledek: pro vyuziti v celkovém vysledku si staci pamatovat
hodnotu nejlepstho teseni podstruktury (a pripadné jedno fesent
pro rekonstrukei)

Prekryvajici se podproblémy. Pokud chceme apliko-
vat DP, pocet ruznych podproblému musi byt maly, typicky
polynomialni. (Chceme si pamatovat spocitana reSeni.) Pokud
rekurzivni Tfeseni pocita stejné problémy opakované, potom op-
timizacni problém ma prekryvajici se podproblémy.

Pro porovnani, tulohy resené pomoci metody rozdél a panuj
typicky generuji stale nové podproblémy (napt. pouzivaji ruzné
casti vstupu).

Na rozdil od hladovych algoritmu musime prohledavat, pro-
toze nelze zarucit, ze lokalné nejlepsi volba je soucasti globalniho
optima (tj. ze lok. opt. TeSeni lze doplnit na optimalni). Opt.
feseni nelze prevést na jiné opt.r. lokalnimi upravami, protoze
mezi opt. feSenimi jsou (v obecnosti) "bariéry” .
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Protipr: Nejdelsi cesta v grafu. Pokud si pamatuju jen koncové
body, potom neplati princip optimality. Pokud si pamatuju i
vnitini body, mam nepolynomialné mnoho podproblému (a DP
je nepraktické).

Tabelace (memoization). Pouzijeme rekurzivni algoritmus,
ale pamatujeme si vysledky spocitanych podproblému v tabulce.
(Pottebujeme poznat vsechny mozné parametry podproblému a
urcit jejich zobrazeni do tabulky. Jinak lze pouzit hasovéni.)
Tento pristup ma vyhodu, pokud nebudeme v rekurzi prochazet
cely prostor podproblému a dokéZeme usetfit ¢as nebo pamét.

Vypocet zdola nahoru. Naplanujeme pocitani hodnot v
tabulce tak, ze vsechny potiebné podproblémy jsou vzdy vyteSeny:.
Pokud kazdy podproblém budeme resit aspon jednou, vypocet
zdola nahoru je obvykle efektivnéjsi o multiplikativni konstantu,
protoze ma mensi rezii.

P11 nékterych problémech muzeme feseni prubézné zapominat
(pokud checeme znat pouze cenu), protoze je uz nebudeme pottebovat.
Pokud si pamatujeme hodnoty reseni pro podstruktury, muzeme
zrekonstruovat optimdlni feseni (trade-off cas/pamét) pomoci
principu optimality.

Problém: Nejdelsi spoleéna podposloupnost - NSP.

Definice. Pokud mame posloupnost X = (x1, o, ..., T,), jejl
podposloupnost vznikne vypusténim nékterych prvka.

Posloupnost Z je spoleéna podposloupnost X a Y, pokud je
Z podposloupnost X a zaroven Z je podposloupnost Y. Z je
nejdelsi spolecnd podposloupnost X a 'Y, pokud je Z spole¢na
podposloupnost X a Y a neexistuje zadna delsi spolecna podpo-
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sloupnost. (NSP Z neni urcena jednoznacné, jeji délka je urcena
jednoznacné.)

Pi.: X=ACBA, Y=BDAB, pak Z'=AB, Z?=BA, k=2.

Problém nejdelsi posloupnosti je dan dvéma posloup-
nostmi X = (x1, To, ..., Tm) aY = (y1,Ya, ..., Yn) acilem je najit
(jednu) nejdelsi spoleénou podposloupnost Z = (21, 29, ..., 2k)
posloupnosti X a Y.

Znaceni: X; je podposloupnost X = (x1, xs, ..., x;) posloup-
nosti X.

Reseni hrubou silou: posloupnost délky m mé 2™ podposloup-
nosti.

Véta. Charakterizace struktury optimalniho feseni.
1. Pokud z,, = y,, potom 2z, = x,, = y, a Z;_1 je NSP X,,,_1
a Yn—l-
2. Pokud z,, # y,, potom z; # x,, znamena, ze Z je NSP X,,, 4
ay.
3. Pokud x,, # vy,, potom z; # vy, znamena, ze Z je NSP X a
Y, 1.

Dk.
1. Pokud z. # z,,, potom Z muzeme prodlouzit, spor. Pokud
Z.—1 neni nejdelsi, muzeme ji v Z nahradit delsi, spor.
2. Pokud z; # x,,, potom Z je spolecna podposloupnost X, 1
a Y. Pokud existuje W — delsi spoleéna podposloupnost X,,,_1
a Y, je taky spoleénou podposloupnosti X a Y a je delsi nez Z,
Spor.
3. Symetricky k 2.

Dusl. Problém ma optimalni podstrukturu.
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Jiny prostor podproblému (vétsi :-( ). Podproblémy byly vyse
charakterizovany koncem X; a koncem Y, tj. dvojici (7, 7). Nejdelst
podposloupnost muzeme pocitat a rekonstruovat, pokud zname
nejdelsi spolecné podposloupnosti Xy ; a Yy ;. Podprostor pod-
problému je charakterizovan ¢tvetricemi (4,4, 5', 7).

Rekurzivni reseni.

Necht c[i,j] je délka optimalni podposloupnosti X; a Y;. Potom
1. c[i, 7] = 0, pokud 7 = 0 nebo j = 0.

2. cli,jl=cli—1,7 — 1]+ 1, pokud 7,7 > 0 a z; = y;.

3. cli, j] = max(cli,j — 1], c[i — 1, 7], pokud 4,7 > 0 a x; # y,.

Je pouze ©(mn) ruznych podproblému, hodnoty muzeme pocitat
zdola nahoru (od mensich problému k vétsim), napt. po radcich
c|]. Vypocet jedné hodnoty potiebuje ¢as O(1).

Kromeé hodnoty muzeme uschovavat (v pomocné tab. b[0..i,0..j])
smeér, odkud jsme maximalni hodnotu pouzili. " Diag” pro pripad
2, "Sloupec”, resp. " Radek” pro piipad 3 - prvni, resp. druhy élen
V max.

Rekonstrukce feseni: Podle popisu v tabulce b[]. Pokud ta-
bulku b nemame, rekonstruujeme reseni odzadu, podle smeéru,
ve kterém plati shoda. Tento princip rekonstrukce je pouzitelny
obecné.

V tomto problému: cli, j] zavisi pouze na trech sousednich
prvcich ve dvou radcich. Pokud chceme pouze hodnotu, pri vypoctu
zdola nahoru si staci pamatovat dva radky. (DC: jesteé lépe, jeden
kratsi radek a dva prvky.) Pro (rychlou) rekonstrukei posloup-
nosti nemame dost informaci.
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Jiné tdlohy

Klasické:

Bitonicka cesta v problému obchodniho cestujiciho
Pruchod doprava a doleva. Neposkytuje globalné optimalni reseni,
ale optimum v urcité tridé reseni.

Vyrovnany tisk Optimalizujeme druhé mocniny chyb,
kromé posledniho radku.

Optimalni vyhledavaci strom Prostor podproblému je
urcen zacatkem a koncem usporadaného tseku. Pamatujeme si
pozici korene, tj. optimalni rozdéleni.

[ méné klasickeé:

Hry dvou hrac¢u s uplnou informaci pii acyklickém
grafu tahtu. Urcujeme, zda je pozice vyhrana nebo prohrand (tzv.
minimax). Ve vyhrané pozici si pamatujeme vyhravajici (op-
timalni) tah.

Existence odvozeni v bezkontextovych gramatikach
Prostor: Z neterminalu N existuje odvozeni tiseku vstupu od ¢
do 7. Boolovské hodnoty: " Existuje”je lepsi nez " neexistuje”.

Soucet podmnoziny - presny i co nejtésnéjsi. Existence
reseni, neni polynomialni.

Hledani opt. strategie rozhodovani v diskrétni optima-
lizaci pro koneény (i nekoneény) pocet kroku.

Pozn. Tabelace nemusi byt uplna. V hrach se pouzivaji pro sta-
vy (hasovaci) transpozicni tabulky, které resi konflikty prepsanim:;
podle néjaké strategie (napt. zustava lepsi; vétsi/pracnéjsi; novejsi).

P11 optimaliza¢nich problémech si muzeme pamatovat min. a
max. odhad feSenf a postupné uptfesnovat. Napt. a;; = ming(a,+
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ar;) (Lazy vyhodnocovani bool. problémiu je specidlni piipad.
Napt. a;; = Vi(aip A agj))
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